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loh  komme  taust  an  mich  eiganganan  Auffiardernng  nach, 
indem  ioh  die  Mehrzahl  memer  in  waohiadenen  Zeitsofaliften 
aentreuton  Abhandhmgen  Tereimgt  der  OefifeniUohkeit  über- 
gebe. Abgesehen  von  einigeu  unbedeutenden  und  nur  die 
Form  betreÖenden  Verbesserungen  sind  dieselben  unverändert 
ahgedrackt  Bei  der  Ordnung  habe  ich  gesucht  die  Arbeiten 
verwandten  InhaltB  einander  nahe  za  bringen  nnd,  so  weit  das 
hiennit  Terträglich  war,  die  chronologiaohe  Beihenfolge  bei- 
behalten. ^ 
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üeler  Itm  l^^gßMg  ciM  MMukim  SIraMi  eine 
BkB6,  inlbaMidere  dneh  efaie  kriMnuge.^) 

Leitet  man  «men  oonstanieii  galTuniBdkmi  Strom  durch 
eine  MetaUadiflibe,  so  irizd  sieh  die  Mekfancit&t  in  ümsr  auf 
eine  bestimmte  Weise  yeiHheflen.  Die  Art  der  Yertheilung 
kann  man  nach  den  von  Ohm  aufgesteHten  Prinzipien  theoretisch 
ermitteln.  Ich  liabe  die  dazu  nötliige  Rechnung  miter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Zustand  der  Scheibe  ein  stationärer 
geworden  st  i,  in  dem  Fidle  durcbgeliihrt,  dass  die  Scheibe 
eine  kreisförmige  ist,  und  dass  die  Elektricität  durch  einen 
Draht  in  sie  hinein,  durch  einen  zweiten  aus  ihr  heraustrete. 
Das  Resultat  wurde  besonders  einfach,  wenn  der  Ein-  und  der 
Austrittspunkt  in  der  Peripherie  der  Scheibe  Hegen;  in  diesem 
Falle  habe  ich  dasselbe  durch  Versuche  geprüft  und,  wie  es 
mir  scheint,  eine  liinreichende  Bestätigung  gefunden.  Ich  will 
bier  zuerst  die  theoretischen  Betrachtungen  angeben,  und  daan 
die  Experimente  beschreiben,  ilie  ich  angestellt  habe. 

Bestimmen  wir  die  Lage  eines  Punktes  der  leitenden 
Ebene  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  imd  so  ist 
die  el^trische  Spannimg  desselben,  «,  eine  Function  ▼on  « 
imd  jf;  d.  h.  es  ist: 

«  -/(«>  y). 

IKe  Gkidrang / (x,  i/)=Uq  stellt,  wenn  eine  Oonstante 
beiflklmfl^  emCorre  dar,  in  der  aBeBnikte  dieselbe fifpaunimg 
baben.  "Wir  betraobten  zwei  aolobe  mepdiich  nabefiegeode 
„Oarrm  gleicher  Spannung:'* 

/(ar,  3/)  =  Mo 
  /(*>  i^)  =  "o  +  dtt, 

l)PogB.  AbmL  Bd.  64.  1645. 
Kirtkkoffr.  niiiiiiiwiai  niiwmiiwi.  i 
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lieber  den  Dmohgaog  eines  elaktriaehea  Stromes 


nehmen  in  der  ersten  2  unendlich  naheliegende  Punkte  A,  B 
an  (Fig.  1.),  und  ziehen  in  ihnen  die  Normalen;  diese  sind  zu- 
gleich I^ormaien  der  zweiten  Curve  in  den  Punkten  Ay 

so  dass  A  B  Ä  B'  ein  unendlich  kleines 
Kechteck  ist,  bei  dem  jeder  Punkt  der 
Seite  die  Spannung  u^,  und  jeder 
Punkt  der  Seite  Ä  B'  die  Spannung  r^-f-dii 
bat;  durch  dieses  Bechteck  fliesst  also, 
nach  den  Ohm 'sehen  Princ^en,  in  der 
Zeiteinheit  in  der  fiichtuog  von  AÄ  eine 
Bili^ktriioititttB-iitfi"yi  die 

Fig.  1. 

x=  —  k.Ö .  AB » -ji^ 


ist,  IVO  die  LeitangBfiÜugkeit  und  S  die  oneiidHob  Ueine 
Dicke  der  SobflibebeBeidmeL  Dieeelbe  Menge  von  Elektrioittt 
ffiewk  dmcb  eine  jede  Linie  CD,  die  ivir  dnrcb  das  Beebtoek 
ABABAhoi;  aeben  irir  CD  paralld  der  # Aze,  nnd  eefem 
den  Winkel,  den  AÄ,  d.  L  die  Biobtimg  dee  Steomesi  mit 
dieier  bfldet,  ^  so  ist  die  Elektridtttimeiige,  die  dorob 
CD  ffieairk: 

^—k9CD.mn<p.j^.. 

Dieaer  Auadrack  Iftast  sieb  nocb  auf  eine  andere  JB'orm 
bringen;  ea  ist  nfanüdi: 

WO  diX  und  dy  die  Unterschiede  der  Ooordinaten  von  A  nnd 
A  beaeiohnen;  bieraoa  folgt: 

d t»     d u  .  Bu  '  ' 

da  Inner  der  Punkt  ^  dieaelbe  Spannung  bat»  wie  ^  so  nniaa 

du  •  du 
o  =  ^8my-^-co8y 

aem;  ans  dieaen  beiden  GHeicbangen  ergiebt  aioh: 
du  du    d«  •  du 

Der  obige  Anadrndt  ist  also: 


durch  eixie  Bbeuei  insbeaoiviere  durch  eine  krcanfflimige« 
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Da  die  Lage  des  Coordinatensystemes  eine  ganz  willktir- 
fiohe  war,  so  ist  das  Kesultat  der  angestellten  Untersuchung: 
dass  duixh  irgend  ein  lineaies  Element  d«  in  der  Zeiteinheit 
eine  Menge  von  Eiektricität  Üiesst,  die 

du 


dN 

uA,  wenn  wir  mit  ^  die  Differentiatian  naeh  der  Bichtong 

disr  N<Nnnale  yqh  d#  beieiokBeii* 

Durch  diese  Bemerkung  wird  es  leicht,  die  Bedingung  zu 
finden,  der  u  genügen  muss,  damit  der  elektrische  Zustand 
der  Scheibe  ein  stationärer  sein  könne.  Betrachten  wir  näm- 
lich eine  geschlossene  Curve  in  derselben,  innerhalb  der  ihr 
keine  Elektiicität  zugefühi-t  wird,  so  muss  die  Summe  aller 
Ek  ktricitätsmengeu,  die  durch  diese  Curve  fiiessen,  s  o  seiuj 
es  muss  also: 


sein,  wenn  dieses  Integral  über  die  ganze  Gurre  ausgedehnt 
wird.  Bezeichnen  wir  die  Winkel,  die  N  mit  den  Coordiuateo« 
axen  bildet,  durch  (N,  x)  und  (iV,  y)^  so  haben  wir: 

|^co8{ivr,^)+|^cos(iV^,^) 

d#  «  — d«..C0B(Nyy) 
dy  a  d#.oo«(Ny«)y 

und  die  Gleichung  wird  diese 


1)  Da  die  betrachtete  Ciirve  eine  ganz  beÜebige  war  (ausser  dass 
sie  gewisse  Punkte  nicht  umschliessen  sollte),  so  kann  diese  Bediugung 

du  B% 

aicbt  «nden  erfOUt  weiden,  als  dswg^djf  —  g ein Tollirtftndjges 
DiAniitMl,  »  d«,  ist;  d.  b.  es  »um: 

•rin.  Die  Oleichtmg  d  v  =  o,  d.  h.  v  =3  omst  stellt  ein  System  von 
Corven  dar,  die  die  Curyn  i^aiflher  fipsiimnuf  senkrecht  ichnsidsn, 

d.  h.  die  t^tWimnnyiliniwp. 
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Ueber  den  Darehgaiig  eines  elektrifichen  Stromes 


Denktti  ivir  wo»  den  FaU,  diss  die  Elekbieitifc  dnzeh 
einzelne  Punkte  in  die  Söheibe  und  ans  ihr  heraustrete,  und 
betrachten  nun  zweitens  ebe  geschlossene  Curve,  die  einen  von 
den  Eiutiittspunkten  umschliesst,  so  muss  in  Bezug  auf  sie: 

« 

sein,  wenn  £  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet,  die  durch 
diesen  Punkt  der  Scheibe  zugeführt  wird. 

Als  diitto  Bedingong  ftr  n  tritt  noch  hinzu,  dase  die 

Grenze  der  Scheibe         o  sein  mnss,  weil  durch  diese  an 

keiner  Stelle  Elektricität  zu-  oder  abtiiessen  soll;  d.  h.  dass 
dieCuiTeii  gleicher  Spannung  die  Cxrenze  senkrecht  schneiden 
Ist  die  Scheibe  unbegrenzt,  so  fällt  die  letzte  Bedingung  fort; 
an  ihre  Stelle  tritt  die,  dass  die  Spannung  in  der  Unendlich- 
keit     ober  Constanten  endlichen  Grösse  ist| 


1)  Bestände  die  Seheibe  aus  zwei  Stoffen  von  vorsdnodonor  T^ei- 
tunfrsföbigkeit,  so  würden  fiir  die  Berühningscurve  beider  folgende  Be- 
diugiuigen  hinzukommen  (wenn  k  imd  k'  die  LeitangsfiUugkeiten,  u  und 
u  die  Spannungen  bezeichnen): 

du  du' 

imd  «— «'  m  der  elektromotoriBdien  Kiaft>  die  durch  die  Beiflhnmg  der 

beiden  Stoffe  eraeugt  wird. 

Ans  der  letiten  Gleich wig  folgt: 

Bu  du 

d  g"  d  s 

wir  erhalten  durch  Division  dieser  Gleichung  und  der  ersten: 

0  9  dt 

Bu 

£b  ist  aber       «  der  oolg.  des 'Vt^nkeb,  den  die  Bicfatang  des  Strome» 
T7 

im  entoi  Ifedhim  mit  i^hildet;  nenMa  wir  dieeen  "Whikel  9,  und  den 
emtipieebenden  ftr  das  nraite  Medium  g>',  so  haben  uhr: 

tg  (f)  :  tg  <f)'=k  :  k'. 
Diese  Proportion  giebt  das  Gesetz  an,  nach  dem  ein  elektrischer  Strom 
gebrochen  wird,  wenn  er  aus  einem  Medium  in  ein  anderes  tritt 


duxeh  «UM  Ebene,  maboeondoro  dnreh  eine  knisförmige.  5 

"Wir  wollen  zuerst  den  Fall  näher  betrachten,  dass  die 
Scheibe  unbegrenzt  ist.  Es  seien  A^,  A^.,An  die  Ein- 
strömungspuiikte  (ich  will  der  Kürze  halber  jetzt  unter  diesem 
Namen  sowohl  die  Einströmungspunkte  im  engem  Sinne  als 
auch  die  Ausströmungspunkte  verstehen,  und  will  die  Elektri* 
citätsmengen,  die  durch  die  letzteren  abflieBseii,  als  negative  ein« 
strömende  bezeichnen);  die  Elektricitätsmengen,  die  durch  diese 
m  der  Zeitemheit  in  die  Scheibe  treten,  seien  E^^E^..  En,  wobei 
+    +  sein  muss;  beoeicfaneii  wir  dann  die 

fintfemimgen  eines  Panktes  in  dieser  ton  Äg,  durch  r„ 
7*2  •  •  '*<!»  80  Itat  sich  kiobt  zeigeD,  daas  ivir  aUan  aulliesteUten 
Bedingungen  genOgen,  wenn  wir: 

aetMDi  wo  M  eine  Oonalante  bedentet 

Bfldan  wir  nBmfieh  das  nnbestimmte  Integral 

ao  finden  wir  dieaea; 

-  -  2;;t3 ( ^1  •  ('i '  ^  +   •    ^ + •  • + •   ^)) ' 

wenn  wir  durch  (r^,  R)  ,  (r„  Ä) . .  die  Winkel  bezeichnen,  die 
r^,  r, ..  mit  einer  festen  Linie  B  bilden.  Nehmen  wir  TOn 
diesem  Integral  die  Grenzen  in  Bezug  auf  eine  geschlossene 
Onrve,  welche  keinen  Ton  den  Einströmungspunkken  umschliesst, 
ao  wird  ea  «  o;  nmachlieest  die  Curve  einen  von  den  Punkten 
Alf  J^.,f  etwa       ao  wird  das  Integral  in  Besag  auf  aie 

m,  —  ^.E^\  also  die  Menge  TonMektriciat,  die  in  der  Zeit» 

einheit  durch  sie  hindurchströmt.  =  E^.  Die  dritte  Bedingung 
wird  ebenfalls  er^t,  denn  für  einen  Punkt  in  der  Unendlich- 
keit ist     »    s also: 

«-  Jlf  +  2  +      +  ..Ä)logr, 

Derselbe  Ausdruck  fui-  u  wird  auch  gelten,  wenn  die 
Scheibe  begrenzt  ist,  sobald  nur  die  Grenze  die  Gurren  gleicher 
Spannung  senkrecht  schneidet. 
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Ueber  den  Dmcfagang  emei  elektriscben  Strom« 


Nehmen  wir  an,  dass  es  nur  zwei  Einströmungspunkte 
gttbe,  80  ist: 

iro  N.2nhdmz  £^=^—E^  gesetrt  ist;  die  Onrven  gleicher 
fi^nnmmg  iveideii  also  dargestellt  dnroh  die  GUeidung: 

»  oonst; 

sie  sind  also  Elreise,  welche  über  der  Entfernung  zweier  Punkte 
als  Darchmesser  besohiieben  sind,  die  zu  und  harmomsch 
Hegen.  Die  Oorven,  welche  diese  senkrecht  schneiden  (d.  h. 
die  StrömmigsciuTen),  sind  die  Kreise,  welche  durch  A^^  und 
^  gelegt  werden  können;  wird  die  Scheibe  also  durch  einen 
oder  mehrere  solche;  Kreiae  begrensi»  so  hat «  den  angegebenen 
Werth  1). 

Den  beiden  -enten  Bedingongen  ftr  «  irird  fttr  eine  be» 
grensfee  Scheibe  immer  genflgt  durch: 

+  E\  log  r\  +      log  r,  +  .  -4-  ^«  log  r' «), 

wo  r^,  iij  .•  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben,  wo 

femer  r\,  r', . .  die  Entfernungen  des  in  Rede  stehenden  Punktes 
der  Scheibe  von  willkürhchen  Punkten  A\  A'^ . die  ausserhalb 
dieser  liegen,  bezeichnen,  und  E^^E^..  beliebige  Coeffidenten 
sind.  In  manchen  Fällen  wird  man  die  Punkte  Ä^A^.,  mid 
die  Coefficienten  E^^E^*,  so  bestimmen  können,  dass  anoh 
der  dxitten  Bedingung  genügt  wird,  d.  h.  dass  die  Curven 
II  es  const  die  Grenze  der  Scheibe  rechtwinklig  schneiden* 
Ist  die  Scheibe  eine  kreisförmige,  so  ist  dieses  immer  möglich. 
Betrachten  wir  zmülchst  den  Fall^  dass  nur  zwei  Sin- 
stritanuDgspunkte  voihanden  smd,  so  ist  der  Ausdruck  ftr 
wemi  wir  wieder  %nkhN^     »  — E^  seilen: 

.•i*  =  itf+iyr(iog^+iog<^), 

1)  Die  Cunren,  welche  alle  Pnnkte  enthalten,  die  von  gleich  starken 
StrOmen  durchflössen  werden,  lind  in  f^io^üm  iUle  IrfimiiiiwtfBii  derai 
Glddrang  r^.r^  >■  conat.  ist 
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dmch  eine  Ebene,  insbesondere  durcb  eine  lureisförmige. 


WO  wir  dk  Fankte  A\  md  A\  doroli  folgende  Ooiwtniction 
finden:  "Wir  verbinden  den  Mitte^nnkb 

d«r  Sobeibe;  C,  (Fig.  2.)  mit  und  A^, 
und  schneiden  enf  den  Terlfiogerten 

Linien  CA^,  CA^  zwei  solche  Stücke 

CA\  und  CA\  ab,  dass  der  fiadius 

der  Scheibe  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  CA^  und  CA\f  uud  zwischen 
CA^  uud  CA  \  ist^).  n«.  a. 


1)  Der  Bewds  dafür,  daas  die  Curveu  log  —  +  log      =  const  die 

QieiM  der  Seheibe  senkrecht  schneiden,  ist  folgender:  DieGlddiaqg  der 
Onrm,  wekhe  jeee  zeehtwhiUig  idiweMcni  ist: 

Fuhren  wir  lechtwInkHge  Oondfanten  ein,  so  wird  dieses  eine  QMdmng 

des  vierten  Grades.  Sowolü  die  Curven:  log—  =  const  als  auch  die 

»'  " 

Onrvcns  log     >■  eonst.  sehnddcn  dniBjeb^  der  dnnli  die  vierPenlEte 

Ai,Af,A\,A\  gelegt  werden  kann,  rechtwinklig;  dieser  wird  also  anch 
tCB  den  Ciir?eB        +  leg  ^BCOiiefc.recht«iiüd%g«sehiiittmi  seine 

fllnidmeg  nrass  daher  aaeh  in  der  GldohnQg  v  -  oonst  entiiaHen  sein; 
wir  sehHesscB  dpnras,  dass  der  linke  Tbefl  dieser  Gleiebing,  wenn  sie 

aof  o  gebracht  ist,  sobald  wir  den  Ooastanten  passende  Wcrtho  geben, 
sieh  in  zwei  Factoren  zerl^en  läset,  von  denen  der  eine  der  linke  Theil 
der  auf  o  gebrachten  Gleichung  des  durch  Ai,  A^,  A\  gelegten  Kreises 
ist;  es  lässt  eich  zeigen ,  da^s  der  andere  Factor,  wenn  er  =  o  gesetzt 
wird,  die  Gleichung  der  Grenze  der  Scheibe  bildet.  Machen  wir  C  zum 
AwÜMigiyafikte  der  OoeidlBeleny  setMu  wir  OA^  >■  OA^  »  CA'i 
m  0A\  m  ^'«,  iieniien  wir  ftmer  den  WinlBBli  den ^  mit  der  «Ixe 
bildet,  ^  und  den  Winkel,  den  9,  mit  ihr  bildet^  SO  wwden  die 
flksfilinMen  dar  l>eiden  in  Bede  itfihnndfln  Kraise: 

+  =  o(oder     +  -  o) 

und: 

•  +  ■111(9,-9.)  ' 
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Ueber  den  Durchgang  eiset  elakteisdm  Stoomee 


Haben  ym.  n  fiui8trOmiiiigq>ii]ikte,  so  wird  der  Anadmok 

für  Uf  wenn  wir  der  Kürze  wegen  Ni  ^g^^  setzen: 

tc  -  Jtf  —  ^1  (logrj  +  log/j)  —  iV;  Jogr,  +  logf^J  — . . 
— -ÄT,  (log  r,+ logt',), 

IVO  irir  die  Punkte  ^'n  ^'t  •  •  ''"'^^  dorcih  dieselbe  Constraction 
finden,  indem  wir  C  mit  A^f  . .  yerbinden  und  auf  den  ver- 
Iftngerten  Verbindungslinien  solche  Stücke  CA\,  CA'.,  .  .  ab- 
schneiden, dass  der  Radius  der  Scheibe  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  CA^  und  CA\j  zwischen  CA^  und  CA\ 
U.8.  w.  ist^). 

Beschreiben  wir  um  die  einzehieii  Einströmungspuiikte  ge- 
Bclilossene  Curven,  und  denken  wir  uns,  dass  diesen  Curven  die 
Elektricitat  nicht  dui'ch  die  Punkte  A^,  A^..  zugeführt  würde, 
sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise  (etwa  durch  Cylinder- 
oberflächen,  die  in  ihnen  errichtet  sind),  doch  so,  dass  einem 
jeden  Punkte  dieser  Curven  gerade  so  viel  zugofülirt  wird,  wie 
früher,  so  wird  sich  der  elektrische  Zustand  der  Scheibe  (mit 
Aufnahme  der  Flächen  der  Curven)  nicht  ändern,  es  wird  also 
för  tt  derselbe  Ausdruck  gelten.  Wir  wollen  zu  diesen  Ounren 


Die  Gleichiiqg  v  ^  C  wird,  wenn  wir  jfür  ü  die  ^Aze  annehmen; 

+  „ctg  £.Z1£«^  _  aretg 

Bringen  wir  diese  Gleichuncr  auf  eine  algebraische  Form  und  setzen 
C  =  <;ri  —  (f  n.  90  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  identisch  mit  dem 
Prodttct  der  beiden  ersten  Gleichungen  ist. 

1)  Da  mmHflii  JITj  +  217,  +  ..  +  JT. ist,  so  lint ridi  •  ontar Itd- 
gender  Fonn  danteUen: 

(log«*»  +  log  r'n  —  logrj— logrjt), 

wo  die  Bnmme  in  Beeng  anf  h  und  l  an  nebnen  ist,  doch  ao,  daaa  1 

immer  grSsser  als  iE:  ist  (denn  suchen  wir  in  den  beiden  Ausdrücken  fta 
«  die  Co€fficienten  von  log     +  kgr'n  ao  finden  wir  sie  gleich);  ein  ein- 

aelnes  Glied  dieses  Ausdrucks  =  const  gesetzt,  stellt  nach  dem  Vorigen 
ein  System  von  Curven  dar,  welche  die  Grenze  der  Scheibe  senkrecht 
schneiden;  ein  solches  bjstem  stellt  also  auch  die  ännime,  =:  const.  ge- 
setzt, dar. 


jcl  by  Gt 


durch  eine  Ebene,  inabeaondere  durch  eine  kreiftflSrinige. 
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unendlich  kleine  Kreise  nebinen,  dtTcn  Mittelpunkte  A^,  A^.. 
sind;  diesen  Kreisen  wurden  von  den  Punkten  A^,  A^..  die 
Elektricitätsmengen  JE",,  . .  zugeftthrt,  und  zwar  vertheilte  sich 
eine  jede  gleichraässig  auf  alle  Theile  des  zugehörigen  Kreises^; 
denken  w  uns  also  diese  Ki'eise  als  die  Peripherien  der  Flächen, 
in  denen  die  Scheibe  von  Drähten  berührt  wird,  die  ihr  die 
Elektricitätsniengen  E^^  E^..  zuführen,  so  wird  der  aufgestellte 
Ausdruck  ftir  u  GHiltigkeit  haben,  wenn  w  annehmen  können, 
daas  der  Strom  in  einem  jeden  Drahte  gleichmässig  in  Bezug 
auf  seine  Axe  vertheilt  sei.  In  einiger  Entfernung  von  der 
Scheibe  findet  diese  Vertheilung  im  Drahte  statt,  da  also  die 
Möglichkeit  da  ist,  dass  sie  bis  zum  Ende  des  Drahtes  bleibe, 
eo  wird  dieses  wirklich  eintreffen. 

Wir  haben  bis  jetzt  E^,  E^..  immer  als  unmittelbar  ge- 
geben betrachtet;  verfolgen  m  ein  bestimmtee  Experiment,  so 
mtaen  wir  diese  Grössen  erst  durch  Eechnung  ermittehiL  Ich 
Hill  TOn  dieser  Bechnxmg  ein  einfEMshee  Beispiel  geben,  wobei 
wir  BBgleich  doi  Widentand  der  Seheibe  finden  werden. 

Zwei  mn  Ay  nnd  beechrlebene  Kreise  seien  die  beiden 
Enden  emes  Drahtes,  der  den  Badios  q  und  die  LeitangsfiUug- 
keit  habe.  In  einem  Qneischnitte  dee  Drahtes  D  ha.be  die 
dektramotofische  Kraft  K  ihren  Sita;  es  soU  der  elektrische 
Zostand  der  Se  hhessnng  ernutteHs  werdeiL 

Beaeiofanen  wir  ^  Lftnge  dee  Drahtes  Ton  dem  Quer- 


2)  Die  Curveu  gleicher  Spannung  in  der  Nähe  des  Punktes  ^|  wer- 
den die  «maeniiiMheD  KieiM  rj  «■  oonst,  weO  hter     vNBdHeh  kkfai 
^tt^t^xi^'f  ^\  ™d  UaM» ftkigt,  da«  iioh  dieWahtricilitTDin 

Punkte  gleichmässig  nach  aUen  Kichtungen  hin  verbreitet.  Diese 
Betrachtung  ^t  jedoch  nicht,  wenn  sehr  nahe  an  der  Peripherie  der 
Scheibe  Hogt,  denn  dann  wird  auch  r\  unendlich  klein.  Befindet  sich 
alßo  einer  von  den  Driilitt  ii  sehr  nahe  an  der  (Irenze,  so  wird  der  für  u 
aufgestellte  Ausdruck  für  Punkte,  die  nahe  am  Draht  liegen,  nicht  gelten; 
diH«  deuMMh  für  eutfemte Punkte  gilt,  ergiebt  rieh,  wenn iHr iiir den 
Draht  dne  unendliche  Zahl  idir  nahe  Hegender  Etnatrtann^^qKmkte  enb- 
■titmren.  Hiera»  ergicht  rfdi  denn  codi,  da«  im  allgemeinen  Fall  die 
Gest&It  der  Drahte  in  Beseg  auf  die  Spannung  der  entfernt  liegenden 
Punkte  von  ^•\t  keinem  Wht^^fT  iat^  weon  aie  ttor  aIb  unfiDdlich  dttnn  be* 
trachtet  werden  können. 
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solmitte  D  \m  tn  dnem  andem  i^undoMd  mit  (  lo  iil  die 

Spaimmig  dieies: 

i^.m  — «/       1  ftr  die  eine  HUfte  des  BniblaB, 
1^  «  m^K-^- »/  j  ftr  die  andere  HMfte. 

Die  Spamnmg  eines  Pimktee  der  Scheibe  ist: 

Hier  bedeutet  E  die  Intensität  des  Stromes,  der  durch  den 
Draht  Üiesst;  es  ist  also: 

Sind  die  Werthe  von  /,  die  zu  den  durch  und  ge- 
legten Querschnitten  des  Drahtes  gehören^  und  l^,  so  sind 
die  Spannungen  in  diesen  ^): 

Die  Peripherien  dieser  Qaerschmtte  gehdren  aber  «ooh  der 
Scheibe  aoi  folglioh  ist; 

"•-^       27i>t«)''^='      ^.^JL,  • 

(Da  nlmUdb  ^  miendlich  klein  ist,  so  können  ivir  in  »'^  ftr 
r\  Ai      n.  8.  w.  setaen).  Ana  diesen  Gleichungen  eigiebt  sich: 

Bezeichnen  wir  den  Widerstand  der  Solieibe  mit  m  ,  den 
des  Drahtes  mit  tn'f  so  mnss: 

1)  IMese  Ausdrücke  Bind  nicht  strenge  richtig;  denn  in  der  Nihe  der 

Scheibe  gilt  nicht  die  Gleichung  u  »  m — »/,  weil  die  Ströme  in  dem 
Drahte  hier  nicht  parallel  mit  seiner  Axe  sind;  doch  da  wir  q  als  un- 
endlich klein  betrachten,  so  können  wir  diesen  Umstand  vemachläaaigeii. 

-  AnfdieMlbeArtinfiSMnwirdieGleicbiiiig  »'  -  xeohtfert%eD. 


tem;  da  iiiin: 
iet»  80  ist: 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Beschreibung  der  Yersuchey 
welche  ich  angestellt  habe. 

Ich  benutzte  zu  ihnen  eine  kreisförmige  Scheibe  von  dünnem  • 
Kupferblech,  die  einen  Fuss  im  Durchmesser  hatte;  an  zwei 
Punkten  ihres  Randes,  die  j  F.  von  einander  abstanden,  waren 
zwei  dünne  Kupferdrähte  angelöthet,  die  mit  den  Polen  einer 
Hydrokette  in  Verbindung  gesetzt  wurden.  Setzte  ich  auf  die 
Scheibe  die  Enden  zweier  Drähte,  deren  andere  Enden  in  die 
Quecksilberschälclien  eines  Multiplicators  getaucht  waren,  80 
mnsste  die  Magnetnadel  desselben  eine  Ablenkung  erleiden, 
wenn  die  Punkte  der  Scheibe,  in  denen  diese  berührt  >vurde, 
eine  yerschiedene  Spannung  hatten;  sie  mosste  keine  Ab- 
lenkung erleiden,  wenn  die  berührten  Punkte  in  einer  Gurre 
gleicher  Spannung  lagen.  Liess  ich  also  den  einen  Draht  fest 
stehea  und  suchte  mit  dem  andern  solche  Pmikte,  dass  die 
Hagnetnadel  keine  AUenkong  erlitt,  so  konnte  ich  beliebig 
-fiele  Punkte  finden»  die  in  der  dnrch  den  Fuaqrankt  des  ersten 
Drahtes  gesogenen  Ourve  gleicher  Spannung  lagen.  Nach  der 
Theorie  sollte  diese  Ourre  ein  Kreis  soeq,  der  Über  einem 
Durchmesser  beschrieben  ist,  dessen  Endpunkte  zu  den  Ein- 
gtrflmnngspimktem  harmmrisoh  smd;  ich  suchte  also  einen  solchen 
Kren  in  addhBwi,  der  den  gefundenen  Punkten  mOgUchst  nahe 
läge.  In  der  folgenden  TaheOe  geben  die  erste  Oohimne  den 
Badias  dieses  SMses,  die  fidgenden  die  Entfernungen  der  ge- 
Ikmdenm  Punkte  Ton  ihm  an  (die  Bbhett  ist  ^  Zoll). 


Bäte 

1 

!iiIIIbki 

unogBii* 

114 

+1, 

-1, 

-1, 

+1 

278 

0, 

0, 

0, 

0, 

+  1 

604 

+1, 

+1, 

+1, 

0, 

-1, 

-1, 

-3,  -2,   0,  -4,  +7, 

690 

-1» 

-8, 

-I, 

0, 

0, 

0, 

+8 

986 

-1, 

-1, 

-1, 

0, 

-2, 

+7 

117 

0, 

-1, 

+1 

00 

+«. 

-8, 

0, 

0,       +4»  +6,  +8^a 

12 


lieber  den  Durchgaiig  eines  elektrischen  Stromes 


Die  figur  3,  zeigt  die  uDgefthre  Lage  der  beobaohteton 
Funkte.  (Die  letate  Beihe  in  der  TabeDe  besieht  eich  auf  die 
F^mkte,  irdche  nahe  an  der  IfitteUime  BC  liegen,  und  giebt 
ihre  Bntfemimgen  Yon  dieser  an.) 


Die  Abweichungen  sind  so  geringe,  dass  sie  wohl  hin- 
reichend aus  der  ungleichmässigen  Leitungslahigkeit  der  Kupfer- 
scheibe und  aus  Beobachtungsfehleru  erklärt  werden  können. 
Lässt  man  diese  Eiklfirung  zu,  so  beweist  dieses  Experiment» 
*  daes  die  Spannung  in  ^noni  jeden  Punkte  der  Scheibe  fiiw 

Funktion  von       d.  L  dass: 

«-/(^) 

ist;  welche  Function  /  ist,  zeigt  ein  anderer  Yennich. 

Ich  leitete  durch  die  Scheibe  den  Strom  einer  constanten 
Hydrokette,  und  berührte  sie  an  zwei  Punkten  mit  den  Enden 


j  ^  .d  by  Güogl 


durch  eine  Ebene,  iiMiMSoudei-c  durch  eine  kreiBfönnige. 
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sweier  Drihte,  in  deren  ScUieasmig  anaser  dem  Maltiiklicator 
eine  flohwadie,  aus  Kapftr  und  Zink  geMdete,  Ihennokette 

eingeschaltet  nar,  Wililte  ich  jetzt  die  beiden  Berfihnmgs- 
piinkte  80,  dass  dnrch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so 

musste  die  Diflferenz  ihrer  Spannungen  gleich  der  elektromo- 
torischen Krall  der  Thermokette  sein.  Ich  nahm  den  einen 
Berührungspunkt  in  der  Verbindungslinie  der  Einströmungs- 
punkte an,  und  las  an  einer  Scale  seine  Entfernungen  von 
diesen,  Tj  und  r^,  ab;  dann  suchte  ich  in  derselben  Linie  den 
entsprechenden  Berührungspunkt;  die  Entfernungen  dieses  yon 
den  Einströmungspunkten  will  ich  i?j  und  Ä,  nenuenj  es  war 
+    =  üf^  4-  i^,  =  39,  und  ich  fsuadi 

r,     5      10      15      20    25  30. 
JB,    10,4    17,3    22,8    28    31,5  34,4. 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Geeets,  welches  r^,  r,,  R^^, 
nahe  befolgen: 

•^.^  s  oonst 

Berechnete  ich  nämlich  nach  diesem  Gesetse  Ji^  ans  rj, 
so  &nd  ich  folgende  Abweichungen: 

FeUATToni?,  +04  —0,1  -0,4  +0,2  0,0  —0,2. 

Mt      10,4      17,8     22,8      28    31,5  34,4. 

Dieselben  Yersnche,  wie  in  der  YerbindnngsUnie  der  Ein- 
strdmnngspimkte,  steEte  ich  jeirt  noch  in  emem  doroh  diese 
gelegten  Kreise  an,  der  den  Badins  6  ZoU  hatte.  Diesen 
Kreb  hatte  ich  emgethefliy  nm  die  Lage  der  BerOhrnngsponkte 
beqnem  ablesen  zn  kOnnen;  nenne  ich  die  BOgen  yon  dem  einen 
EinstrdmnngBpnnkte  bis  za  diesen  beiden  Ponkten  ip  nnd  0, 
so  £uid  ich: 

^10a0804060e0  70  80. 
0.  4»ji  9ifi  70,9  78»7  84  88,75  98. 

Der  Bogen  joü  dem  einen  Bioströmongspunkte  bis  ^un 
andern  war  »  100;  hieraus  berechnete  ich  r„  r„  R^f  ü,  nnd 
untersochte,  ob  diese  GhrOssen  auch  hier  dem  oben  ansge- 
aprochenen  G^tse  folgten.  Die  Fehler,  welche  dann  bei  0 
TWMVgesetot  werden  mnssten,  waren: 

0.      25,4      48,8      62,5      70.9      78,7      84      88,75  92. 
Fehler  Yon  0).    +0^    +0,8  —0,4  —1,4      0,0   —0,8    0,6  0,0. 
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'  Dia  Fehler  dieser  und  der  vorigen  Beobachtungsreihe 
kdnnen,  meiner  Meinimg  nach,  hinreichend  erklärt  werden 
tfaeOs  als  Beobachtungsfehler,  theik  ans  der  tmgleichmäasigea 
LeihmgafUn^Doi  dar  Kopferaolkeibe^  so  daas  folgendet  Geeets 
als  dnxoh  das  EfaqMnmeat  bewieaea  aDgeaehaa  werden  kann: 

Wenn  /     j  consfcant  ist»  so  ist  auch  ^ .  ^  constant 

£8  ist  nämlich  nach  dem  Eräheren  /  (^/]  /^f^j  der  Dif- 
ferenz der  Spannungen  der  Berülirungspunkte. 

Hieraus  ist  es  leicht,  die  Funktion  /  zu  finden;  setzen  wir 

nämlich        Pi  bewdst  der  eben  ausgesprochene 

Satey  daaa: 

/(/^)-/(^)  =  J^(|) 
ist|  wo     eine  noch  unbekannte  Fonetion  bezeichnet;  petsen 
wir  p  B  9»  so  wird  die  Gieichnng: 

oder,  wenn  wir  partiell  nach  P  differenziien: 
also,  wenn  nir  P  •  1  «etcen: 

"  f 

u  «  ü  +  iSTlog^, 
wo  M  und  N  swei  wiSkOriiche  Constaaten  beoeicfanen. 

Anmerkung. 

Ich  habe  mir  viele  Mühe  gegeben,  den  für  den  Wider- 
stand der  Scheibe  angestellten  Ausdruck  durch  Experimente 
zu  prU£an;  doch  waren  die  Veränderungen,  die  der  Widerstand 
erlitt»  wenn  die  Entfenutng  der  Drähte  yariiit  wnide»  so  Meine 
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Qftaen,  dass  die  Beobaobtongen  eme  Unsicherheit  erhielten^ 
bei  der  sie  unmöglich  etwas  für  oder  gegen  die  Theorie  be- 
weisen konnten.  Eine  Huiiptsch\vierigkeit,  auf  die  ich  ausser- 
dem bei  diesen  Versuchen  stiess,  war  die:  zu  bewirken,  dass 
die  Drähte  die  Scheibe  immer  mit  derselben  Innigkeit  be- 
rührten; dieses  konnte  noch  am  besten  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass  ich  statt  der  Kupferscheibe  eine  Quecksilberscheibe 
anwandte,  in  die  ich  die  Drähte  hineintauclite. 

Um  die  kleinen  Veränderungen  des  Widerstandes  be- 
obachten zu  köimen,  traf  ich  folgende  Vorrichtung:  Der  Strom 
einer  starken  Hydrokette  theilte  sich  in  die  beiden  Arme  ACB 
und  ADD  (Fig.  4),  die  Punkte  C  und  D  waren  durch  einen 
Zwischenbogen  verbunden,  in 
den  ein  Molt^licator  einge- 
schaltet war;  AC  enthielt 
die  Scheibe  mit  den  beiden 
Drähten,  durch  die  der  Strom 
durch  diese  hindurch  geleitet 
wurde,  BC  einen  Rheostaten;  AD  war  ein  kurzer  dicker,  BD 
ein  langer  dOnner  Kupferdrabt  SteDte  idi  non  den  Bbeostaten 
80,  dass  durch  den  Multiplicator  kein  Strom  ging,  so  muaste, 
wie  icb  gleich  beweisen  wSl  (wenn  die  WidentBnde  von  AC, 
BC, . .  dnrch  {AC},  {BQf .« beseidinet  werden): 

(AC) :  (BC)  =  {AD) :  [BD) 

sein.  Die  Veränderungen  TOn  (AC)  waren  also  den  unmittelbar 
beobachteten  VeiiUMlenmgen  von  (BC)  proportional;  einer 
kleinen  Verfindemng  von  (AC)  entepsach  aber  eine  bedeutende 
Ton  (BC). 

Um  die  angegebene  Proportion  auf  eine  bequeme  Weise 
ableiten  zu  können,  will  ich  zaent  den  folgeDden  Satz  beweisen: 

Wild  ein  Sjstem  Yon  IMfaten,  die  auf  eine  ganz  beliebige 
Weise  mit  einander  Terbnnden  sind,  Ton  gahaniBohen  Strömen 
dnrohfloBMn,  so  ist: 

1)  wem  die Diflbte  1,  2| ..  ^  in  einem Ponkfce sasammen- 
•toasen, 

li  +  li-f  ..  +  /^««, 

wo  j^j  I^j . .  die  Intensitäten  der  Ströme  beaeidmen,  die  jene 
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DriUike  dnrobflieflm,  alle  umIi  dem  BerOfarangspiiiikto  ra  als 
poBitiY  gerecbnet; 

2)  wenn  die  BrShte  1»  2,..«r  eine  gesdiloflBene  Figur  Uldeii, 

=  der  Summe  aller  elektromotorieohen  Kräfte ,  die  sich  am 
dem  Wege:  1,  2 ..  v  befinden;  wo  «j,  Q>2'  "  Widerstände 
der  DrShte,  J^,  IntenatSten  der  Ströme  bezeichnen^ 

▼on  denen  diese  darchfloBsen  werdeoi  aUe  nach  mur  BichAong 
als  positx?  gereolmet. 

Der  eiste  Theil  dieees  Sataes  ist  eine  unmittelbare  Folge 
davon,  dass  dem  BeriOmmgqnmkte  der  Drftfate  1,  2, . .  ^  eben 
80  viel  Elektridtftt  zngeAbrt,  als  entiogen  irird;  der  Beweis 
des  aweiten  Theiles  ist  folgender:  die  elektrische  Spaonnng 
eines  Ponktes  im  Drahte  t  ist 

B  vk^-^i^^  WO  A  die  Bnlfernnng 
desselben  Tom  Anfiuogspnnkfee  dieses  Dcahtes  beaeichnet;  nennen 
wir  die  ganze  lAage  dieses  Ii  nnd  die  dekbrnnotoxisohe  Kraft» 
die  ihren  Sits  in  der  BerOhnrngsstelle  dieses  imd  des  ft^genden 
Drahtes  hat,  Ki^  so  erhalten  wir  durch  die  Betrachtung  der 
Spannungen  der  Berührungspunkte  je  zweier  auf  einander  fol- 
geudeu  Drähte  die  Gleichungen: 

a»i  — «i  ^1  ~ 

Bs  ist  also: 

da  aber und    —  !_ ist»  wo    die  Leitungsfahigkeit 

nncl  qi  den  Qoerschnitt  dea  Drahtes  i*  beaeichnet,  so  kSimeii 
wir  diese  Gleichung  schreiben: 

w.  z.  b.  w. 

Dieser  Sata  Uefiartims  dnrchwiederibiolteAnweDdnng  immer 
so  Tiel  Gkiohangen,  als  zur  Bestimmnng  aller  /'s  n(Hhig  smd. 
Wenden  wir  ihn  auf  den  Toriiegenden  Fall  an,  so  erhalten  wir 


durch  eine  £beiie,  insbeeondere  durch  eine  Joeisförmige. 
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durch  ihn  (wenn  wir  die  Drähte  durch  die  in  Fig.  4  beige- 
sciiriebeueii  Zahlen  bezeichnen),  da  I^  —  o  sein  soll: 

/j  +       =  O,  /j  .       -  -  /j  ö?,  a=  0 


Ich  habe  mich  in  diesem  Aufsatze  damit  beschäftigt,  die 
Elektricität  zu  ermitteln,  die  sich  in  einer  Metallscheibe  bildet, 
durch  welclie  man  einen  constanten  galvanischen  Strom  gehen 
lässt,  und  eine  Beobachtungsinetliode  angegeben,  durch  welche 
ich  das  th<'oretisch  gelundene  Jbiesultat  experimentell  geprüft 
habe.  Es  giebt  noch  ein  anderes,  naheliegendes  Mittel,  hier 
die  Theorie  mit  dem  Experimente  zu  vergleichen;  nämlich  die 
Beobachtung  der  Wirkung  der  Scheibe  auf  eine  Magnetnadel; 
ich  habe  über  diese  Wirkung  mit  einer  kreisföimigen  Scheibe, 
bei  der  der  Strom  durch  die  beiden  Endpunkte  eines  Durch- 
messers ein-  und  austrat,  Experimente  angestellt,  und  will 
jetzt  angeben,  m  WB  irait  ich  die  Beobachtungen  mit  der 
Bechnung  in  Uebereinstimmnng  fand.  Es  ist  meme  Absicht 
zuerst  die  theoretischen  Betrachtimgen  auseinanderzusetzen,  die 
der  Rechnung  zum  Qnmde  liegen,  und  dann  die  YeraDfihe  ca 
beschreiben,  die  ioh  gemacht  habe. 

Hängt  man  Ober  einer  horisontalen  Scheibe,  die  von  gal- 
tamsohen  StiQmen  dnrehfloflsen  ivird,  eine  Magnetnadel  ao( 
80  erleidei  diese  eine  Ahlenlnmg  ans  dem  magnetischen  Meri- 
diane. Um  diese  berechnen  m  kennen,  ist  es  ndtibJg  anerst 
die  Wiiknng  der  Scheibe  auf  einen  Magnel^l  za  enmttehv 
oder  irieibndnr  nnr  die  horisontale  Oomponente  dieser  Wirkung. 
'Wat  wollen  diese  An%abe  nnter  einer  YoranssetKong  behandeln, 
welofae  es  möglich  macht,  sie  sehr  leicht  allgemein  an  Idsen, 
lAmlidi  nnter  der  YorttDssetsnng,  dass  sich  der  Magnetpol 
tineodlich  nahe  an  der  Scheibe  befindet  In  diesem  Falle 
tragen  m  der  horisontalen  Componente  nnr  die  Theile  der 

1^  Fopg.  Annal.    Bd.  «7.  1«4G. 
Kirchhof f,  ütMmmdt«  Abhaudlaogen.  S 
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Maditarag  m  dem  vorigen  Au&atze. 


Sofaeibe  bei,  weldie  munittelbar  unter  dem  Magnetpd  liegen; 
«Ue  entfernt  liegenden  Theile  denelbeii  geben  nnr  eine  verti- 
k«]e  Con^onente,  weil  die  Bicbtiing  der  Erafti  mit  der  ein 
Btromelement  aitf  einen  Pol  wirkt,  eenkredit  auf  der  dordi 

beide  gelegten  Ebene  ist  Die  horisontale  Componente  ändert 
sich  alsQ  nicht,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  entfernt  liegenden 
Theile  auf  eine  andere,  als  die  wii-klich  statttindende,  Weise 
VOM  Strömen  durchtiossen  werden;  denken  wii-  uns  die  Scheibe 
TinbegrcTizt  und  überall  in  der  Richtung  und  mit  der  Inten- 
sität von  Ehiktricität  durchströmt,  wie  an  dem  unter  dem  Pole 
liegenden  Theile,  so  kommt  misere  Aufgabe  darauf  zurück: 
die  Wii  kung  einer  gleichmässig  von  Elektricität  durchfloasenen, 
unbegrenzten  Ebene  auf  einen  Magnetpol  zu  ermitteln. 

Wir  machen  die  gegebene  Ebene  zm*  ri/  Ebene  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems.  nennen  die  Coordinaten  des 
Poles  bj  c,  die  Quantität  magnetischer  Flüssigkeit,  die  er 
enthält,  (i,  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  y,  den 
Winkel,  den  die  Richtung  der  Ströme  mit  der  xAxe  bildet,  cp 
und  die  Intensität  derselben  i;  dann  sind  die  nach  der  x  und 
yAze  genommenen  Oomponenten  der  Kraft»  welobe  Ton  der 
JSbene  auf  den  Pol  nnogeübt  wird: 


Diese  Integrale  lassen  aacli  leiobt  auflösen;  ihre  Werthe  sind: 

Y»  2«jtit.cos<|p. 
Wir  baben  gesehen,  dass  dieselben  ÄnsdrHoke  anoh  noofa 
gdten  weidsii,  wenn  die  Scheibe  nicht  gleicbmllsss^p  von  Elek- 
tridtit  dorohstrOmt  wird,  sobald  sidi  der  Pol  nnr  nahe  genng 
an  derselben  befindet;  dann  mOasen  aber  ftr  t*  and  ^  die 
Weithe  geeetst  werden,  die  diesen  GrOssen  fikr  die  Prqjection 
des  Poles  anf  die  Scheibe  aakommen.  Befolgen  die  Strome 
dat  Gesets,  dass  die  eleldrisofae  Spanmmg  emes  jeden  Pimktea' 


+•  +• 


Kachtrag  m  dem  vorigen  Aufsatie. 
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y  (Xf^)  ist,  80  ist  ftr  dimea  Punkt»  mm.  die  Loteng»- 
fthigkflit  der  Scheibe  «1  gesetife  wiid: 


Sind  «lio  die  iMKrimtalen  Oooidinaten  des  Polee  or  und  y,  so 
sind  die  Erlfte»  die  auf  ihn  iridnn: 


Hieraus  findet  man  nun  leicht,  dass  eine  Magnetnadel,  die  sich 
sehr  nahe  an  der  Scheibe  befindet,  bei  der  man  die  mag- 
netischen Flüssigkeiten  in  ihren  Endpunkten  concentrirt  denken 
kann,  und  welche  mn  ihren  Mittelpunkt  in  einer  horizontalen 
Jibene  drehbar  ist,  ein  Drehimgsmoment  erleidet^  irelches: 


ist,  wo  M  das  magnetische  Moment  der  Nadel,  und 
die  horiaonlalen  Goordinaton  Ihrer  findpankte  beaeiohnen, 

imd  jj  die  IKffBreiiftiaftio&  nach  der  Bkidnig  ihrer  Aze  an- 
deuten soll. 

Hat  also  die  Nadel  die  Ablenkung  aus  dem  magne- 
tischen Meridiane  durch  die  Scheibe  erlitten,  so  haben  wir, 
wenn  //  die  horizontale  Comjponente  des  i5r<iinftcnHimi!iff  be- 
aeichnet»  die  G^leichnng: 


Hit  dieser  Okidumg  habe  ich  die  Beobachtongen,  welche 
kh  gemacht  habe^  wißiohen.  Die  YorametBongeDi  welche 
in  der  obIgeD  Betraditnng  ttber  die  Magnetnadel  gemacht  amd, 
sachte  ich  möglichst  dadurch  za  er  fidlen,  dass  ich  eine  sehr 
kleine  Nadd  anwandte,  nnd  diese  der  Scheibe  beinahe  Ua  aar 
BerQhnmg  niherte.  Bei  der  Kleinheit  der  Nadel  (sie  bestand 
am  einem  {  Zoll  langen,  dttamen  Drahtetllcke)  glaubte  ich  mich 
berechtigt,  aie  ak  eine  magnetiadbe  Linie  ansehen  an  können, 
bei  der  die  magnetiachai  Momente  der  einaeben  Molecttle 


X  = 


j —  i.y  Google 
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constant  wär^n,  \md  die  Azen  derselben  die  Kichtong  der 
lime  selbst  bftUeii;  fUr  eine  solche  Linie  aber  kann  maa 
immer  zwei  magnetische  Pole  substituiren,  die  sich  in  ihren 
Endpunkten  befinden.  Unter  der  Nadel  beüaiiid  sich  eine  kreis- 
fömiige  Scheibe  von  Staniol,  deren  Durchmesser  10  Zoll  war; 
me  war  auf  ein  Stttck  Spiegelglas  geklebt,  und  liess  sich  mü 
diesem  m  einer  gegen  den  magnetischen  Meridian  senkrechten 
Biditong  fo  Tevadueiben,  dass  der  Mittelpunkt  der  Nadel 
immer  in  einem  Dnrdhmesaer  blieb.  An  den  Xhiden  de$ 
DurcbmeBsen^  weleher  mit  dem  magnetiflclien  Meridüme  sa- 
sammenfiel,  waren  die  Enden  zweier  Drftthe  festgeklemmt,  die 
den  Stnmi  einer  Danieiracben  Kette  dmrdh  die  Scheibe  bin- 
dnrdileibeten.  üm  drai  Einflnss  dieser  BrSble  auf  die  Ab- 
lenkung der  Nadel  mBf^idiat  an  beseitigen,  worden  dieselben 
in  der  Ebene  der  Scheibe  gehalten.  Bas  E^Beriment  wurde 
mm  so  angesteUt»  daaa  venrnttebt  eines  Spiegekpparato  die 
yerschiedenen  AMsidnmgiwinkel,  t//,  beobachtet  Warden,  die 
verschiedenen  Abständen  des  Mittelpanktes  der  Nadel  yon  dem 
Mittelpunkte  der  Platte,  q,  entsprachen.  Wurde  die  Richtung 
des  Stromes  umgekehrt,  oder  wurde  —  p  aus  (>  gemacht,  so 
hätte  die  Grösse  dw  A1>1(  nkuiit^  ungeäiulert  bleiben  müssen, 
wenn  keine  störenden  Einllüsse  da  gewesen  wären;  die  Ab- 
lenkung änderte  sich  aber,  theils  deswegen,  weil  die  Ver- 
bindungslinie der  Einströmungspunkte  nicht  genau  mit  dem 
magnetischen  Meridiane  zusammenfiel,  theils  wegen  eines  con- 
stanten  Fehlers  von  theils  wegen  des  Einflusses  der  zu- 
leitenden Dräthe,  theils  endlicli  wefjen  der  Ungleichmässigkeit 
der  Stanioischeibe.   Die  Ablenkl^l,^^ell  waren: 


Bei  posit.  Strom.  Bei  negat.  iStrom. 


Ar  9  a  0 


94,8  96,2 

90,0  9M 

87.8  80,8 
80,6  81,6 

71,4    •  72,0 

61,0  61,6 

y3,4  96,3 

89.9  90,9 
88,0  88,8 
74,0  74,8 
64,9  64,6. 


1 
2 
8 
4 

5 


fttr  ^  =  -  1 

—  2 

—  8 

—  4 
-6 


Naehtaag  tu  dem  Toifgai  Aaftatoe, 
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Ich  glaubte  den  Werthen.  welche  (!ie  Ablenkungen  erhalten 
hätten,  wenn  die  angedeuteten  Stönuigen  nicht  dagewesen 
wären,  nidie  zu  kommen,  indem  ich  aus  den  je  vier  zusammen- 
gehörigen Werthen  die  arithmetischea  Mittel  nahm.  Dadorch. 
erbieh  ich  folgende  Werthe  für  tffi 

flfar  q^O        95,5  ftr  82^ 

1  93,4  4  73,1 

2  HH,5  5  62,8  ■ 

Ich  will  über  die  angegebenen  Beobachtungen  noch  bemerken, 
dass  nach  je  zweien  die  Intensität  des  Stromes  und  die  Bich- 
tnng  des  magnetischen  Meridians  an  demselben  Apjßarate  be- 
obachtet^ und  durch  Interpolation  gefunden  wurde,  welchen 
Werth  die  Intensität,  und  welche  Lage  der  Meridian  zur  Zeit 
einer  jeden  Ablenkongsbeobachtung  hatte.  Die  angegebenen 
Zahlen  sind  auf  eine  oonstante  Intensität  reducirt.  (Die  Ein- 
heit für  ist  2^,6»  ittr  ()  f  Zoll)  Um  mm  die  Beobacbtoogen 
mit  der  Theoiie  m  Tergleicheiii  berechnen  wir  ans  der 
Gleifihmig: 

'  ^sin yj^n,  " (^'^>  y">j . 

Legen  wir  den  An&ngq^onkt  der  Oooidinaten  in  den  WM" 
ptmkt  der  Scbeibey  wnd  die  «Axe  in  den  magnetisclieii  Mieri- 
diaDy  80  ist»  wenn  wir  den  Badtm  der  Scheibe  A  nennen: 

woJ  uoäB  unbekannte  Oonstanten  sind.  Da  der  Ablenkonga- 
wiiÜGel  der  Nadel  sehr  Uein  isl^  so  kOmifln  ifir: 


r  9 

eetaen,  wo  Z  die  L&nge  der  Magnetnadel,  q  den  Abstand 
ihree  Ifittelpnnktes  Tom  Ifittetpimhte  der  Sdieibe  bezeichnet 

Schreiben  wir  femer  noch  j|  und  ^  fUr  sin  V'i  so  er- 
halten wir: 


1//  =  ^: 


^  ij  ...  L.y 


Google 
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Nachtrag  zu  dem  vorigen  Aufsatze. 


Bereciiii0D  inr  dmIi  dieser  Eormel  indem  vir  dran  g  die 
▼erBduedeneii  Werthe  geben,  USat  wdöhe  irir  die  AUeiücnng 
der  Nadel  beobachtet  haben,  so  finden  wir»  weanirirfpafleend 

bestimmen,  folgende  XTebereinstimmimg  zwiaoben  der  Beehmmg 

und  den  Beobaclitungen: 


Q 

Bechuuiig 

Beobachtet. 

Fehler. 

0 

96,8 

95,5 

+0,8 

1 

9M 

88,4 

+1,0 

2 

88»8 

88,5. 

-0,7 

8 

81,8 

88,8 

—0,9 

4 

72,4 

78,1 

-0,7 

6 

68,6 

88,8 

+0^7. 

Ueber  die  Anflteiuig  der  Crleiehongen,  auf  w^ehe  man  bd 
der  Untersnekuig  der  linearen  Vertheilug  gilraiaeher 

SMm«  geflUut  wiMl^). 

Ist  ein  System  von  w  Dräiiten :  1 ,  2 . . .  n  gegeben ,  welche 
auf  eine  beliebige  Weise  unter  einander  verbunden  sind,  und 
hat  in  einem  jeden  derselben  eine  beliebige  elektromotorische 
Kraft  ihren  Sitz,  so  findet  man  zur  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten der  Ströme,  von  welchen  die  Drähte  durchflössen  wer- 
den, /p  J2 . . .  /„,  die  nötliige  Anzahl  linearer  Grleichungeu  durch 
Benutzung  der  beiden  folgenden  Sätze-): 

I.  Wenn  die  Drähte  ,  , .  .  .  eine  geschlossene  Figur 
bilden,  und  Wk  bezeichnet  den  Widerstand  des  Drahtes  ä,  Ek 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  demselben  ihren  Sitz  hat, 
nach  derselben  Bichtung  positiv  gerechnet  wie  h,  so  ist,  faUs 
Ai>  •  •  •  aUb  nach  emer  Bichtung  als  positiT  gerechnet 
neirdm: 

IL  Wenn  die  Drähte     ilj, . . .  in  einem  Punkte  znsammen- 
stoflsen,  und  Ii^y  ii,, . . .  alle  nach  diesem  Punkte  zu  als  positiT 
gerechnet  werden,  so  ist: 
  ^  +  JSj +  ....•  0. 


1)  Pogg.  Anual.   Bd.  72.  1847. 

2)  S.  oben  p.  15. 


Ueher  die  AiHlflwing  der  Oklebotgen. 
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Ich  will  jetzt  beweisen,  dass  die  AnflOsimgen  der  Glei- 
dnmgeii,  wdclie  man  dnrch  Anwendnng  dieser  Sfttn  ftr 
^.../«  erlitifci  TOiauflgeeetEti  daas  daa  gegebene  Sjatem  Ton 
Drtbten  nklit  in  mdirere^  TÖttig  Yon  etnander  getrennte  serflUt^ 
ach  folgendennaaaen  aUgemeni  angeben  lassen: 

Es  sei  m  die  Ansahl  der  Torhandanen  Kreozangsponktey 
d.  L  der  Punkte,  in  denen  iwel  oder  mehrere  BriÜite  zn- 
sammenstossen,  nnd  es  sei  ^  «  n — m  +  1,  dann  ist 
der  gfffliemscihaftiiche  Nenner  aller  Grössen  I  die  Sonime 
derjenigen  Oombinailionen  von  w^j  w^j . . .  tr»  zu  je  Elementen 
Vki'tot^ ....  weidie  die  Bigensohaft  haben,  dass  nach 
Fortnahme  der  Drähte  k^,k^..,k^  kerne  geschlossene  Figur 
übrig  bleibt^ 

und  es  ist  der  Zähler  von  Ii  die  Summe  derjenigen  Com- 
binationen  von  n\,  tr,  .  .  .  Wn  zu  je  —  1  Elementen,  //'uj . 
tOk,  '  '  '  ■  w^-i)  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  nach  Fort- 
nahme von  Äj,  Äj, . .  eine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt, 
und  dass  in  dieser  l  vorkommt;  eine  jede  Combination  mul- 
tiplicirt  mit  der  8umme  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche 
sich  auf  der  zugehörigen  geschlossenen  Figur  befinden.  Die 
elektromotorischen  Kräfl;e  sind  hierbei  in  der  Richtung  als 
positiv  zu  rechnen,  in  der  Ii  als  positiv  gerechnet  ist. 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  will  ich  den  Beweis,  den 
ich  von  diesem  Sotae  gebe,  in  einzelne  Abschnitte  theilen. 

1. 

Es  sei  u  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  viele  Drahte  man 
bei  einem  beliebigem  Systeme  wenigttens  entfernen  musa^  damit 
alle  geschlossenen  £üginren  aerstört  werden;  dann  ist  ^  auch 
die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Gleichnngeiiy  welche 
man  durch  Anwendung  des  Satzes  I  herleiten  kann. 

Es  lassen  sich  nämlich  |U  Gleichungen,  die  Ton  einander 
nnabhängig  sind,  und  aus  denen  eine  jede,  die  aus  dem  Satze  I 
folgt,  abg^tet  werden  kami,  auf  die  folgende  Weise  aafstellen: 

Es  seien  1,  2, . . .  1,  f»  solche  Brihte^  nadi  dsven 
i^cxctaahme  keine  gesdblossene  Fignr  übrig  bleibt;  nach  Eort- 
nahMS  Ton  f» — 1  denelben  MeiU  dann  eaw  geschlossene  Figor; 
anf  die  geeohkwsenen  Figuren,  welche  der  Beihe  nach  tübrig 
bleiben,  wenn  man 


24 


Ueber  die  AnflMnig  der  Glflkbni^^  . . 


2,    8, . . . .  fi 


li    8,    8../»— 1 
entfernt»  irande  man  den  Sats  I  an. 

Von  den  auf  diese  Weise  gebildeten  ^GHeichimgen  kann 
kerne  eine  Folge  der  Abzigen  sein,  weil  eine  jede  eine  Unbe- 
kannte endiSlty  weUdie  m  allen  Ubiigeii  mcbt  TOikonunt;  die 
erste  allein  entUÜt  die  sweite  /,  n.  8.  £  Ana  dleseii  Glei- 
chnngen  Iftsst  sidi  aber  auch  eine  jede  andere  büden,  die  mit 
Hülfe  des  Satzes  I  abgeleitet  werden  kann;  denn  eine  Gleichung, 
die  aus  einer  ^geschlossenen  Figur  folgt,  welche  sich  aus  mehreren 
zusammensetzen  lässt,  niuss  aus  den  (Tleichmigeu,  clie  aus  diesen 
folgen,  (durch  Addition  oder  Subtraction)  gebildet  werden 
können;  und,  wie  wir  zeigen  wollen,  kann  eine  jede  geschlossene 
Fi|?ur  aus  jenen  u  Figuren  zusammengesetzt  werden.  Die 
sämmtlichen  geschlossenen  Figuren  nämlich  des  gegebenen 
Systems,  welches  wir  durch  5  bezeichnen  wollen,  lassen  sich 
eintheilen,  in  solche,  in  denen  der  Draht  vorkommt,  und  in 
solche,  die  in  dem  Systeme  enthalten  sind,  welches  aus  -S 
entstellt,  wenn  der  Draht  //  entfernt  wird.  Nehmen  wir  an, 
dass  alle  Figuren,  welche  der  zweiten  Klasse  angehören,  sich 
aus  den  u  —  1  ersten  jener  fi  Figuren  zusammensetzen  lassen, 
80  sehen  wir  ein,  dass  eine  jede  Figur  des  Systems  ^  sich  aus 
diesen  n  zusammensetzen  lassen  muss;  denn  eine  beliebige 
"Fifgarf  in  der  der  Drabt  vorkommt,  lässt  sich  zoBammensetsen 
ans  einer  bestimmten,  in  der  ^  vorkommt,  und  aus  solchen,  in 
denen  n  nicht  vorkommt  Die  über  das  System  S'  gemadite 
Annabme  lässt  sieb  aber  wieder  auf  eine  ähnliche  in  Bezug  auf 
S"  zurüokfiibieny  wenn  das  Sjatem  ist^  welches  aus  5  dorch 
Entfernung  yon  ^  und  fi — 1  entsteht;  nSmUch  auf  die  Annahme, 
dass  alle  in  ST  TOikommenden  geflchloflsenen  Eigmm.aidi  ans 
den  — 2  ersten  jener  ^  zusamniensetBen  lassen.  Darob  Foit- 
aetsöng  dieser  ScfafaissweiBe  kommen  wir  endlich  auf  das  Slystem 
S^*^;  da  dieses  nnr  eine  geschlossene  Figor  enthBlt,  so  ist  die 
Biditic^eit  der  Aimafame,wekhe  WUT  in  Besag  anf  dieses  maohen 
mflssen,  mn  die  Wahrheit  nnsever  Behai^tung  einmehen,  tob 
selbst  klar. 
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2. 

Da  die  Satee  I  rmäJL  die  zur  Bestiiimniiig  tcm  7^,  ^ . . .  /« 
nöihige  Anzahl  toh  Gleichimgeii  fiefem  mflssen,  so  werden 
diese,  nach  dem,  was  wir  eben  bewiesen  haben,  die  fol- 
genden sein: 

ttitoili  +  aitCjJj  +  ..  +  aiwnJn  ^  aiE^-\-  aJ-Ei  +  ...  4-  «i^* 


wo  dieGiQaaen  « theib  +  1,  tibeik —  1,  thefls  0  sind,  und  wo  ji 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  hat 

Es  geht  hieraus  hervor,  dan  der  gemenischaftliche  Nenner 
der  Grtoen  7,  d.  L  die  Determmaitte  dieser  Qletdnmgen,  eme 
homogene  Function  des  ten  Grades  yon  w^,  w^j , , ,  ist, 
welche  ein  jedes  einzelne  w  nur  linear  und  ausser  den  tr's  nur 
Zahlen  enthält.  Dieses  Resultat  können  wir  auch  auf  die  fol- 
gende Weise  aussprechen:  der  gemeinschaftliche  Nenner  der 
Ts  ist  die  Summe  der  Combinationen  von  w^^w^  .  .  .  ic,^  zu  je 
u  Elementen,  eine  jede  Combination  mit  einem  Zalilencoeffi- 
cienten  multiplicirt.  Eben  so  sieht  man  ein,  duss  der  Zähler 
eines  jeden  /  die  Summe  der  Combinationen  von  ?rp  mjj,  . .  m'» 
zu  je  fjL  —  1  ist,  eine  jede  Combination  mit  einer  linearen  ho- 
mogenen Function  der  Grössen  jE^,  . . .  multiplicirt,  deren 
Coeücienten  Zahlen  sind. 

a 

Zur  BeeUmmimg  der  ZahlencoSfficienien  des  Nenners  und 
der  ZlUer  derGtfesen  /  fthzt  die  Bemericung,  dass  es  eineriei 
ist,  ob  wir  den  'Widentuid  »  oo  machen,  oder  ob  wir  den 
Draht  k  durchschneiden  oder  entfernen;  dass  abo  die  Ausdrillt 

der  Ps  durch  die  ^bstitution  10^  i-  oo  in  die  Atiflösimgen  der- 
jeuigcn  Gleichungen  übergehen  mtlssen,  die  wir  durch  An- 
wendung der  Sätze  I  und  II  uui'  das  System  Ton  Drähten  er- 
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halten,  velcbes  ans  dem  gegebenen  entsteht,  nenn  irir  den 
Dralit  A  entfernen.  ^  selbBt  maee  4^     »  oo  Tencbwmden. 

Wir  woUen  unter  1,  2  .  .  fi — 1  beliebige  ^  —  1  Britthe 
Tentehen,  die  !QÜüer  nnd  Nenner  der  Fb  durah  w^.w^ . . .  w^_^ 
ditidiren  mid  dann  a  oo,  to,  oo . . .  tr^_^  »  oo  teteen;  da- 
dnrch  gehe  Ii  in  (/;)  über;  bezeichnen  w  dann  die  INmction 
der  £^8,  welche  im  Zahler  von  Ji  mit 

multiplicirt  ist,  durch  A^ki,k^,  •  -k^-j  und  den  Coefficienteü  von 
«^i*<^kt  •  •  •       ^  Nenner  durch  a^it  tg, .  .a^  so  haben  wir 

Der  Torangeschickten  Bemerkimg  zofblge  ist,  wenn  l  unter 
1, 2 . . .  fi — 1  Yoikommt: 

und,  wenn  1  nkU  nater  1, 3  . .  p — 1  Torkommt: 

(4)  =  r„ 

WO  /'^  die  Intensität  des  Stromes  bezeichnet,  Ton  dem  der 
Draht  X  durchflössen  wird,  wenn  die  Drähte  1,  2  . .  n — 1  ent- 
fernt sind. 

"Wir  denken  uns  die  GHeichungen  aufgestellt,  die  sich  durch 
Anwendung  der  Sätze  I  nnd  II  auf  das  fifacig  gebliebene  Draht- 
system zur  Bestimmung  Ton  i'^  ^  p+n  -  •  -  ^'n  ergeben.  Der 
Satz  I  liefere  hier  fi  yon  einander  unabliängige  Gleichungen; 
dann  ist  der  gemeinschaftliche  Kenner  der  Gössen  7'  eine 
fWction  des  ju'ten  Grades  von  w^,  «Vfi»  *  *  ™^  Zähler 
derselben  sind  Functionen  des  /i—lien  Grades  in  Beiug  auf 
dieselben  Argumente.  Wegen  der  Definition  roafi  ist  ft'  ent- 
weder «■  1  oder  >  1.  Ist  /»'>  1,  so  mttssen,  damit  die  Glei- 
dnmg  (/x)  B>  Fl  bestehen  ksom,  entweder  Zahler  und  Keimer 
Ton  I'i  einen  gemeinsohafüichen  Eactor  des  ft' — Iten  Grades 
in  Beaug  auf  «v»  «7^+^  ...haben;  öderes  muss  (/i)>iO  und 

i  i  —  0  sein,  oder  endlich  es  muss  (4)  die  Eorm  ^  annehmen. 

Der  erste  dieser  8  Falle  kann  nicbt  stattfinden,  wie  die 
folgende  üeberlegung  zeigt  Gesetrt  es  gebö  einen  Factor 
der  beieiohneten  Art;  dieser  muss  dann  bei  allen  F  in  jSttikr 
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und  Nenner  auftreten;  er  möge  die  Grösse  Wk  enthalten;  k  muss 
dann  ein  Draht  sein,  welcher  in  einer  geschlossenen  Figur  liegty 
weil  im  anderen  Falle  in  den  Gleichungen  für  /'^,  7*^4^,.. , 
gar  nicht  vorkommen  könnte.  Da  die  Zähler  und  der  Nenner 
der  Grössen  F  linear  in  Bezug  auf  ein  jedes  u>  sind,  so  erhalten 
wir  für  diese  durch  Forthebung  jenes  Factors  Ausdrücke,  wekhe 
frei  Ton  sind.  Substituiren  wir  dieselben  in  eine  der  Gleichungen^ 
welche  n\  1\  enthält^  so  wird  diese  eine  identische;  durch  par- 
tielle Differentiation  derselben  nach     erhalten  wir: 

IHese  GHeichimg  kann  aber  munöglioii  immer  gelten;  soDte 
diesee  der  Fall  sein,  so  mllsste  sie  anoh  ziofatig  Meibe%  wenn 
man  bdielng  vide  der  GrOesen  10  gieidi  00  setzt»  d.  h.  wenn  man  be- 
liebig viele  der  BrShte  entfernt;  entfernt  man  aber  so  vi^ 
DrSbte»  dass  nnr  emt  geschlossene  lignr  tUaig  bleibt»  in  welcher 
k  Üegt»  so  kann  unmöglich  J  »  ftlr  beliebige  Werthe  der  Grössen 
E  Tenchwinden. 

Diese  Betrachtang  lehrt  so^dh»  dass  nicht  ftr  alle 
Werihe  von  X  die  Gleichung  J\  «  0  bestehen  kann;  sie  kann 
es  nicht  ihr  diejenigen  Dr&the,  die  in  gescUoesenen  Figuren  liegen. 

Bs  nrass  daher»  wenn  /ia'  >  1  ist,  wenigstens  ftr  einige 
Werthe  von     der  letzte  jener  drei  f%lle  stattfinden,  d.  h.  (/i) 

sich  unter  der  Form  ^darstellen.    FUr  /t'>  1  Terschwinden 

also  die  ZBlder  und  der  gememsame  Nenner  von  (J(t) » (J^i)*  • 
{Ii^f  oder  auch»  da  (j^)»  (J^-*(J^i)  i^eidi  Noll  sinil»  von 

Wenn  nach  Eortnahme  derDrftthe  1»  2..fi — 1  mehr  als 
eine  gesohlosBene  Figur  bleibt,  so  kann  daher  das  Produkt 

weder  in  einem  ZSUer  noch  in  dem  Nenner  der  Grössen 
vorkommen. 

4. 

Jetzt  wollen  wir  die  Factoron  zu  bestimmen  suchen,  mit 
denen  das  Product  w^.tc\. .  in  don  Zählern  und  in  dem 

Nenner  der  /'s  multiplizii-t  vorkommt,  wenn  die  Bedingung  er- 
ftllt  wird,  dass  nach  Fortnahme  von  1»  2..fi — 1  nur  eine  ge- 
schlossene Figur  übrig  bleibt 
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Es  enthalte  die  übrigbleibende  Figur  die  Dräthe:  A^,  Aj, 
...A,;  dann  ist,  falls  k  nicht  unter  diesen  yorkommt: 

und  falls  A  unter  denselben  vorkommt: 

wobei  J5ip  . . .  nach  der  Kichtuiig  als  positiv  gerechnet 
sind)  nach  welcher  I  i  als  positiv  gerechnet  ist. 

Der  Nenner  dieses  Werthes  kann  sich  von  dem  Nenner 
der  Grösse  {Ii),  d.  h.  von  dem  Austh-ucke: 

nur  durch  einen  Zahlenfactor  unterscheiden;  daher  müssen  von 
den  Grössen  aj,,..^»-^»^«},!.«^!^,  ^  •••  alle  verschwinden 
ausser: 

und  diese  münen  einander  gleich  sein.  Wir  achlieeaen  danraa, 
dasB  der  OoSffident  der  Oombination  fl0k|«t0||...to)^  im  Nenner 
der  Qttaen  I  nnr  dann  Ton  0  yerBobieden  sein  kann,  irenn 
dnrch  Foitnalune  der  Dritthe  h^jh^,,k^  alle  geschlossenen  Ii- 
goren  zerstört  werden;  nnd,  dass  alle  Oombinationen,  welche 
dieae  Bedingung  eifUlen,  und  welche  fi — 1  gemeinschaftliche 
Vactoren  w  enthalten,  denselben  OoQffidenten  haben  mflssen. 

Mit  Hfllfe  hienron  Utost  sich  beweisen,  dass  irgend  zirei 
Oombinationen 

MTfcj  .  Wk^  •  .  •  Wji^  und  lü)i'^  .         •  •  • 

im  Neuner  der  /'s  denselben  Coefficienten  haben  müssen,  wenn 
durch  Entfernung  sowohl  der  Drähte  k^,  k.y...k^  als  der 
Drähte  k\ ,  k'^,  . .  h'^  alle  geschlossenen  Figuren  zerstört  werden. 

Um  diesen  Beweis  führen  zu  können,  schicken  vyir  die 
folgenden  Bemerkungen  voraus: 

Durch  Fortiiahme  der  Dräthe  ä^,  k^,  .,k^  mögen  alle 
geschlossenen  Figuren  zerstört  werden;  dann  muss  ein  jeder 
dieser  Drähte  wenigstens  in  einer  geschlossenen  Figur  vor- 
kommen. 

Li  einer  jeden  geschlossenen  Figm'  muss  aber  auch  we- 
nigstens einer  jener  Dräthe  vorkommen;  wissen  wir  also  von 
dem  Drathe  A',  dass  er  in  einer  geschlossenen  Figur  liegt,  so 
muss  dieser  wenigstens  mit  einem  der  Dr&the  A|,  k^,»k^  in 
derMm  geschlossenen  Eigur  liegen. 
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Ferner  rnnss  ein  jeder  der  DriUhe  k^,  in  emer 

geechlossenan  S^igor  ▼orkommen,  in  der  die  ^—1  anderen 
Brfthftd  nicbt  ▼orkommeDi  z.  B.  in  dajenigen,  welche  nach 
Fortnaluae  rem.  h^,  k^y  ••A^i  ^Bibäg  bleibt»  nnd  mlcbe  vir 
dnrdi^  beceidmen  woDen.  Liegt  in  >^  anch  der  Draht  k'^, 
80  irarden  auch  durch  Fortnahme  Ton  i^,  A,..^^^,  aUe 
geeohhesenen  Figuren  zerstört  Mit  Hälfe  dieser  Bemerinmg 
sielit  man  kicfat  ein,  daes,  wenn  wir  irgend  eine  geechloaiene 
Figur,/,  aoawSlilen,  sich  immer  ft — 1  DrShte  von  der  Art 
finden  laasen,  dass  nach  Fortnahme  derselben  /  als  einaige 
geschlosseoe  Figur  tlbrig  bleibt  Kommen  nSmfioh  in  /  von 
den  Drftthen  A^,  ..A^  etwa  Aj^  k^j  vor,  und  Ist  A'3  ein 
•Draht,  der  in  fk^,  aber  nicht  in  /,  nnd  A'g  ein  Draht,  der  in 
/kg,  aber  auch  nicht  in  /  vorkommt^  so  sind  ä',,  i'^  A^  .  .  .  A^ 
Dräthe  der  vcrhingten  Art. 

Jenen  Beweis  wollen  wir  jetzt  auf  die  Weise  führen,  dass 
wir  annehmen,  die  Coefficienten  zweier  Combinationeu  der  be- 
zeichnet4}n  Art  seien  einander  gleich,  wenn  diese  v  gemein- 
bchaitliche  Factoren  w  haben,  und  beweisen,  dass  dann  auch 
die  Coefficienten  zweier  Combinationeu,  welche  nur  v — 1  ge- 
meinschaftliche Factoren  haben,  einander  gleich  sein  müssen. 
Ist  uns  dieses  gelungen,  so  werden  wir  die  Wahrheit  der  auf- 
gestellten Bohaiiptimis  dargethan  haben. 

Die  Art  des  Beweises  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  flir 
V  'wir  auch  setzen;  wir  wollen  denselben  daher  nui"  {\lr  einen 
Werth  Yon  f,  ilir  y»3y  durchführen.  Wir  wollen  also  beweisen, 
dass  die  beiden  Oombinationfin: 

tcij . f/7jta . lüjc^  .  .  .iPkfi  nnd  tt^ .1^ .i0k^  . .  .Wt^ß 
denselben  Coefficienten  haben  müsson. 

In  dem  Systeme  von  Drähten,  welches  aus  dem  gegebenen 
entsteht,  wenn  man  A^  imd  A^  entfernt,  können  alle  geschlossenen 
Figuren  nicht  durch  die  Fortnahme  Ton  weniger  als  ^—2 
Drähten  zerstört  werden;  sie  werden  zerstört  durch  die  Fort- 
nahme von  Agi  A4  *  •       und  durch  die  Fortnahme  von 

^4  *  •  ^ßi  hierans  fttlgt,  dass  A",  wenigstens  mit  einem 
der  Ihrihte  A4..A^  whr  nehmen  an  mit  Ap,  in  derselben 
geschlossenen  Figor  liegt;  diese  bleibe  als  einzige  übrig, 
wenn  man  k"^  k'\ . .  k%  entfernt;  dieselbe  bleibt  dann  Ton 
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d«m  ursprünglichen  fi^Btome  als  einzige  Hbrigt  wenn  man  k^f 
^"v  ^  "s  •  •  ^'V  entfernt.  Es  folgt  IderaiiSy  dase  die  beiden 
Oomlnnationen: 

welche  //  —  1  gemeinschaftliche  Factoren  w  haben,  denselben 
Coefficienten  haben  müssen.  Unserer  Annahme  zufolge  haben 
aber  auch  die  Oombinationen: 

paarweise  denselben  OoSfificienten;  es  sind  also  aach  die 
Gofiffidenten  yon 

einander  gleich. 

Wir  baben  hierdnroh  bewiesen,  dass  der  gemwnBohaftlidte 

Kenner  der  /*8  die  Summe  derjenigen  Combiiiationen  Yon  tr^ 

Wj, . .  to„  zu  je  ^  Elementen,  «r^j .  . . .  tr»^,  ist,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  nach  Fortnahme  der  Drähte  k^...k^ 
keine  geschlossene  Figur  übrig  bleibt;  diese  Suuune  mit  einem 
Zahlencoefficienten  multiplicii  t.  Den  Zahlencoefficienten  können 
wir  =  1  setzen,  wenn  wir  die  Zähler  der  /'s  darnach  be- 
stimmen. 

Diese  Zälüer  lassen  sich  jetzt  sehr  leicht  änden.  Aus  den 
Gleichungen  nämlich: 

(jy  =  0  und  = 

Ton  denen  die  erste  gilt,  wenn  X^n — 1,  die  sweite,  wenn 

A>/A — 1  ist,  folgt: 

fttr  den  IWI,  dass  ^  unter  A|,  Xf^.K  Yorkommt,  und 

ftr  den  entgegengesetaten  Fall 

Es  ist  also  der  OoSfficient  des  Gliedes  .  tr, . .  U7^_^  — 
Ton  welchem  wir  schon  frOher  gezeigt  haben,  dass  er  nur  dann 
Yon  0  Tenchieden  sem  kann,  wenn  nach  Eortnahme  fon  1,  2, 
• .  ft — 1  eine  einzige  geschlossene  Fignr  tlnig  bleibt  —  »  0^ 
wenn  in  dies»  Figur  X  nicht  ▼orirammt;  kommt  X  in  ihr  vor, 
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so ist  er  =  der  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  die 
sich  auf  dcrsi'lbcn  befinden;  diese  nach  der  Richtung  positiv 
gereclmet,  nach  welcher  ijt  als  positiv  gerechnet  ist. 

5. 

Wir  müssen  jetzt  noch,  um  unseren  Satz,  wie  wir  ihn  aus- 
gesprochen, bewiesen  zu  haben,  zeigen,  dass  ju  =  «  —  in  +  1  ist. 
Diese  Behauptung  gilt  nm-,  weim  das  gegebene  Drahisystem 
nicht  in  mehrere,  völlig  von  einander  getrennte,  zediillt,  wälircnd 
die  bis  jetzt  angestellten  Betrachtungen  eine  solche  Voraus- 
setzung nicht  erforderten. 

Wie  wir  gesehen  haben,  ist  die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  Qleichnngen,  welche  och  mit  Hülfe  des  Satzes  I 
ableiten  lassen;  die  Anzahl  der  von  einander  unabhftngigen 
GleichnDgen,  welche  der  Satz  II  liefert,  muss  daher  n  —  fi 
86m.  Nim  ÜBst  es  sich  aber  zeigen,  dass  unter  jener  Yoraos- 
setnmg^  diese  Aiizalil  m  —  1  ist;  iranuis  dann  i^^n — m  +  1 
folgt 

Mehr  als  m  —  1  Ton  einander  nnabhftngige  Gleiclnmgen 
lassen  sieli  mit  HttUe  des  Sataes  II  nicht  ableiten;  denn  wenden 
wir  denselben  aof  alle  m  Kreasangapimkfce  an,  so  kommt  in 
den  dadnrdi  entstehenden  Gleichnngen  ein  jedes  I  zwei  Mal 
▼er,  einmal  mit  dem  OoSffidenten  +  1»  das  andere  Mal  mit 
dem  OoSffidenten  —  1;  die  Snmme  rtmmtlioher  Gleiofanngen 
giebt  also  die  identische  GHeichnng  0  »  0.  Die  GHeicfanngen, 
weldie  man  durch  Anwendung  jenes  Satns  auf  m —  1  beliebige 
KrenzongqMiiikte  erhUt,  sind  aber  yon  einander  vnabhängig, 
denn  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  wir  beliebig^  nnd 
beUebig  viele  unter  ihnen  answShlen,  in  diesen  eine  oder  einige 
der  Unbekannten  nur  einmal  vorkommen.  Nennen  wir  nämlich 
die  Kreuzungspunkte  1,  2,  ..  w,  einen  Draht,  durch  welchen 
2  von  ilinen,  k  und  mit  einander  verbunden  sind,  (A,  X),  so 
kommt  in  den  Gleichungen,  welche  durch  Betrachtung  der 
Punkte  ÄjjÄj, ..^v  abgeleitet  sind,  wenn  einer  derselben,  etwa 
Aj,  ausser  mit  Punkten,  die  unter  ä,,  ..ä,  vorkommen,  noch 
mit  einem  anderen,  A,  verbunden  ist,  die  Unbekannte  /  [kui) 
nur  einmal  vor.  Einer  der  Punkte  k^,k^..h^  muss  aber,  ausser 
mit  anderen  derselben,  noch  mit  einem  Funkte  X  verbunden 
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aem,  wenn  die  Drähte,  welche  die  Punkte  k^f  k^.^K  init  ein- 
ander TOluiideiiy  nicht  ein  in  sich  abgeschlosBencB  System  bilden. 

Es  sei  mir  erlanhti  noch  einige  Bemerkongen  za  dem  eben 
bewiesenen  Satze  zn  machen. 

Ordnet  man  die  Glieder  des  ZlUere  Ton  £  nach  den 
GhrOssen^y  E^^.E^  so  wird  der  Oo&fficient  Ton  die  Summe 
der,  thflib  positifen,  thefls  negattfen,  Oonibuiati<men  Ton  m^f 
io^.,t0w  je  fi  —  1,  weldie  imllenner  der  Ts  sowdil  mit  «i 
ab  mit  ton  mnltq^Udrt  yorhommen;  es  sind  dieses  ja  gerade 
die  Oombinationen  i0ik|.«0i| ...  u^^j,  welche  die  fSgensohaft 
haben,  dass  nach  Foitnahme  der  BrShte  k^,  . .  nur  eine 
geechioesene  Pigm-  übrig  bleibt,  und  dass  in  dieser  sowohl  l 
als  k  TOiikommt;  positiY  ist  . tr^, . . Wkfi-i  ^  nehmen,  wenn 
in  der  übrigbleibenden  Figur  die  positive  Bichtung  von  Ii  mit 
der  Bichtung  von  £k  zusammeulallt,  negativ  im  entgegenge- 
setzten Falle. 

Es  geht  hieraus  unter  Anderem  hervor,  dass,  wenn  wir 
aus  einem  beliebigen  Systeme  zwei  Drähte  auswählen,  die  In- 
tensität des  Sti-üiiies,  welcher  in  dem  einen  hervorgebracht 
wird  durch  eine  elektrom<jtorische  Kraft  in  dem  zweiten,  gerade 
dieselbe  ist  als  die  Intensität  des  Stromes,  welcher  in  dem 
zweiten  hervorgebracht  wird  durch  eine  eben  so  grosse  elektro- 
motorische Kraft  in  dem  ersten. 

Die  Bedingung,  welche  wir  für  das  Vorkommen  einer  Com- 
bination  in  dem  Xenner  der  /'s  gefunden  haben,  iässt  sich, 
wie  man  leicht  einsieht,  auch  auf  die  folgende  Weise  aus- 
sprechen: die  Combination  »fjfcj .  tckj . . .  tr^^  kommt  vor,  wenn  die 
Gleichungen,  welche  der  Satz  I  liefert,  unabhängig  in  Bezug 
auf  Ii^f  Jti'"y  Tkfi  sind;  es  läset  sich  xeigen,  dass  diese 
Bedingung  mit  der  übereinkommt,  dass  es  zwischen  /k^,  Zks-*» 
Ji^  oder  einigen  dieser  Grössen,  keine  Gleichung  giebt,  welche 
aus  den  Gleichungen,  die  durch  Anwendung  des  S:itze8  II  ent- 
standen sind,  abgeleitet  werden  kann.  Diese  Bemerkung  wird 
es  häufig  leichter  machen,  die  Oombinationen  aofzustelleni 
welche  im  l^enner  der  J's  fehlen.  Stossen  i.  B.  die  Drähte 
1,  2,  8  in  einem  Fonkte  «wammfai,  8»  ^  5  in  emem  cweitoiy 
5, 6^  7  in  einem  dritten,  so  fbUen  alle  Oombinationen^  welche: 
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Der  Kenner  der  1*8  bei  der,  in  der 
Fig.  5  dtfgesteDton,  Cknnlmiaiicm  der 
Dr&hte  ist  hienuuih  die  Summe  aDer 

Combinationen  von  w^,  w^. .tc^  zu. drei 
Elementen,  mit  Ausnahme  der  folgenden: 


Heber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  für  die  Intensitäten 
der  galyamschen  IStröme  in  einem  Systeme  linearer  Leiter 
«Bf  Syetene,  die  zum  Theil  aas  nicht  linearen 
Leitern  beetehen^). 

Ohm  hat  aus  den  von  ihm  aufgestellten  und  nach  ihm 
benannten  Principien  durch  mathematische  Betrachtungen  für 
den  Fall  einer  aus  linearen  Leitern  bestehenden,  unverzweigten 

Schtieannig  die  bekaimte  Formel         abgeleitet  nnd  die  ent- 

sprecbendenFormebi  f&r  den  Fall,  dass  em  Theil  der  Schliessung 
aus  zwei  oder  mehreren  Zweigen  besteht;  in  grösserer  All- 
gemeinlieit  habe  ich  spftter  die  Formeln  für  die  Strouiinten- 
sitätcn  in  einem  g;iiiz  belie])igen  Systeme  linearer  Leiter  ent- 
wickelt-). Der  Fall  eines  Systemes,  das  nur  aus  Leitern  be- 
steht, welche  als  linear  angesehen  werden  können,  kommt  in 
der  Wirklichkeit  selten  vor,  da  den  Ketten  meistens  eine  Ge- 
stalt gegeben  wird,  die  sieh  an  die  lineare  nicht  im  Entferntesten 
anschliesst;  und  fa.st  in  allen  Fällen,  in  denen  man  jene 
Formeln  angewandt  hat,  bat  man  sie  auf  Systeme  angewandt, 
die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Lt  item  bestehen.  Die  Formeln 
erlauben  auch  auf  solcbe  8jsteme  eine  Anwendung;  dass  sie 

1)  Pogg.  Annal.  Bd.  75.  1848. 
S)  a  oben  ]i.  15. 
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diese  erlauben,  ist  aber  bis  jetzt  nicht  aus  den  Obm'achen 
Prind^en  mitStrepgeumi  Allgernftinheitnachgewieeen^  Dieser 
NadiweiB  bildet  den  Haoptgegenslaiid  der  YorEegenden'  Ab- 
bandiimg.  Derselbe  kann  allein  ans  den  Gleichungen  hergeholt 
werden,  welche  die  Ohm'sdien  Frinoiiiieii  ftr  die  StrOmmigea 
liefern,  die  sich  in  einem  bdiebigen  Systeme  sicfa  berOhrender 
EXaepeat  bilden;  diese  Gleichangen  will  ich  daher  soerst  im  Za- 
sammenhange  herieiten,  uid  beweisen,  dass  dieselben  cor  yoU" 
sttodigennnd  eindeiilagenBeetimroimgder  StrtoimgenanareidiBn. 

Ist  iigend  ein  System  von  Körpern  ?orhanden,  die  sich 
berOhren,  nnd  dnrch  ihre  Berfihrung  galvanisdie  StrOme  er- 
zeugen, 80  hat  nach  der  Ohm'scfaen  Vorstellung  ein  jeder  Punkt 
eines  jeden  Körpers  eine  gewisse  elektrische  Spannung,  u,  die, 
wenn  die  Ströme  stationär  geworden  sind,  von  der  Zeit  unab- 
hängig ist.  Ich  denke  mir  in  einem  der  Körper  2  unendlich 
nahe  liegende  Fläclien  gleicher  S[)annung;  in  der  einen  von 
diesen,  in  derjenigen,  in  welcher  die  Spannung  die  grössere 
ist,  denke  ich  mir  ein  Eh^ment  do),  von  beliebiger  Gestalt,  und 
in  allen  Punkten  der  Peripherie  desselben  Normalen  errichtet; 
diese  schneiden  von  der  zweiten  Fläche  ein  Element  aus,  welches 
dieselbe  Gestalt  wie  ffoj  hat,  und  ich  erhalte  z^\ischen  den  beiden 
Flächen  ehien  uiuMidlicli  kleinen  C^ylinder,  bei  welchem  alle 
Punkte  eiju's  Querschnitts  die>ell)e  Spannung  haben,  und  bei 
dem  die  Spannung  von  Quersclniitt  zu  Quei*schnitt  gleichmässig 
abnimmt.  Ich  nenne  u  die  Spannung  in  r/w,  N  ein  unbestimmtes, 
unendlich  kleines  Stück  der  Normale  von  rfw,  die  nach  der 
zweiten  Fläche  gleicher  Spannmig  gelichtet  ist;  die  Spannung, 
welche  ein  Querschnitt  des  Cylinders  hat,  der  dem  Werthe 

Ton  N  entspricht,  ist  dann  u  +      iV(wobei^  negativ  sein 

wird);  es  fliesst  also,  nach  Ohm,  diu'ch  einen  jeden  Quei"schnitt 
des  Cylinders  in  der  Zeiteinheit  in  der  liichtung  von  N  eine 
Elektricitätsmenge,  die 

ist,  wo  it  die  Leitimgsfittuc^rait  des  betrachteten  Körpers  be- 
leichnet» 


1)  In  Bong  Uennf  t.  Ohm*«  ^wäu^  KM*  8.  IST. 
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loh  lege  durch  dea  Oylinder  eine  JBbenei  die  eeme  Aza 
unter  einem  eddefen  Winkel  edineldety  und  nenne  dm'  den 
Theü  dieser  Ebene,  der  jnniwrhidb  des  Cjlinders  liegt  Dordi 
dieses  Element  dt/  fliesst  dann  in  der  Zeiteinheit  ebenfUDs  in 
der  Riohtuug  von  A  eine  EfektrioitStsmenge,  die  den  eben  an- 
gegebenen Ansdinok  bat  Denken  wir  uns  in  einem  beliebigen 
Punkte  von  dm'  eine  Normale  nach  einer  Seite  hin  errichtet, 
nennen  ein  uiiljt  stimmtes  Stück  derselben  iV'  und  den  Winkel, 
den  sie  mit  N  bildet  (iV,i\"),  so  haben  wir: 

do»  »  ^  cos  {iV,iV^  do)' , 

wo  17  «s  4- 1  oder  =  —  1  ist,  jenachdem  (iV^iVn  ein  spitzer  oder 
ein  stumpfer  Winkel  ist:  üanier  irird,  da  i^T  die  ^annale  einer 
Eläche  gleioher  Spannung  ist: 

CO.  (ÄW-a^  -  8^.. 

Der  Ausdruck  der  durch  du  üiessendeu  Elektridtttsmenge 

wird  daher 

Diese  Elektiidit&tsmenge  ffieest  durch  da/  nach  der  Seite,  nach 
welcher  gexichtet  isl^  wenn  (iV,iV^  ein  spitaer  Winkel  ist,  und 
dann  ist  9  +  1;  sie  fliesst  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
wenn  (iV,iV)  ein  stumpfer  Wiskel  ist^  nnd  dann  ist  9  «>  —  1.  Da 
wir  nnn,  statt  za  sagen,  eine  Elektridtfttsmenge  J^fliesse  dnrch 
dm'  Ton  der  einen  Seite  nach  der  anderen,  sagen  kfimien,  die 
Elektricitfttaoienge  —  M  fliesse  von  der  aweiten  Seite  nach  der 
ersten,  so  k5nnen  wir  den  Satz  aufistellen,  dass  ämch  dm'  nach 
der  Seite,  nach  welcher  gerichtet  ist,  während  der  Zeit* 
einbeit  eine  Elektridt&tsmenge  fliesse,  die 

ist 

Dieser  Satz  güt  ofienbar  für  ein  jedes  Elftbhenelement» 
welches  in  dem  Körper  angenommen  werden  kann,  denn  fftr 
ein  jedes  kann  ein  solcher  Ueiner  Oylinder,  wie  wir  ihn  be- 
tnchtet  haben,  gefunden  werden* 

Bierans  ist  ee  leicht  die  Gleaobungen  ahznkiten,  ans  denen 
die  statiiciülren  Strömungen  in  unserem  Systeme  an  bestimmen 
dnd. 

8» 
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Denken  nir  uns  ein  beliebiges  Stfiok  Ton  einem  der  Körper, 
80  muss  die  gesammte  El^dnctttttamenge,  die  durch  die  Ober- 
fiftofae,  welche  dasselbe  begrenzt,  ^iriUirend  einer  beliebigen  Zeit 
m  dasselbe  bineinstrOmt,  0  sein,  nennen  m  also  ein 
Element  dieser  OberflAefae^  N  die  nacb  Ionen  gerichtete  Not^ 
male  ron.  dW,  so  muss  das  Integral 


ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfläche,  verschwinden. 

Drücken  wii-  die  Lage  eines  Punktes  m  dem  Körper  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  j-,  y,  z  aus,  und  betrachten  also  u 
als  Funktion  dieser  3  Grössen,  so  ist  bekanntlich  das  Integral 


ausgedehnt  über  die  Oberliüche  eines  begrenzten  ßaumes,  = 
dem  Integrale 

ausgedehnt  Ifter  diesen  Banm  selbst  Dieses  S&che  Bitegral, 
ausgedehnt  Uber  einen  beliebigen  Theil  mueree  Körpers,  orasi 
also  Terschwinden;  das  kann  offenbar  nm*  geschehen,  irenn  ftr 
jeden  Ponkt  des  Körpers: 

ist 

Wir  wollen  nun  ein  Element  der  Oberfläche  unseres 
Körpers  betrachten;  ein  Theil  dieser  Oberfliirhe  ist  frei,  d.h. 
nur  mit  Luft  in  Bertihnmg,  die  übrigen  Theüe  sind  Berüh- 
rungsflächen unseres  Körpers  mit  andern,  zu  dem  Systeme  ge- 
hörigen Körpern.  Ist  <fa>  ein  Element  des  freien  Theiles  der 
Oberfläche,  so  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  in  die  Luft  keine 
Elektricität  entweicht,  durch  dasselbe  keine  Elektricität  fliessen 
dfirfony  d.  h.  es  muss  filr  dasselbe: 

«  ^-0 
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Gehört  rfw  der  Berührungsfläche  zweier  Körper  des  Systems 
an,  so  muss  durch  dasselbe  eben  so  viel  Elektricität  in  den 
einen  Körper  hineinströmen,  als  aus  dem  andereren  heraus- 
strömt; sind  idso  u  und  it^  die  Spannungen  in  den  beiden 
Körpern,  k  und  die  Leitungsfähigkeiten,  ist  femer  iV  die 
nach  dem  Iimeni  des  einen,  iV^  die  nacli  dem  Innern  des  an- 
deren gerichtete  Konnale  von  dm^  so  muss  jetzt: 


sein.  Für  dasselbe  Mement  nross  endlich  nach  Ohm  die 
GHeiöfanng: 


bestehen,  wo  U  die  constante  Spannungsdififerenz  der  sich  be- 

rührend(>n  Körper  hozeiclniet. 

Wenden  wii-  che  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  alle  Körper 
an,  aus  welchen  das  System  besteht,  die  Gleiciiungen  (3)  und 
(4)  auf  alle  Berührimgsflächen  derselben,  so  erhalten  ^vir  alle 
Bedingungen,  welche  sich  aus  den  Ohm'schen  Principien  zur 
Bestimmung  der  Strömungen  ergeben.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  durch  diese  Bedingungen  die  Strömungen  Tollkommen 
bestimmt  sind. 

Wir  nehmen  an,  es  gSbe  2  ▼erschiedene  YertheOnngsarten 
der  Elektrioiftltf  irebhe  den  angegebenen  Bedingungen  genügen; 
irir  bezeichnen  die  Spamrang  in  einem  unbestimmten  KiScper 
des  Sjstemes  ftr  die  eine  Yertheihmgsart  durch  tf,  ftr  die 
anderere  durch  u\  und  vollen  beweisen,  dass  dann  u — u'  flr 
alle  Punkte  deeselben  K&pen^  und  auch  ftr  alle  Körper  einen 
und  denselben  WerÖi  hat  Bieraas  wird  dann  folgen,  dass 
die  Strömungen,  die  in  den  beiden  EUlen  stattfinden,  die- 
selben sein  mflssen,  dass  ee  also  nur  tme  Art  der  Stromver- 
breitung  giebt,  die  den  angegebenen  Gleichungen  genügt. 

Um  den  in  Rede  stehenden  Beweis  zu  führen,  stellen  wir 
eine  ähnhche  Betrachtung  an,  wie  Gauss  in  der  Abhandlung: 
„Untersuchungen  über  die  im  verkelu'ten  Verhilltnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehung«-  und  Ab- 
stossungski'äfte'*'  anstellt,  um  zu  beweisen,  xlass  der  Werth  des 
Potentials  Ton  Massen,  die  ausserhalb  einer  geschossenen 


(3) 


(4) 


j —  i.y  Google 
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Oberflftdie  liegen,  fUr  jeden  Pimkfe  im  üanom  dendben  em- 
deatig  iMflÜmmt  ist,  wenn  er  ftr  alle  Punkte  in  ihr  gegeiben 
ist  "Wir  Beteen  «»i^mv  nnd  nntersachen  den  Ausdruck: 

bei  dem  die  Integration  über  den  ganzen  Kaom  des  ange- 
nommenen Köipera  auszodehnen,  und  die  Summe  in  Bezug 
auf  alle  Körper  zu  nehmen  ist;  von  diesem  Ausdrucke  lässt 
sich  zeigen»  dass  er  den  Bedingungen  zufolge,  denen  u  und  u' 
genOgen,  yerschwindet;  da  er  aber  eine  Summe  lauter  positiver 
Glieder  ist,  so  kann  dieses  nicht  anders  geschehen,  als  wenn  die 
einzelnen  Glieder  Terscbwindfin,  d.  h*  inneriialb  eines  jeden 
Körpers  müssen  die  GrOssen 

dv  dv 

'vmcbwinden;  inn«rhiJb  eines  jeden  Körpers  rnnss  also  o  oon- 
Staat  sein;  bieraas,  in  Verbindung  mit  den  Gleidiungen,  die 
flieh  ans  (4)  ergeben,  folgt,  dass  in  dem  ganzem  Systeme  v 
constant  ist. 

Dass  der  Ausdmck  (5)  wirklidi  Terschwinden  mnss,  sieht 
man  auf  die  folgende  Weise  ein:  Die  GrOssen  u  und  u  ge- 
nügen inneriialb  des  Körpers,  auf  den  sie  sich  beziehen,  der 
partiellen  Differentialgleichuug  (1),  also  genügt  anch  v  der- 
selben; hieraus  folgt,  wie  Gauss  a.  a.  O.  gezeigt  hat,  dass 
das  Sfache  Jntegral,  welches  in  (5)  mit  k  multiplidrt  ist: 

J  dN 

ist)  wo  et)  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Kör- 
perSf  N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  yon  d  (o  bedeutet^ 
V  sioh  auf  den  Ort  von  dto  bezieht,  und  die  Integration  Uber 
die  ganze  Obeifliche  ausgedehnt  werden  mnas.  JE^  den  freien 

Thefl  dieser  Oberfliche  Tenchwindet  aber      ,  da  ftr  diesen 

^  und  ~y  Terschwinden  mAssen;  wir  dttrfen  die  Integration 

daher  nnr  über  die  Theile  der  Oberfläche  unseres  Körpers 

ausdehnen,  die  dieser  mit  andern  Körpern  gemeinschaftlich 
hat«  Dieses  Umstandes  wegen  verwandelt  sich  der  Ausdruck 


t 
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(5)  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  auf  die  Berüliriings- 
ilächen,  die  in  dem  Systeme  vorhanden  sind,  beziehen.  In 
Bücksicht  auf  die  Berührungsflächen  zweier  Körper,  auf  die 
sich  die  Grössen  v,  JY  und  k^,  v^f  Ni  beziehen,  haben  wat 
fikmlifth  Affi  Integral 

za  büdeoi  und  dann  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Berührungs- 
flftchen  za  nehmen.  Ans  der  Bedingung  (4),  der  «  und  ge- 
nügen müssen,  folgt  aber  v»«!,  und  ans  der  Bedingung  (8): 

Daher  Tetachirindet  der .  Oofiffioient  von  dm  unter  dem  in- 
tegralzeichen,  es  Tersöhinndeli  das  Integcal  selbst,  ebenso  alle 
ihnliolien  Integrale,  die  sidi  auf  die  anderen  Bertthrongsflftehen 
beoefaen,  und  mithin  audi  der  Ausdruck  (5). 

Aus  den  Gleichungen  nun,  aus  denen,  ine  wir  gezeigt 
Inben,  sidi  die  £^r5mungen  in  einem  beliebigen  S|ysteme  Ton 
Leitern  eindeutig  bestimmen  lassen,  wollen  wir  den  Beweis 
ftlr  den  folgenden  Satz  herleiten,  aus  dem  die  allgemeinere 
Anwendbarkeit  der  Formeln  herrorgeht,  welche  ftr  Systeme, 
die  aus  liiK'aren  Leitern  bestellen,  bewiesen  sind. 

Es  sei  ein  System  von  Leiteni  Yorhanden,  welches  aus 
2  Theilen  besteht,  die  durch  2  Drälite  mit  einander  zusammen- 
hängen; wir  denken  uns  in  jedem  dieser  Drähte  einen  Quer- 
schnitt, imd  nennen  die  beiden  Theile,  in  die  das  System  durch 
diese  beiden  Querschnitte  zerlegt  wird,  ^undl?;  es  bestehe  der 
Theil  A  aus  einer  einfachen  Reilic  vcrscliicdener  Körper,  d.  h. 
es  sei  von  den  Körpern,  aus  denen  A  gebildet  ist,  der  erste  und 
letzte  (also  diejenigen,  denen  jene  beiden  Querschnitte  ange- 
hören) nur  mit  einem,  jeder  der  anderen  nur  mit  zweien  der 
übrigen  in  Br-rührung;  dann  kann  man,  ohne  die  Strömung 
an  irgend  einer  Stelle  von  J3  zu  ändern,  für  A  einen  linearen 
Ti<'iter  substituiren,  in  dem  eine  elektromotorisclie  Kiaft  iliren 
Sitz  hat,  die  gleich  ist  der  Summe  der  Spannungsdifi'erenzen 
in  A,  und  der  einen  Widerstand  hat,  der  nur  abhängt  von 
der  Gestalt  und  LeitnngsiWgkeit  der  Körper,  ans  denen  A 
bestehl 


L 
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Wir  nennen  jene  beiden  Qaendmitto  a  und  5,  die  Spaa- 
nnngen  in  ihnen  ««  nnd  v»,  die  ElektridtiUamengen,  die  «Sh- 
rend  der  Zeiteinheit  dnrdi  h  von  B  nach  und  durch  a  von 
A  nach  B  flieeaen,  und  die  offenbar  einander  gleidi  sind, 
endlich  K  die  Somme  eSauntücher  Spannnngsdifferenzen  in 
diese  positiT  gerechnet  nach  einer  Weise ,  die  im  Folgenden 
klar  henrortreton  nird;  dann  Iflsst  sich  zeigen,  daas 


eine  Grösse  ist,  die  nur  abhängt  von  der  Gestalt  ttnd  Lei- 

tungsfahigkeit  der  Körper,  aus  denen  A  besteht,  also  unab- 
hängig ist  Yon  den  SpanimugsdiffcTcnzeii  in  A  und  von  der 
Natiu"  und  Gostalt  der  zu  B  gehörigen  Köiper. 

Die  KöqMT,  aus  denen  A  besteht,  bezeichnen  wir  durch 
1,  2,  .  .  «,  so  dass  1  derjenige  ist,  der  mit  dem  Querschnitte 
a  anfängt,  n  derjenige,  der  mit  dem  Querschnitte  h  endigt; 
die  Spannungen  in  diesen  Körpern  nennen  -wir  Mj,  .  ,  m«. 
Diese  Grössen  genügen  daim  den  Bedingungen,  welche  wir 
erhalten,  indem  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  die  Kör- 
per 1,  2,  .  .  n  und  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auf  die  Be- 
rührungsflächen (1,  2),  (2,  3)  ....  (n  —  l,n)  anwenden;  durch 
diese  Bedingungen  sind  die  Grössen  u  nocli  niclit  bestimmt, 
sie  werden  es  aber  —  wovon  man  sich  leicht  durch  eine  der 
oben  durchgeftlhrten  analogen  Betrachtung  überzeugt  — ,  wenn 
wir  die  Bedingungen  hinzufiigeni  dass 


und  dass  B  geändert  werden;  die  Spannungen  in  A  werden 
dann  andere,  jene  Grösse  (6)  bleibt  aber,  wie  wir  beweisen 
woUeny  dieidbe.  Wir  beaeidinen  die  neuen  Spannungen  in 
A  durdi  u(y  tt^', . .  ti«',  die  in  den  Qo^rschnitten  a  und  b  duroh 
tt^'i  i(» ;  die  Bedingungen  ftr  die  Gktaen  eihalten  wir  dann 
ana  dm  ftr  die  Grössen  u  gettenden,  wenn  wir  in  diesen 
überall  i^  flbr  tc  nnd  ftr  die  alten  Werthe  der  Spannnnga- 
differenzen  die  neuen  aetaen.  Nun  k&nnen  wir  beweisen,  daas, 
wenn  die  QiOasen  v  bekannt  sind,  den  Gleichungen  ftr  die 
GrOsaen     durch  die  folgende  Annahme  genügt  wird: 


(6) 


Ub  —  Ua  +  K 
J 


diflferenzen  in  Af 


ftr  die  IhtensUftten  der  gslvwiMhen  Strfime  .  . 
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WO  er,  . .  CoDstanten  and,  die  passend  bestmunt  werden 
mfissen.  Ben  ans  (1),  (2)  imd  (8)  abgeldfteton  Gleicbimgen 
wird  durch  diese  Amwhme  genügt,  weldies  auch  die  Wertlie 
der  eingefthrten  Oonstanten  sein  mögen;  nennen  wir  die  alten 
Werthe  der  SpannungsdÜferenBen  U^^^j  ü^r^, . die  benen  27^^, 
^'v9f  >  •  •!  so  erhalten  wir  ans  (4)  die  folgenden  Bedingungen: 

für  die  Grössen  u  für  die  Grössen  u 

für  (1,2)  -     =  !7,„  u,'= 

(2,3)  «,-«,  =  C'm  «7-.« 


Endlich  haben  wir: 

für  a  «I  «t  tta  as  «a' 

Substitiiirt'ii  wir  in  diese  Gleichnngen  för  die  Grössen  u'  die 
fiir  diese  angeiiomiu'^nen  Werthe  und  benutzen  die  Gleichun- 
gen für  die  Grössen  u,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Glei- 
chungen für  cif  fi^f      . . .: 

j?i  —  j-Jj  =  Z7',  „  —  «  CT,^ 


ß»^ — ßn*^  ^»11* — aUn^fU 

Ä -•»«-««. 
ßm^u'h^am* 

Allen  diesen  Gleichungen  kann  durch  eine  passende  Wahl 
der  Grossen  a,  ß^,  ß^. ,  genügt  werden;  durch  jene  Annahme 
der  Fanktümen  erhalten  wir  also  eine  Bestimmong  der 
Spanmmgen,  die  allen  Bedingungen  genügt,  und  da  es  nur 
eine  einzige  solche  Besthnmung  giebt,  so  ist  sie  eben  diese 
einzige. 

Aus  der  Form  der  Funktionen  u'  geht  hervor,  dass,  wie 
anch  die  Spunnungsdifferenzen  in  A  und  wie  B  verändert 
werden  mögen,  die  Sti  iumuigscurveii  in  A  dieselben  bleiben,  und 
dass  die  Intensität  der  Strömung  in  allen  Punkten  in  dem- 
selben Verhältnisse  wächst.   Das  Yerhältniss ,  in  dem  die 
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Strömungen  in  unserem  Falle  gewachsen  sind,  ist  =  a,  so 
duss,  wenn  wir  die  Stromiiitensität,  die  wir  für  die  erste  Ver- 
theilung  der  Spannungen  durch  J  bezeichneten,  für  die  zweite 
durch  J'  bezeidinen: 

T 

ist  Berechnen  ivir  nmi  u  ans  den  fdr  a,  ß^,  , .  gefunde- 
neii  Gleichungen,  indem  wir  die  vorletzte  mit  —  1  mnltipli- 
ciren,  und  dann  alle  addiren,  so  finden  m: 

Wir  haben  aber: 

gesetzt;  machen  wir  entsprechend 

ü\n  +  IT,«  + +  ITi^,»  -  JT, 

80  ist: 

JE"  +  u'b—u'a 

also 

 y  "  7  • 

Wir  sehen  also,  dass  die  GiOssa  (6)  dieselbe  bleibt^  wenn 
B  und  die  Spannungsdifferenzen  in  A  geändert  werden;  de 
kann  ako  mir  ton  Gestalt  imd  LeitaingsflUrigkeit  der  KOifier 
in  A  abhSngen.  Ist  ^  ein  linearer  Leiter,  so  ist  sie  sein 
Widerstand;  wir  belegen  sie  auch  in  dem  allgemeineren,  yon 
uns  betrachteten,  Falle  mit  diesem  Namen,  und  bezeichnen  sie 
durch  Tl.  ]\Ian  sieht  leicht  ein,  dass  R  positiv  sein  muss; 
dt'iin  nt'limcii  wir  an,  dass  sämnitliche  Spannungsiliü'erenzen  in 
A  =  0  w  iiren,  so  ist  klar,  dass  Wf,  —  und  J  gleielizeitig  po- 
sitiv oder  negativ  sein  werden.  Diese  Bemerkung  werden  wir 
später  gebrauchen. 

Nun  wollen  wir  zeigen,  davss  die  Strömungen  in  B  voll- 
kommen bestimmt  sind,  wenn  von  A  nur  K  und  R  gegeben 
ist;  liit'iaus  folgt  dann,  dass  wir,  ohne  die  Strömungen  in  D 
zu  ändern,  für  A  einen  andern  Leiter  substituii'en  können,  der 
den  über  A  gomachtcn  Voraussotzuugou  genügt,  in  dem  die 
elektromotorische  luralit  K  ihren  Sitz  hat,  und  dessen  Wider- 


ffkc  die  IntaiMiHitm  dar  gßknniMrhm  ätitaM  .  . . 
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stand  =  R  ist.  Wir  können  für  A  also  auch  eiuen  linearen 
Leiter,  hei  dem  diese  Bedingungen  erftillt  sind,  substituiren. 

Sind  K  und  R  i:<',ixeben,  so  kommt  zu  den  Bedingungen, 
die  sieli  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  B  aus  den  Glei- 
chungen (1),  (2),  (3),  (4)  ergeben,  wenn  diese  auf  alle  Körper 
und  alle  Berührongsflftchen  in  B  angewandt  werden,  noch  die 
Bedingung 

(7)  «»-«a»  J*.!?— X 

Wir  nehmen  an,  dass  allen  diesen  Bedingungen  durch  zwei 
Vertheilungsarten  der  Elektricität  genügt  werde,  und  bczeioli* 
nen  die  Spannung  bei  der  einen  durch  Wy  bei  der  anderen 
dnieh  dann  UM  sich  wiedemm  zeigen,  dam  u—^  in  dem 
gansen  Systeme  oonstant  sein  mnas,  worans  dann  die  Be- 
stimmtheit der  SirOmnngen  folgt  Betrachten  wir  den  Ans- 
dmdc  (6),  bei  dem  wir  die  Summe  ttber  alle  Edxper  ausge-' 
dehnt  denken,  die  sn  J7  gehören,  so  können  wir  von  diesem 
anch  hier  beweiaen,  daaa  er  yersohwindet;  dnrch  dieselbe 
Tnumfionnation,  die  wir  oben  angewandt  haben,  Terwandelt 
sich  derselbe  in  eine  Summe  von  Integralen,  die  Aber  die  Be- 
rUhrnngsfliehen  in  B  ansEndehnen  sind,  und  zweier  Integrale, 
die  sieh  auf  die  Quersohmtte  a  und  h  besdehen;  jene  Integrale 
aiad  hier,  wie  oben,  »  0,  die  Snmme  dieser  ist: 

ss(J—J')  [ua  —  u'a—iub  —  u'b)] 

oder  wegen  der  Bedingung  (7): 

Aus  der  ursprüngÜchen  Geetalt  des  Ausdrucks  (5)  ist  ersicht- 
Hch,  dass  derselbe  nie  negativ  sein  kann,  aus  der  eben  abge- 
leiteten folgt,  da  M  positiv  ist,  dass  er  nicht  positiv  sein  kann; 
er  mnss  also  verschwinden. 

IBBeimit  haben  wir  die  Bichtigkeit  des  Seite  39  ans- 
gesprochenen  Satzes  bewiesen;  es  ist  von  selbst  klar,  wie  aus 
diesem  die  Gültigkeit  der  für  Systeme  linearer  lieiter  abge- 
leiteten Fonnehi  fttr  solche  F&Ue  folgt,  wie  sie  am  hftnfigsten 
bei  Versuchen  vorkommen. 

Ich  erlaube  mir  einige  Bemerkimgen  hier  anzuknüpfen, 
die  mit  den  angestellten  Betrachtungen  in  nahem  Zusammen- 
hange stehen» 
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Die  Gleichuiif^en  (1),  (2),  (3),  (4),  aus  denen  die  Sj^iui- 
nungen  in  einem  Ijelicliigen  Sy^^tenie  von  Leitern  zu  bestim- 
men sind,  können  in  eine  Bedingung  zusammengefasst  werden, 
der  zufolge  eine  gewisse,  von  den  Spaimungen  abhängige 
Grösse  den  kleinsten  Werth  erhalten  muss,  den  sie  bei  den 
gegebenen  Spannungsdifferenzen  der  Küi-per  annehmen  kann. 
Kimmt  man  das  Joule'sche.  Gesetz  für  die  Wäi'mewirkung 
eines  galvanischen  Stromes  in  einem  Leiterelemente  als  rich- 
tig an,  so  ist  jene  Grösse  der  Ausdruck  der  gesammten,  wäh- 
rend einer  gewissen  Zeit  von  den  Strömen  in  dem  Systeme 
erregten  WArmemenge.  Diese  Bemerknng  ist  es,  ireiche  ich 
suerst  beweisen  wÜL 

Die  Wärmemenge,  die  in  einem  Drahtelemente  TOn  einem 
Strome,  der  dasselbe  durchfliesst,  während  einer  gewissen  Zeit 
erregt  wird,  ist  nach  Joule  gleich  dem  Produkte  ans  dem 
Widerstände  des  Elementes  in  das  Quadrat  der  Intensität  des 
Stromes.  Um  hiernach  die  in  einem  Körper  Ton  beliebiger 
Qestalt  erregte  W&nnetnenge  zu  berechnen,  betrachte  ich  ein 
cylindeifitemiges  Element  in  demselben,  dessen  Aze  die  Bich- 
tnng  des  Sfanmies  an  diesem  Orte  hat  Die  in  diesem  Ele- 
mente erregte  W&memenge  wird  ebenfiJls  fßaxk  dem  Pro- 
dukte ans  dem  Widerstände  desselben  in  das  Quadrat  der 
Ihtensitftt  semes  Stromes  sein;  ist  die  Lange  des  Elementes 

dSf  sein  Queischnitt  da),  so  ist  der  Widerstand  =»  und 

die  liitensit&t  «  —  kdm^  \  die  in  dem  betrachteten  Elemente 

erregte  Wärmemenge  ist  also: 

Berftcksicfatigt  man  mm,  dass; 

und  dass  doD  d»  das  Volumen  des  betrachteten  Elementes  ist, 
so  findet  man  für  die  in  dem  ganzen  Körper  erregte  Wärme- 
menge den  Ausdi-uck: 


d  by  Google 


ftr  die  Intenritttteii  der  gpivaiiiiehen  Ströme  .  .  . 
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WO  die  iDtegration  Über  den  Ton  dem  K5iper  eingenommenen 
Baom  auBzadehnen  ist  Nehmen  wir  die  Summe  in  Bezog 
anfalle  Körper  dee  fi^stemesy  so  eciialten  wir  die  gesammte 
W  ftnnemeuge! 

(8)     fy'-2''Iff'^<^H  (f^.)'+(f-:)*+(|^-)')  • 

Wir  suchen  nun  die  Bedingungen  dafüi',  dass  fV  ein  Mi- 
nimum werde,  während  die  Spannungsdifferenzen  der  sich  be- 
rührenden Körper  fest  bleiben.  Wir  erhalten  diese  Bedin- 
gongen  durch  die  Gleichung 

d.  k  dadurch,  dass  wir  die  GrOssen  u  um  unendfidi  Ueme 
Funktionen  «  yermehren,  Ton  dem  Werthe,  den  dadurch  IF 
erbSlty  denjenigen,  den  es  froher  hatte,  absiehen,  nur  die 
unencUich  kleinen  GrOssen  erster  Ordnung  berftohBicfatigen, 
and  das  Besnitat  »  0  setzen.  Die  QrOssen  s  sind  hierbei 
ganz  beliebig  bis  auf  die  eine  Bedingung,  dass,  wenn  €  und  «j 
sich  auf  zwei  Körper  beziehen,  die  sich  Ijerühren,  für  jeden 
Punkt  der  BertÜnungbtiüche  derselben  €  —  =  0  ist.  Wir 
erhalten: 

'  - « 2  *  /// «"^  (i  I + + n  ä 

odeTi  mit  HtOfe  einer  bekannten  Transformation: 

In  dem,  dem  Scheine  nacli,  einfachen  Integrale  bedeutet 
dw  ein  Element  der  Oberfläche  des  betrachteten  Köri)ers,  N 
die  nach  Innen  gerichtete  Normale  dieses  Elementes,  e  bezieht 
sich  auf  den  Ort  von  dut  und  die  Integration  ist  über  die 
ganze  Oberfläche  des  £&rpers  auszudehnen. 

Da  im  Innern  eines  jeden  Körpers  e  ganz  beUebig  ist» 
so  kann  die  Gleichung  S  nur  bestehen,  wenn  im  lonem 
eines  jeden  Köipm: 

ist  Auch  ftr  jeden  Punkt  der  freien  OberflAche  eines  jeden 


^  ij  ...  L.y 


Google 
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der  Köri^cr  ist  t  ganz  beliebig;  es  muss  daher  für  einen  jeden 
solchen  Punkt: 

soin.  Hiernach  vcrwamlelt  sich  d  fV  in  eiue  Summe  von 
Integralen,  die  in  Bezug  auf  die  einzehieu  Berührungsflächen 
des  Systemes  zu  nehmen  sind;  herUcksichtigeu  wir  die  Be- 
diiigimg,  der  die  Grössen  €  unterworfen  sein  sollten,  so  wd: 

wo  de»  ein  Element  einer  BerObrungBflftclie  beseichnel^  k,  N 
sich  auf  den  einen,  h^,  u^,  sich  auf  den  andern  der  beyem 
Körper  bezieheD,  wekhe  dieselbe  bilden,  s  ganz  beliebig  ist^ 
die  Integratioii  Uber  die  ganze  BerQhrungsfläche,  die  Summa* 
tion  fiber  alle  BerOhrangsflSchea  ansgedehnt  werden  solL  Die 
Gleichung  SWv^O  erfordert  daher,  dass  filr  jeden  Punkt  der 
Berührungsfläche  zweier  Körper 

ist.  Eügen  wir  zu  den  erhaltenen  Bedingungen  noch  diejenige 
hinzu,  welche  wir  Ton  Tom  herein  festgesetzt  haben,  und  die 
durch  die  Gleichung 

u — Wj  =  U 

ausgesprochen  wird,  so  haben  wir  also  dieselben  Bestimmungen, 
welche  sich  immittelbar  aus  den  Ohm 'sehen  Principien  ergaben. 

£s  ist  noch  zu  beweisen  übrig,  dass  W  wirklich  ein  Mi- 
nimum wird,  wenn  d  W  yersohwindet;  es  ist  dieses  der  Fall, 
da  die  zweite  Variation,  ^      stets  positiv  ist;  es  ist  nfimlieh: 

Der  für  W  gefundene  Au^druck  hat  eine  in  die  Augen 
fallende  Aehnhchkcit  mit  dem  oben  gehrauchten  Ausdrucke 
(5);  dieselbe  Transforaiation,  die  wir  dort  benutzten,  werden 
wü'  auch  hier  anwenden  können.  Dm'ch  diese  reducirt  sich 
IV  auf  eine  Summe  von  Integralen,  die  sich  auf  die  Be- 
rührungsflächen, die  in  dem  Systeme  yorkommen,  beziehen; 
es  wird: 


fllr  die  Tirtiaritltrii  der  nhairiMlitii  ftWhwif  . 
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Nun  «ar  aber 

und  w  —  M.  =3  i7  j 

daher  wird 

oder,  wenn  wii"  die  Elektricitätsraeiige,  die  in  der  Zeiteinheit 
durch  die  betrachtete  Berüluungslläclie  aus  dem  Körper,  auf 
den  sich  bezieht,  nach  deni|  auf  welchen  sich  u  bezieht, 
ßi&BBt,  durch  t  bezeichnen: 

Die  gesammte  in  dem  Systeme  erregte  Wärmemenge  ist 
also  gleich  der  Summe  der  säniintlichru  ypanmingsdiffereiizen, 
eine  jede  multiplicirt  mit  der  Elektricitiitsmenge,  die  während 
der  Zeiteinlieit  durch  die  entsprechende  Berührungsllä,che  in 
der  bezeiclmeteu  Richtung  fliesst. 

Die  "Wärmemenge,  die  in  einem  Theile  des  Systemes 
eiTt  gt  wird,  erhalten  wh',  wenn  wir  in  dem  Ausdrucke;  (8)  die 
lutegrationen  nur  über  diesen  Theil  ausdehnen;  auch  für  diesen 
Fall  lässt  sich  die  eben  benutzte  Transfonnation  anwenden, 
luid  wir  erhalten  durch  sie  für  die  in  einem  Tlicile  des  Sjstemes 
erregte  Wärmemenge  einen  Ausdrurk,  welcla'r 

1)  aus  der  Summe  der  Elektricitätsmengen  besteht,  welche 
während  der  Zeiteinheit  durch  die  Berührungsflächen  strömen, 
80  weit  diese  innerhalb  des  betrachteten  Theües  liegen,  eine 
jede  Elektricitätamenge  multiplicirt  mit  der  entsprechenden^ 
I^Mumungsdifferenz,  und  in  der  Weisse  als  positiv  oder  negati? 
gerechnet,  wie  es  oben  angegeben  ist;  und  2)  der  Summe  der 
Elektricitätsmengen,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die 
einzelnen  Elemente  der  Flächen,  durch  welche  der  betrachtete 
Theil  des  Systemes  von  dem  übrigen  geschieden  wird,  in  den 
betrachteten  Theil  hineinströmen,  eine  jede  Elektricitätsmenge 
multiplicirt  mit  der  Spamnmg  des  entsprechenden  filemeutes. 

Wir  wollen  Toms  ein  ßystem  denkeni  wie  es  oben  &,  89 
angegeben  worden  ist,  nnd  wollen  die  'Wtanemenge  «bo- 
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rechnen,  die  in  dem  Theile  A  entwckelt  wird.  Wir  behalten 
hierbei  die  Bezeichnimgen,  die  dort  eingeführt  worden  sind, 
bei.  Die  Elektricitätsmengen,  die  während  der  Zeiteinheit 
durch  die  einzehien  Berührungsflächen  fliessen,  sind  hier  offen- 
bar alle  einander  gleich,  und  »  J\  hieraus  eigiebt  sich  die  in 
A  erregte  Wärmemenge 

KS  (Mj  —  Ua+K)J 

Hierdurch  ist  der  Satz,  der  für  lineare  Leiter  durch  das 
Joule'sclie  Gesetz  unmittelbar  ausgesprochen  ist,  auch  für 
Leiter  der  Art,  wie  A,  nach  der  Ohm 'sehen  Theorie  bewiesen. 

Schhesslich  will  ich  nocli  l)emerken,  dass  aus  dem  all- 
gt  ineinen  öatze,  den  ich  hier  bewiesen  habe,  nach  dem  der 
Ausdruck  der  gesammten,  in  einem  beliebigen  Sjsteme  von 
Leitern  erregten  Wärmemenge  ein  ^finimum  wird,  wenn  man 
die  Spannnngsdifferenzen  der  sich  berührenden  KOiper  als  ge- 
geben betrachtet,  —  dass  aus  diesem  Satze,  wenn  man  ihn 
auf  ein  System  linearer  Leiter  anwendet,  die  Gleichungen  fÖr 
die  Intensitäten  der  diese  durchfliessenden  Ströme  sich  ergeben, 
welche  ich  früh(  r  abgeleitet  habe.  ^)  Besteht  das  System  ans 
nDrSthen,  deren  Widerstände  4i9|,  sind,  nnd  deren 

Ströme  die  Intensitäten  J^».Jn  haben,  so  ist  der  Ansdniok 
der  gesammten  Wärmemenge: 

IT«  «1  .  + 

Stellen  w  die  Bedingungen  daftr  ani^  dass  die  fi^tannongs- 
differensen  in  den  Bertthrungspnnkten  je  zweier  sich  berOb* 
render  Drähte  gleicb  den  gegebenen  seien,  so  arbeiten  wir,  wie 
ich  a.  a.  O.  gezeigt  habe,  Gleichnngen,  welche  aussagen,  dass 
immer,  wenn  dieBräbte  1,  2, . .  r  eine  geschlossene  Figur  büden, 

Wj       +  «2  «^a  +  •  •  +  ^r»^r 

gleich  der  Summe  aller  Spannungsdifferenzen  ist,  die  sich  auf 
dem  Wege  1,  2,..r  befinden.   Stellt  man  die  Bedingungen 

dafür  auf,  dass  jener  Ausdruck  fV  ein  Minimum  werde,  wäh- 
rend diese  Gleichungen  bestehen,  so  findet  man  mit  leichter 
Mühe  die  übrigen  der  Gleichungen,  welche  ich  dort  gegeben 


0  S.  oben  p.  16. 


für  die  Intenntäten  der  galvanischen  Strdme  .  .  . 


49 


liabe,  nSmlich  die  Gleksfaimgen,  welche  ansBagen,  dass  immer, 
wenn  die  Br&hfte  1,  2, .     in  einem  Punkte  zmammenstoasen: 

ist 


üeber  eine  Ableitnug  der  Ohm'sclien  Gesetze,  welche  sich 
au  die  Theorie  der  Elektrostatik  auschliesst.^) 

Ohm  ist  bei  der  Ableitang  seiner  GtoeetBe  der  Strömungen 
in  der  galvanischen  Kötte  Ton  Yoraussetsnngen  llber  die  filek- 
tricit&t  ausgegangen  y  die  nicht  in  Üebereinstimmang  mit  den 
Yoranssetzungen  sind,  welche  man  Ober  dieselbe  hat  machen 
mflsseni  um  die  elektrostatischen  Erscheinungen  zu  ericütoen; 
im  Wlderapniche  mit  diesen  nimmt  Ohm  an,  dass  die  Elek- 
tricität  in  einem  Leiter  sich  in  Buhe  befindet ,  wenn  sie  den 
Kuumiiihalt  desselben  mit  gleiclimässiger  Dichtigkeit  erfüllt. 
Wenn  es  nun  an  sich  schon  wünschenswerth  erscheinen  miiss, 
die  Gesetze,  denen  die  Strömungen  der  Elektricität  unterwoii't  n 
sind,  durch  Betrachtungen  herzuleiten,  die  sich  an  die  Theorie 
der  Elektrostatik  anschliessen,  so  wird  dieses  ein  Bedürfniss, 
sobald  man  eine  befriedigende  Theorie  von  Vei*suchen  geben 
will,  bei  denen  man  es  sowolil  mit  strömender  als  mit  niliender 
Elektricität  zu  thun  hat,  von  Versuchen,  wie  die,  welche  in 
neuerer  Zeit  von  Hrn.  Kohlrausch  an  der  geschlossenen  Kette 
mit  Condensator  und  Elektrometer  angestellt  sind-).  Es  ist 
meine  Absicht  hier  zu  zeigen,  wie  die  Ohm 'sehen  Formeln 
aus  dem  elektrostatischen  Gesetze  für  die  gegenseitige  Ab- 
stossung  der  Elektricitätstheilchen  sijch  ableiten  lassen,  wenn 
man  gewisse  Annahmen  zu  Hülfe  nimmt,  welche  sich  auf 
Fragen  beziehen,  die  in  der  Theorie  der  Elektrostatik  ganz 
offen  geblieben  smd. 

Ist  einem  Leiter  Elektricität  mitgetheilt,  so  wird  diese 
sich  dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  die  Kräfte  sich 
gegenseitig  aufheben,  die  Ton  der  freien  iilektricitftt  auf  ein 


1)  Pogg.  Annal.  Bd.  Ts.  1849. 

t)  J^ogg.  Annal.  Bd.  78.  p.  1. 
Ktr*kk«ff.  OiiMiHl  AMiMifflBi^. 
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Ueber  eine  Ableituug  der  Ohm'acheu  Gesetiei 


Elekti  icitiitstlieilchen,  das  sich  an  irgend  einer  Stelle;  im  Innern 
des  Leitei-s  befindet,  ausgeübt  werden.  Es  findet  dieses  statt, 
wenn  das  Potential  der  gesammten  freien  Elektricität  m  Bezug 
auf  einen  Punkt  im  Innei-n  des  Leiters  constant  ist.  Die  llech- 
nung  zeigt,  dass  dieses  nur  der  Fall  sein  kann,  wenn  die  freie 
Elektricität  sich  in  gewisser  Weise  auf  der  Oberfläche  des 
Leiters  angeordnet  hat. 

Werden  zwei  verschiedene  Ijeiter,  etwa  ein  Stück  Kupfer 
und  ein  Stück  Zink,  welche  einzeln  keine  freie  Elektricität  ent- 
hielten, mit  einander  in  Berührung  gebracht,  so  wird  der  eine 
Leiter  positiv,  der  andere  negativ  elektrisch.  Die  Elektricität, 
welche  an  der  Bertthrongsstelle  erregt  ist,  nimmt  bald  eine 
Qleichgemchtslage  an;  bei  dieser  muss  nothwendig  das  Potential 
der  gesammten  freien  Elektricität  in  Bezog  auf  alle  Punkte 
eines  jeden  der  beiden  Leiter  constant  sem;  daraus  folgt,  dass 
freie  Elektricität  sich  nicht  in  dem  Lmem  der  Leiter  befinden 
kann,  dass  dieselbe  also  allein  auf  der  Oberfläche  dieser  ge- 
lagert sein  mnss;  ein  Ühell  der  Mekteit&t  wd  sich  an  der 
Berflhnmgsfliohe  der  beiden  Leiter  binden,  ein  anderer  die 
freie  Obeiflftcfae  derselben  bedecken.  Das  Potential  aller  freien 
Elektricitilt  in  Besag  auf  alle  Punkte  eines  jeden  der  Leiter 
ist  oonstant;  es  wird  aber  fBat  den  ersten  Leiter  einen  andern 
Werth  haben,  als  fUr  den  zweiten,  denn  die  Beduumg  lehrt, 
dass,  wenn  es  in  beiden  Leitern  denselben  Werth  hfttte,  nirgend 
freie  Elektriflitftt  vorhanden  sein  kOnnte,  da  die  Summe  aller 
freien  Blektridtftt  0  ist  Was  mm  den  Unterschied  der 
beiden  Werthe  des  Potentials  in  den  beiden  Leitern  betri£R^ 
so  könnte  dieser  Ton  dem  Stoffe  der  beiden  Ldter  und  ihrer  Ge- 
stalt abhängen;  ich  mache  die  Annahme,  dass  er  von  der  letzteren 
imabhängig  ist,  und  dass  er  die  Grösse  ist,  die  die  Spannung 
der  beiden  Körper  lieisst.  Wir  wollen  das  Potential  aller 
freien  Eli'ktricität  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  ersten  Leiters 
durch  7/p  dasselbe  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  zweiten  durch 
V.,  bezeichnen;  dajin  muss  sowohl  als  u.,  constant  sein;  ist 
femer  ü^f^  die  Spannung  der  beiden  Körper,  so  muss 

sem. 

Denken  wir  uns  mehrere  Leiter,  etwa  3,  so  mit  einander 


welche  aieli  an  die  Theorie  der  Elektroctetik  UMhlifiMt 


51 


in  Berührung  gebracht,  dass  dfir  Leiter  1  den  Leiter  2  und 
dieser  den  Leiter  3  berührt,  so  wird  die  Elektridtät  auf  dieBen 
sich  immer  ins  Gleichgewicht  setzen  können.  Nennen  wir 
^neder  das  Potential  der  gesammten  freien  Ulektricität  Säx 
einen  Punkt  des  ersten  Letters  u^,  fOi  einen  des  zweiten 
and  ftr  einen  des  dritten  %  tmd  femer  die  Spaiunmg  zwischen 
1  und  2  die  zwischen  2  und  8  so  ist  za  dem  Gleich- 
gebricht  ei&iderfioihi  dass  jede  der  drei  Grossen  «^i  con- 
staut  ist  nnd  dass  die  Gleichungen 

 7/3  =  t^2J3 

erfüllt  sind.  Nehmen  wii*  aber  au,  dass  die  Leiter  1,  2,  3  so 
mit  einander  in  Berührung  gebracht  worden  sind,  dass  jeder 
von  ihnen  die  beiden  anderen  berührt,  so  wird  nicht  immer  ein 
Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  ihnen  möglich  sein.  Findet 
em  Gleichgewicht  statt,  so  rnnss  wieder  jede  der  Grössen  u^, 
OQDStant  sein,  nnd  es  mAssen  die  Gleichongen: 

«1— «8-  öi« 

t«3  —       =  £/3,i 

erflült  werden.  Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt: 

dieser  Bedingung  müssen  also  die  Spannungen  der  drei  Leiter 
genOgen,  wenn  ein  Gleichgewicht  der  Elektridtftt  auf  ihnen 
m({|^cii  seui  soll;  der  Bedingung  wird  genügt,  wenn  die  drei 
Leiter  der  sogenannten  Spannungsreihe  angehören. 

AVir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  was  vorgehen  wird,  wenn 
diese  Bedingung  nicht  eifüllt  ist.  Li  einem  bestimmten  Augen- 
bhcke  wird  die  Vcrtheilung  der  freien  Elektricität  in  dem 
Systeme  eine  gewisse  sein;  ich  lasse  es  unbestimmt,  ob  diese 
freie  Elektricität  sich  auch  liier  nur  auf  der  Oberfläche  der 
Leiter  befindet,  oder  ob  sie  in  ilu*  Lmeres  gediningen  ist.  Das 
Potential  derselben  in  Bezug  auf  einen  Pimkt  eines  der  Leiter 
sei  u;  dieses  u  ist  nicht  constant,  sondern  eine  Function  der 
Coordinaten  des  Punktes,  anf  den  es  sich  bezieht;  daher  werden 
auch  die  KO&e,  die  toq  der  freien  JBUektricit&t  auf  ein  iSek- 

4» 
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Ueber  eine  Ableitung  der  Ohm'aehea  Gesetie, 


tricitätstbeilchen ,  das  sich  an  irgend  einer  Stelle  im  Innern 
des  Leiters  behndet,  ausgeübt  worden,  sieb  nicbt  das  (41eicbgewicbt 
halten,  sondern  eine  liestimmte  Resultante  liefern.  Wir  denken 
uns  im  Innern  des  Leiters  ein  Raumelement  r,  und  bezeicbnen  jene 
Resultante  für  einen  Punkt  in  v  dm'cb  R.  Ist  kein(^  freio  Elektricität 
in  V  vorhanden,  so  wird  daselbst  die  neutrale  elektriscbe  Flüssig- 
keit zerlegt  werden ;  die  positive  Elektricität  wird  in  der  Rich- 
tung von  7?,  (He  negative  m  der  entgegengesetzten  Ricbtmig 
fortgeführt  werden;  dabei  müssen  die  Mengen  positiver  und 
negativer  Elektricität,  die  in  dem  Elemente  v  bewegt  werden, 
und  ebenso  die  Geschwindigkeiten  derselben  gleich  sein.  Ick 
nehme  an,  dass  die  Menge  der  einen  oder  der  anderen  Mfifldig- 
keit,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querachnitt  von  v  ge- 
trieben inrd,  der  senkrecht  auf  der  Bichtang  Ton  R  sem  soU^ 
und  dessen  GrOeae  durch  dw  beceiefanet  werden  mag, 

^dmkn 

seiy  wo  A  die  Leitnngsflilugkeit  des  EOipers  beseiclmet  üm 
za  entsoheideD,  was  in  dem  Falle  geschehen  wird,  wenn  ü  freie 
Elektridtftt  enthSh,  mache  ich  die  Annahme,  dass  eine  Be- 
wegung der  elektrischen  Ufissigkeiten  in  einem  Leiter  mcfat 
anders  tot  sich  gehen  kann,  als  wenn  durch  jedes  fiftchenele- 
ment  in  demselben  gleichzeitig  gleiche  Mengen  der  beiden 
Elekfcricitftfcen  nach  entgegengesetzten  Seiten  Striemen.  Darans 
folgt  dann,  dass,  aadi  wenn  o  freie  Mektridtftt  enthalt»  dorch 
dw  in  der  Zeiteinheit  ebenso  Tie!  posithre  Mektridlftt  in  der 
Bichtang  von  R  strömt,  als  negatire  in  der  entgegengesetzten 
Bichtang.  Was  die  Menge  der  durch  dw  strömenden  Elek- 
tricitäten  anbetrifil,  so  nehme  ich  an,  dass  sie  wiederum 

^dwkR 

ist 

Fügt  man  zu  diesen  Aimalnnen,  die  zum  grössteu  Tlieile 
schon  von  Weber  in  seinen  elektrodvnanüschen  Maassbestim- 
mungen  ausgosprocbeii  sind,  noch  die  liiiizn,  dass  die  Differenz 
der  Wertlie  des  lV»tentiiiLs  der  gesammten  freien  Elektricität 
ftir  zwei  Punkte,  die  in  immittelbai'er  Nähe  aneinander  dies- 
seits imd  jenseits  der  Berührungsfläche  zweiei-  Leiter  liegen, 
dieselbe  bleibt,  sei  es,  dass  ein  Strom  durch  die  Leiter  geht, 
oder  dass  die  Elektricität  sich  in  ihnen  in  B>uhe  befindet;  so 
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gelangt  man  unter  der  Yoraussetzmigy  dass  der  elektrische 
Zustand  des  Systemes  ein  stationärer  geworden  ist,  zu  denselben 
GHeichimgen  f&r  das  Potential  der  freien  Elektricität,  die  ans 
der  Ohm'flchen  VcfsteUnog  für  die  elektroekopischd  Eraf^ 
cL  L  die  Diohtic^eit  der  Elekliicitil»  noh  ergeben. 

Li  der  Thai»  nennen  wir  die  Normale  des  Elenunftee  dw, 
die  die  Biohtnng  Ton  B  hat,  N,  so  ist 

also  die  duroh  dir  in  der  2Seiteinheit  fliessende  Menge  positiver 
oder  negatim  Elektncität 

mj  du 

Aus  der  Ohm 'sehen  Vorstellung  folgt  derselbe  Ausdruck 
flli-  diese  Menge,  falls  man  mit  u  die  elektroskopische  Kraft 
bezeichnet  Aus  diesem  Ausdrucke  kann  man  aber,  ohne 
auf  die  Bedeutung  von  einzugehn,  schiiessen,  dass  wenn  der 
Zustand  des  Systems  ein  stationärer  geworden  ist,  u  der 
Differentialgleichung 

dx-  öP"" 

nud  flli-  jeden  Punkt  der  ireien  Öbertiäche  des  Leiters  der 
GrrenzbedinguDg 

genügen  muss;  dass  femer  für  jeden  Pankt  der  Berühiuugs- 
fläche  zweier  Körper  die  Gleichung: 

^It.  Zu  diesen  Bedingungen  ist,  sowohl  bei  der  Ohm'schen 
Vorstellung  als  bei  der  liier  auseinandergesetzten,  noch  die 
hinzuzufügen,  dass  fiir  jeden  Pimkt  derselben  Berühmngsfläche 
M — i£j  =  der  Spannung  der  beiden  Körper  wird.  Füi'  die 
Grössen  u  ergeben  sich  also  bei  beiden  Vorstellunf^en  die- 
selben Gleichungen;  in  Bezug  auf  die  Strömmigen,  die  durch 
die  Differentialquotienten  dieser  Grössen  bestimmt  sind,  erhält 
man  also  dieselben  Resultate,  mag  man  von  der  einen  oder 

1)  8.  oben  p.  M;  Uer  ist  Spannung  genannt,  was  Ohm  ab  elektro- 
.■kopMe  Knft  beniebiMt 


54 


Ueber  eine  AUeftang  dar  Ofam'sclMD  GeMtie, 


Ton  der  andern  ausgehen.  Yerschiedene  Besnltate  erhält  man 
aber  in  Betreff  der  yerthfiflinig  der  freien  Mektridtftt  in  der 
Kette.  Nach  Ohm  gielit  der  WerÜi  Ton  «c  an  jeder  Stelle 
des  l^ystems  nninittalhar  die  IHohti^eit  der  Elektricltit  an, 
nicht  so  bei  der  hier  entwickelten  Ansicht;  aus  dieser  folgte 
dasB  auch  bei  der  geschlossenen  Kette  freie  Elektiicitftt  sich 
nur  auf  der  Obeiflftohe  der  Leiter  befinden  kann.  Da  nSmlich 
«  innerhalb  eines  der  Leiter  der  Diffisrentiald^chnng 

genügt,  80  sniss  u  em  Potential  TOn  Massen  sein,  die  ausser- 
halb dieses  Leiters  liegen ;  u  ist  aber  das  Potential  aller  freien 

Elektricität;  von  dieser  kann  also  kein  Theil  im  Innern  jenes 
Leiters,  also  überhaupt  nicht  im  Innern  irgend  eines  der 
Leiter  liegen. 

Die  hier  angestellten  Betrachtungen  gelten,  welches  auch 
die  Zahl,  die  Gestalt  und  die  Anordnung  der  Leiter  ist,  die 
mit  einander  in  Berührung  g('l)racht  worden  sind;  sie  gelten 
also  auch  für  den  Fall,  dass  eine  Platte  eines  Condensators 
mit  einem  Punkte  einer  gescldosseiien  Kette  in  Verbindung 
gesetzt  ist,  und  geben  dalier  die  Theorie  solcher  Versuche,  wie 
die  oben  angeführten  des  Hm.  Kohlrausch  sind.  Die  Re- 
sultate, die  sie  liefern,  sind  in  Yollkommener  Uebereinstimmung 
mit  den  Ergebnissen  dieser  Versuche. 

Den  durdigeführten  Betrachtungen  liegt  das  elektnn 
statische  Gesetz  der  Wirkung  elektrischer  Xheilchen  sn 
Oronde.  Ans  diesem  Qesetze  lassen  sich  die  Ampöre'schen 
elektro-djnamisohen  Erscheinnngen  und  die  Lidnctionsersohei- 
mmgen  nioht  erkUren;  Weber  hat  ein  allgememeres  Geseti 
gefunden,  durch  welches  es  ihm  gelungen  ist^  jene  Erschebrongen 
SU  erUSren,  ein  GesetSy  in  dessen  Ausdruck  die  relaliTe  Qe- 
sofawindic^eit  der  TheEcheny  deren  Whinmg  auf  einander  be- 
trachtet wird,  Toikommt,  und  das  in  das  elektrostatische  llber-  - 
geht»  wenn  diese  Gesdiwindigkeit  Terscfawindet  üm  die  w- 
schiedenen  Felder  der  JESektrioitfitslehre  unter  einen  Gesichts- 
punkt zu  bringen,  muss  man  sidi  daher  die  Au^be  stellen, 
die  Gesetze  der  Strömungen  in  der  gesddossenen  Kette  ans 
dem  Weber  'sehen  Gesetze  herzideiten.  Diese  Herleitung  scheint 


welche  eich  aii  die  Theorie  der  Elektrostatik  aut>chUüäat 


55 


sdnrar  xa  woDj  doch  ist  es  leicht  apottmori  m  beweisen,  dass 
die  YonteUoDg  von  den  Strdmungen,  za  denen  die  Aniuüime 
des  elektrostaitisdien  Gesetses  geftlurt  Iist,  auch  mit  dem 
"Weber 'sehen  Gesetze  in  Einklang  ist,  wenn  man  noch  eine 
gewisse  Hypothese  zu  Hülfe  nimmt,  die  Hypothese  närnhch^ 
dass  bei  dor  Berechnimg  der  E^raft,  welche  eiue  Scheidung 
der  beiden  Klektricitäten  in  dem  Kamnelemente  v  eines  der 
Leiter  heiTorbringt,  die  Elektricitäten  in  v  als  ruhend  ange- 
sehen werden  müssen.  Diese  Annahme  hat  nichts  Wider- 
strebendes, wenn  man  sich  vorstellt,  dass  die  Bewegimg  der 
Elektricität  in  einem  Leiter  nur  von  Molecül  zu  Molecül  vor 
sich  geht,  so  dass  jedes  Elektrieitätstheilchen  bei  einem  Mole- 
cüle,  bei  dem  es  ankommt,  einen  Ruhepuukt  findet.  Bei  dieser 
Vorstellung  kann  man  leicht  zugeben,  dass  die  Elektriritäts- 
menge,  die  von  einem  Molecül  zu  einem  benachbailen  über- 
geführt wird,  nur  durch  die  Kräfte  bedingt  wird,  die  auf  die 
ßlfiktricitätstheüchen  ausgeübt  werden,  lehrend  sie  noch  an 
jenem  Molecül  sich  in  £tthe  befinden,  nicht  aber  durch  die 
Kräfte,  die  auf  sie  wirken,  w&lurend  sie  schon  auf  dem  Wege 
zum  folgenden  Molecül  sind.  In  Bezug  auf  die  Theorie  der 
Induction,  die  Weber  gegeben  hat,  ist  es  gleicfagültig,  ob  man 
diese  Annahme  macht»  oder  nicht  Macht  man  dieselbe,  und 
denkt  sich  flbrigens  die  StrOmimgeii  in  der  Kette  so,  ivie  sie 
die  YoransseUnng  des  elektrostaiaschen  (Gesetzes  ergeben  hat, 
80  ist  es,  in  Besng  auf  die  Grösse  und  die  Bicfafcong  der 
Kraft,  welche  die Slektiicitftten  in  demlSleniente  v  n  scheiden 
strebt  —  also  in  Besag  auf  die  dektromotorisohe  Kraft,  wie 
Weber  sie  nennt  — ,  gleichgOttig^  ob  man  Ton  dem  elektro- 
statiBohen  oder  dem  Weber'schen  Gesetse  ansgeht  Der 
IJntersdiied,  der  niögUch  w8re^  mttsste  nSmHoh  herrtthren  Ton 
den  Kä^ften,  welche  die  in  deoi  anderen  TheQen  des  Systems 
strömenden  IBlektricittten  ansttben,  und  diese  KrSfte  tragen 
nach  dem,  was  Weber  bewiesen  hat,  zu  jener  elektromoto« 
Tischen  Kraft  nichts  bei,  da  die  Strömungen  constaut  sind,  und 
gleiche  Mengen  der  beiden  Eh  ktricitäten  nach  entgegengesetzten 
Kichtungen  mit  derselben  Geschwindigkeit  iuhieu. 
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lieber  die  itationftren  elektriseboi  SMnmngen  in  einer 
gekrttmmten  leitenden  Fläche.^) 

Hr.  ümow  hat  mir  Ton  einer  Arbeit  Mitlheilimg  gemacht, 
die  sich  mit  den  stationären  eiektnaofaen  Strömungen  in  einer 
gekrümmten,  ieitenden  Platte  Ton  Abentt  f^eidier,  nnendüch 
kUiner  IKoke  in  einer  gekrUmmten,  leitenden  Fl&oke,  wie 
ich  eine  solche  Platte  nennen  irill  —  beechiftigt  Sr  stellt 
in  derselben  die  partielle  DMfarentialglfilfiilmng  fikr  dieee  Strö« 
mungen  md,  indem  er  die  Parameter  der  beiden  Systeme  raa 
ErOmmnngsoiirren  der  Plftohe  als  nnabhftngige  Yaiiable  be- 
nntrt,  nnd  seigt,  dass  diese  paEtielle  Differentialc^chnng, 
die  Ton  der  zweiten  Ordnung  ist,  die  wichtige  EigeiiBohaft 
besitzt,  dass  ihre  Lösong  sich  als  die  Summe  zweier  wiU- 
kOrUeher  l^ctieaen  Ton  je  dnem  Argument  darstellen  UM, 
das  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichung zwischen  zwei  Variabein  zu  finden  ist.  Die  Arbeit 
des  Hrn.  Umow  hat  mir  die  Veranlassung  gegeben  zu  be- 
merken, dass  das  darin  beliandelti'  Problem  in  der  innigsten 
Beziehung  zu  einem  andern,  altberilhmten ,  steht,  zu  dem 
Problem  nämlich,  eine  knimme  Fläche  auf  einer  ebenen  in 
den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden.  Man  sieht  diese 
Beziehung  leicht  auf  dem  folirenden  Wege  ein. 

Es  seien,  der  Bezeichnungsweise  von  Gauss  gemäss,  p 
und  ry  zwei  Variabein,  die  einen  Punkt  der  krummen  Fläche 
bestimmen,  ds  der  Abstand  der  Punkte  {p ,  q)  und  (p  +  dp, 
q  +  dq)  und 

ds^  =  Edp'^  +  2Fdpdq  +  Gdq\ 

Sind  x^yjZ  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes 
und  setzt  man 

dx  =  a  dp  +  a  dq 
dy  —  bdp  •\'  b'  dq 
dz  s=  cdp  +  c'dq, 

80  ist  dabei 

F=  na      bh'  -\-  cc 


1)  HoiistrfMridit  der  Akad.  d.  Win.  m  Bedin  vom  IS.  Jvtt  1876. 
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Vmet  sei  9  das  dekferiBche  Potential  in  dem  Findete 

{p,q\  Lässt  man  dt  ein  Element  einer  Linie  bedeuten,  die 
einen  Theil  der  kmmmen  Fi&che,  dem  nur  durch  seine  Grenzen 
Elc'ktncitüt  zugeführt  wird,  vollständig  begrenzt,  und  n  die  nach 
dem  Innern  dieses  Theils  gerichtete  Normale  von  dSf  so  muss, 
damit  die  Strömungen  stationäre  seien, 


J  dn 


verschwinden.  Um  diese  Bedingung  zu  entwickehi,  nenne  man 
Sh  eine  anendlich  kleine,  aoi  n  von  dt  aus  abgetragene  Lfinge 
und  setze 

ÖH*  -  Edp^  +  2Fdjpdq  +  Göq^i 

dann  ist 
Man  hat  aber 

dgSw  +  dydy  +  dz9z  «  0. 

d.  h. 

{adp  +  n'dq)  (adp  +  i{dq)  +  (bdp  +  b'dq)  (h6p  +  V8^ 

+  (cdp  +  c'dq)  {cöp  +  c6q)  «  0, 

also 

{Edp  +  Fdq)  dp  +  (Fdp  +  Qdq)  9q  «  0; 
hieraus  findet  man  leicht 

.  JFdp^Gdq)ll~{Edp-^Fdq)^ 

DiMer  Auadruck  mnss  ein  vollständiges  Difierential,  und 
daher 

-0 


dp  Bq 

sein.  Das  ist  die  partielle  Differantialgkichnng»  der  9  in  ge- 
nflgen  hat 

FlUirt  man  statt  p  und  q  neue  yamUe  und  q'  m, 
nennt  die  Funktion  von  p\  die  duoh  die  Gleichmigen 
swischen  p^q  imd  p%^  identisch  gleich    wird,  nnd  setrt 

rff«  -  JB'dp''-  +  2  Fdpdq'  +  G'dq'*, 
80  gilt  fttr  ^  die  Düferentialgleichuug;  die  aus  der  abgeleiteten 


^  ij  ...  L.y 


Google 
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entstellt»  irenn  man  den  Zeichen Piq^E^F^G^ip  Striche  bei- 
ftc^  Geliiigt  es  mm        so  zn  bestimmeD,  dass 

F'  =  0,  E'  =  G' 
ist»  so  md  emerseits  die  Gleichung  für  ^' 

das  ist  die  Gleicfanng^  der  das  elektrische  Potential  in  einer 
ebenen  Fläche  zu  genflgen  hat,  wenn  p  imd  q'  die  rechtwink- 
ligen Gooidinaten  eines  Punktes  derselben  bedeuten.  Anderer- 
seits aber  wird,  wenn  man  p,  ^'  als  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  ansieht»  dnroh  die  Rela- 
üonen  zwischen  p ,  q  und  p',  die  gegebene  kromme  Pläche 
in  den  kleinsten  Theflchen  8hnHch  auf  einer  Ebene  abgebildet 

Gesetzt,  man  könne  eine  gegebene  knininie  Fläche  in  den 
kleinsten  Tbeilen  ähnlich  auf  einer  ebenen  abbihlen  uud  man 
habe  eine  Funktion  y',  die  das  Potential  einer  möglichen  Elek- 
tricitätsbewegung  in  der  ebenen  Fläche  darstellt;  niuii  hat 
dann  in  der  Funktion  q:>  das  Potential  einer  in  der  krummen 
Fläche  möglichen  elektrischen  Strömung.  Die  Linien  gleichen 
Potentials  in  dieser  sind  die  Bilder  der  Linien  gleichen  Po- 
tentials in  jener,  da  ja  für  entsprechende  Punkte  fp  =  cp  ist, 
und  die  Stromhnien  in  der  einen  sind  die  Bilder  der  Strom- 
hnien  in  der  andern,  da  hier  und  dort  die  Stromlinien  die 
Linien  gleichen  Potentials  senkrecht  sclmeiden  und  entsprechende 
Linien  unter  gleichen  Winkeln  sich  treffen.  Nehmen  wir  noch 
an,  dass  die  Abbildung  der  beiden  Flächen  der  Art  ist,  dass 
ihre  Grenzen  einander  entsprechen,  und  die  Elektricitäts- 
beweguTig.  zu  der  das  Potential  q>'  gehört,  eine  solche,  dass 
durch  die  Gbrenzen  der  ebenen  Fläche  keine  Elektricität  strömt, 
diese  Grenzen  also  aus  Stromlinien  gebildet  sind,  so  ist  die 
Elektricitätsbewegung  in  der  krummen  Fläche,  der  das  Poten- 
tial tp  entflpricht»  eine  solche,  dass  auch  die  Gh^nzen  dieser 
Fläche  ans  Stromlinien  bestehen,  also  auch  durch  diese  Grenzen 
keine  Elektricittt  fliesst 

Diese  Methode^  Elektrioitfttsbewegungen  m  finden,  die  in 
krummen  FUUshen  mO^ioh  sind»  mOge  an  zwei  Eftllen  erl&otert 


in  einer  gekrümmten  leitenden  Fläche. 
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irerden,  die  tot  Ifingarer  Zal  sohon  Hr.  Boltzmann^)  auf 
aadflni  Wegen  behandelt  bat 

Eine  in  den  kleinsten  Theilt-n  ähnliche  Abbildung  einer 
Kugelfläche  auf  einer  Ebene  erhält  man  bekanntlich,  wenn 
man  von  dem  einen  Endpunkte  des  Kugoldurchmessers,  der 
auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  gerade  Linien  zieht  und  die 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  und  der  Kugcltiäche  einer  jeden 
dieser  Linien  als  Bilder  von  einander  betrachtet.  Es  ist  diese 
Abbildung  die  stereographische  Projektion.  Man  denke  sich 
die  Ebene  durch  einen  unendlich  giossen,  die  Kugelfläche  durch 
den  entsprechenden,  unendlich  kleinen  Kreis  begrenzt  Lässt 
man  der  Ebene  Elektricität  durch  einen  Punkt  zu-,  durch 
einen  andern  abetrömen,  so  sind,  wie  bekannt,  die  Strombnieii 
die  KreiBbögen,  welche  diese  beiden  Punkte  verbinden,  und 
die  Ldnien  gleichen  Potentials  die  Ej-eise.  welche  zu  Durcb- 
messem  die  Abstände  je  zweier  Punkte  haben,  die  zu  dem 
Ein-  und  Aosstomungspunkt  harmonisch  liegen.  Femer  ist 
bekannt)  dass  das  Bild  irgend  eines  Exeises  in  der  Ebene 
nieder  ein  KreiB  auf  der  Kogel  ist  Bs  folgt  daraus,  dass, 
wenn  man  der  Kugeüfl&ohe  die  ElektrieiUit  durch  die  Funkte 
m-  und  Abströmen  Ifiaat^  die  die  Bilder  des  Em-  und  des  Ans- 
strOmflmgsponktes  in  der  Ebene  sind,  die  Stromlinien  die  Ereia- 
bOgm  sind,  die  diese  Punkte  mit  einander  rerbinden,  und  die 
Linien  gleidhen  Potentials  eben&lls  Kreise.  Dass  die  Ebenen 
der  letsteren,  nie  Hr.  Boltsmann  schon  gefhnden  hat»  dnroh 
die  Georade  gehen,  in  der  die  Tangentialebenen  sieh  sdmeiden, 
die  an  die  Kugel  in  dem  Ein-  und  dem  AusstrOmungspunkt 
gelegt  werden  kOnnen,  folgt  leicht  aus  den  harmomschen 
Eigenschaften  des  Kreises.  Auf  die  Bewegung  der  Elektricität 
in  der  Kugelfläehe  hat  die  unendhch  kleine  OeflFnung,  die  in 
dieser  vorausgesetzt  wiude,  nur  einen  unendlich  kleinen  Ein- 
lluss;  es  gelten  die  gewonnenen  Kesultate  daher  auch,  wenn 
diese  Oefliiung  fehlt.  Ist  die  leitende  Kugelfläche  diu-ch  iigend 
einen  Kreis  begrenzt,  so  ist  die  Elektricitätsbewegung  dieselbe, 
wie  wenn  die  ganze  Kugelfläche  leitete,  ausser  den  gegebenen 

1)  Sitzungsberichte  der  KaioerL  Akademie  der  Wissenachaften  zu 
Wien  LH  p.  214  (1865). 
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PuoktoD,  in  deaen  dia  EleldziGsitIt  ein-  imd  anastrOmt^  aber 
noch  ein  Ein-  nnd  ein  AnastrOnmiigspiinkt  Torhanden  wire 
ansaezlialb  des  gegebenen  Stücke«  der  KngelffiUshe.  Es  fijlen 
dieae  mit  den  gegebenen  Ein-  und  AusstrSmungspnnkten  za- 
sanimen,  wenn  der  begrenzende  Kreis  durch  diese  hindurchgeht 

Mit  Hülfe  eines  eigenthümlicheu  Kuii>tgntrs  liat  Hr. 
Boltzmuun  dui  Aufgabe  gelöst,  die  Strömungen  in  einer 
Cylinderfliiche  zu  linden,  der  die  Elektricität  dui-ch  zwei  Punkte 
zu-  und  abgeleitet  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen  führen 
zu  demselben  Resultate,  zu  dem  Hi\  B  oltz  mann  gelangt  ist. 

Man  denke  sieh  einen  kreisförmigen  Cyhnder  von  dem 
Radius  1 ;  die  Lage  eines  Punktes  desselben  bestimme  man 
durch  seine  Höhe  z  über  einem  festen  Querschnitt  und  den 
Winkel  v,  den  die  durch  ihn  und  die  Axe  gelegte  Eigene 
mit  einer  festen,  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  bildet. 
Anderei'seits  nehme  man  r  und  v  als  die  Poiarooordinaten 
eines  f  imktes  in  einer  Ebene  an.  Setzt  man 

jr-logr, 

80  Wird  dadnrch  die  Oylindecflftche  in  den  kleinsten  Theilen 
Sbnlich  auf  der  Ebene  abgebildet  Lt  die  Oylinderflftehe  dnrch 
.  swei  zur  Aze  senkreobte  Qneraohnitte  begrenzt,  so  ist  ea 
die  Ebene  dmch  iwei  eoneentiiscbe  Kreise,  dlb  die  Bilder 

jener  sind.  Rücken  jene  Quersobnitte  nach  beiden  Seiten  in 
die  Unendlichkeit,  so  wird  der  eine  dieser  Kreise  unendlich 
klein,  der  andere  unendhch  gross.  Wird  der  so  begrenzten 
Ebene  Elektricitiit  in  den  Punkten  (r^  v^)  und  {r.^,  r^)  zuge- 
fülirt  imd  entzogen,  so  kann  das  elektrische  Potential  in  dem 
Punkte  {fjv) 

^  r«+r|  —  arr^  ooi  (« — «bl 

gesetzt  werden.  Macht  man  nun 

r  »  <■  ,  Tj  «  e*«  ,  r, 
so  erfafilt  man  bierans 

und  dieser  Ausdi'uck  stellt  das  Potential  in  dem  Punkte  {z,  v) 
der  Cylindeiliäche  bei  Strömungen  dar,  bei  denen  (^j,  v^)  und 
{z^f  v^)  Ein-  und  Ausströmungspunkt  sind. 


m  einer  gekrüminteii  Icutenden  Flftchd. 
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Aendert  man  die  Gestalt  des  Querschnitts  des  Cylinders, 
ohne  die  Längen  seiner  Elemente  zu  ändern,  so  bleiben  die 
kleinsten  Theile  derFläche  sich  congnient;  daraus  folgt,  dass 
der  eben  gefundene  Ausdruck  auch  das  Potential  für  einen 
Cylinder  von  beliebigem  Querschnitt,  dessen  Lmfang  2n:  ist, 
dai*stellen  kann,  wenn  man  v  den  auf  einem  Querschnitt  ge- 
messenen Abstand  des  variabeln  Punktes  von  einer  festen  Seite 
der  Cylindei"fläclie  bedeuten  lüsst. 

Es  ist  immer  möglich  eine  krumme  Fläche  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  auf  einer  ebenen  abzubilden,  aber  nicht 
■0|  dass,  wie  in  den  betrachteten  Beüpieleii,  die  Grenzen  der 
einen  die  Bilder  der  Ghrenzen  der  andern  sind.  Es  soll  auch 
ein  Fall,  in  dem  das  moht  möglich  ist,  hier  erörtert  werden. 
Eb  handle  sich  um  eme  mibegränzte  Bingfläche,  die  entsteht, 
ivenn  eine  Kreislinie  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende,  sie 
nicht  aehneidepde  Axe  gedreht  wird,  Ffir  diese  El&che  kaon 
man  setzen 

{a  +  bcosg)  cos 
y  SS  (a  +  bcoBq)miip 

wobei  dann  h  den  Badxna  des  gedrehten  EreiBes,  a  den  Itadios 
des  Ej*eises  bedeutet,  auf  dem  der  Mittelpunkt  jenes  sich  be- 
wegt hat,  und  a  >  d  ist   Es  ist  dann 

d»^  =  (a  +  Ä  cos  qY  df'  -h  ^2  dq^^ 

Man  fi&hre  nnn  an  Stelle  Ton  f^q  nene  Yariabehi  u^v 
eÜDi|  so  dasB 

ist)  o  mit  q  Tenchwiudet  und  mit  diesem  stetig  wächst  Dann 
wird 

(a-Äcos^j 

Durch  die  Gleichungen  zwischen  /'^^^tCy«  ist  hiernach 
die  ganze  imbegrenzte  Bingoberfiäche  auf  einer  Ebene  abge- 
bildet)  wenn  man  u  nnd  v  als  die  rechtwinkligen  Coordinaton 
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eines  Punktes  dieser  ansieht,  und  zwai*  auf  einem  Rechteck, 
dessen  Seiten  der  z/-Axe  und  der  r-Axe  parallel  sind  und 
die  Längen  2n  Ya^  —  b^  und  2:T.b  haben. 

Wird  (p  +  irp  irgend  wie  als  Funktion  von  ?/  +  iv  be- 
stimmt, so  genügt  cf  der  Differentialgleichung,  der  es  zu  ge- 
nügen hat.  Es  werde  die  Elektricität  der  Ringoborfläche  in 
zwei  Punkten  zu-  und  abgeleitet;  dann  kommen  die  Bedin- 
guiigen  hinzu,  dass  (f  in  diesen  beiden  Punkten  i  oo,  und 
zwar  logarithmisch  unendlich  wü'd,  in  allen  andern  Punkten 
aber  endlich  und  periodisch  in  Bezug  auf  u  um  27tya*  —  h^, 
in  Bezug  :iuf  v  um  27ib  ist.  Alle  diese  Forderungen  sind 
leicht  zu  ei-fullen  mit  Hülfe  der  t9-- Funktionen.  Wir  setzen, 
der  Jacobischen  BezdchnnngsweiBe  entq^rechend, 

-  1  —  2^  008  ^- +  2  j *  cos  2  ^  —  2  ^ »  cos  3  ^ -H .  • 

bestimmen  den  Modul  von  t^*  ans  der  Gkicbnng 

JT  b 

machen 

wo  A  so  gewBhh  ist,  dass 

wird,  und  bezeiclmen  die  Werthe,  die  cj  für  den  Ein-  und  den 
Ausströmungspmikt  hat,  duich  Wj  und  co^,  sowie  die  entspre- 
chenden Werthe  von  v  duich  v^  und  v^.  Aus  den  bekamiten 
Eigenschaften  der  i^- Funktionen  ist  dann  leicht  zu  erweisen, 
dass  den  gestellten  Forderungen  durch  die  Gleichung 

genügt  wird,  in  der  A  imd  S  swei  willkürliche  Constauten 
bedüiten,  yon  denen  A  reell  sein  muss. 

Als  besondere  einfiELch  verdienen  die  3  Fälle  noch  Er« 
Wiihnung,  diiss 

und  «2  »  0  oder  =  K  oder  ^K+ilT 


j,„. .... ^.....^le 


in  eiuer  gekrümmten  leitenden  Flüche. 
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st;  in  diesen  Fällen  wird,  wenn  man  über  die  Constanten  A 

und  B  passend  verfugt: 

-|- =  lg  sin  am  w  oder  =  lg  cos  am  w  oder  =»  lg  A  t^- 

In  der  nebenstehenden 
Fig.  6,  die  den  Diu'clischnitt 
der  Ringoberfläche  mit  der 
xy- Ebene  darstellt,  ist  für 
diese  3  Fälle  die  Lage  des 
Einströmungspunktes  mit 
die  Lage  des  AnsstrOmungs- 
punkt^s  mit  dn,  oo8y  A  be- 
zeichnet 

Die  Beziehimg,  snf  die 
anfinerksam  zu  machen  der 
Zweck  dieser  Mittheilong  ist, 
zwischen  dem  Problem  der 
Stromverbreitang  in  einer 
knunmen  JBlftche  und  dem  Problem  der  Abbildnng  einer  solchen 
auf  einer  Ebene  ist  ersichtlich  för  jenes  von  erheblicher  Wich- 
ti^Eeit;  aber  auch  ftr  dieses  ist  sie  wohl  nicht  ohne  Bedeatong. 

Kennt  man  eine  mögliche  Elektridt&tsbewegung  fÖr  eine 
gegebene  krmnme  Flache,  d.  h.  eine  Fonktion  ip  von  p  und  ff 
die  der  daftr  angestellten  Differentialgleichung  genügt,  so  kann 
man  eine  AbHMnng  der  knunmen  Fl&che  auf  einer  ebenen 
finden.  Der  folgende  Weg  ftthrt  zu  diesem  Ziele.  Bei  der 
Ableitong  der  partiellen  Differentialgleichung  füx-  (f  wuidc  be- 
nutzt, dass  dw  1 

ein  vollständiges  Difierentiai  sein  muss;  man  setze  dieses  = 
d\jj,  indem  man  unter  \p  eine  neue  Fimktioii  von  p  und  q 
versteht,  die  bis  auf  eine  additive  Coustaute  bestimmbar  ist. 

1/;  =  coust 

iBt  dann  die  Gleichung  der  Stromlinien;  denn  wählt  man  d$ 

80^  dass  i^yr  »0  ist^  so  Tenehwindet^« 
von  y  folgt  feiner 


Aus  der  De 


8^ 


dp 


y  Google 
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_      dp  9q 

und  mit  HtdÜB  loervon  findet  man  leldit 

G  fl^V  —  2  -Ff"^  f  ^  +  -^(1^)* 
rfyi  +  li^»  ^^^ei  ^  rf*«. 

Diese  Gleichimg  zeigt,  dass  <p  und      die  Eigenschaft 

haben,  die  bei  p'  uud  g'  vorausgesetzt  wurde,  und  dass  also, 

wenn  tp  und  t/»  als  die  rechtwinkligen  CoordüiLiten  eines  Punktes 
in  einer  Ebene  angesebn  werden,  man  eine  AbbiUliuig,  wie  sie 
verlangt  wnrdc,  erhält  Ist  die  ki-umme  Fläche  begrenzt  durch 
zwei  Linien  (f  =  const,  und  zwei  Linien  w  =  coust,  so  ist  die 
Abbildung  ein  Ilechteck.  Den  Linien,  welche,  den  Seiten 
parallel,  das  Rechteck  in  unendhch  Ideine  Quadrate  theilen, 
entsprechen  Linien  gleichen  Potentials  und  Stromlinien, 
welche  die  krumme  f^läche  auch  iu  uueudlich  kleine  <c^ua4rate 
zerlegen. 

Nun  möge  die  Elektricität  in  einem  Punkte  a  im  Innern 
der  knunmcn  Fläche  einströmen  und  in  einem  zweiten  Funkte 
b  im  Innern  derselben  ausströmen.  In  diesen  Punkten  ist  ^ 
dann  '^7  ^^^^^  m^flndliAh  nahe  an  ihnen  sind  die  Lmien 
gleichen  Potentials,  gerade  so,  wie  wenn  die  Fläche  eben  wSTe, 
concentrische  Kreise;  die  Stromlinien,  die  alle  von  a  ausgehn 
und  in  b  endigen,  sind  unendhch  nahe  an  diesen  Punkten  die 
Badien  jener  Kieaaß,  und  der  irgend  einer  Stromhnie  entspre- 
chende Werth  von  t//  ist,  bei  passend  gewählten  Einheiten, 
dem  Winkel  gleich,  den  das  ente  Element  dieser  Stromlime 
mit  dem  ersten  Element  einer  festen  Stromlinie  bildet;  et 
varürt  dann  ^  in  der  ganaen  Fl&che  mm  2n.  Kennt  man  9 
nnd  80  hat  man  die  Abhildimg  der  krammen  Elftche  anf 
einem  Streifen,  der  nach  den  beiden  Seiten  der  ^-Aze  rieh 
in  die  Unendlichkeit  erstreckt;  den  nichtleitenden  Grenaeii  der 
krmnmen  Fl&che  entsprechen  der  ^p-Aze  parallele,  begrenzte 
Linien;  Sromlinien,  die  so  gewiMt  sind,  dase  die  ersten  Ele- 
mente Ton  je  zweien  anftmander  folgenden  (^eich  grosse,  m- 
-endlidi  kleine  Winkel  mit  einander  Mlden,  entsprechen  der 
^-Axe  parallele,  gleich  ireit  yon  einander  ahetehende  Linien. 
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Die  Liniflii  gleushen  Potentials  in  einer  leitenden  Flftche 
können  eacperimentell  gefunden  werden,  und  daher  liest  sich  die 
beqproehene  Abbildnng  in  jedem  "FtllA  ezperimeirtell  ansfllliren. 
Nachdem  man  ein  Sjstem  von  Linien  gleichen  Potentials  auf« 
gesndit  haty  oonstnnre  man  ein  Sjstem  ton  Stromlinien^  Ton 
denen  je  xwei  anf  einander  folgende  in  a  einen  Ueinen  "Vinkel 
Ton  derselben  Gftae  mit  einander  bilden,  nnd  snohe  dann  ein 
System  von  Linien  gleichen  Potentials,  welche  den  Zwischen- 
raum zwischen  zwei  beliebig  gewählten,  aiif  einander  folgenden 
Stromlinien  in  unendlich  kleine  (Quadrate  theilen.  Die  ent- 
sprechende Theiluiig  des  Streil'ens  findet  niiui,  indt-iii  man  diesen 
seiner  Breite  nach  in  so  ^iele  gleiche  Theile  zerlegt,  als  man 
Z\vi8chenräume  zwischen  auf  einander  folgenden  Stromlinien 
in  der  kiummen  Fläche  hat,  imd  senkrecht  zur  Längsrichtung 
in  passenden  Abständen  Linien  zieht.  Von  den  unendlich 
kleinen  Quadraten,  in  die  die  krumme  Fläche  und  der  Streifen 
so  getheilt  sind,  kann  man  ein  boliobip^es  Paar  als  sich  ent- 
sprechend amiehmen;  zwei  beliebige  Punkte  in  den  beiden 
Flächen,  die  c  mid  c'  genannt  werden  miigen,  kann  man  als 
die  Bilder  von  einander  betrachten;  durch  Abzählen  findet  man 
dann,  welches  Quadrat  der  einen  Fläche  ein  gegebenes  der 
andern  darstellt  Hat  man  festgesetzt,  welches  Ende  des 
Streifens  dem  Punkte  a,  welches  dem  Punkte  b  entspricht,  und 
die  Hichtang  gewJkhlt,  in  der  man  die  Quadrate  des  StreüEens 
in  der  Breite  dieses  auf  einander  folgen  lassen  \vill,  so  kann 
man  die  Quadrate  der  krummen  fläche  auf  einer  Linie  gleichen 
Potentials  noch  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Shme 
dhkn:  man  eihSlt  dann  eine  Abhüdimg  der  einen  oder  der 
andern  Ton  den  beiden  Arten,  die  möglich  sind. 

Hat  man  in  dieser  Weise  swei  krumme  Flftchen  anf  dem« 
selben  Streifen  abgebildet»  so  hat  man  sie  anch  anfimiander 
in  den  kleinsten  Theilen  fihnlioh  abgebildet  Man  siehf^  dass 
das  immer  mOgüeh  ist  so  an  bewkkan,  dass  8  beliebigen 
Punkten  a,6,e  der  einen  Flftche  8  belielxige  Punkte  b\  e' 
der  andern  entsprechen.  Dabei  werden  aber  im  Allgemeinen 
die  als  moht  leitend  Torausgesetsten  Qrenien  derselben  nicht 
die  Bilder  von  einander  sein,  und  llberlunqpt  iperden  mcfat 
«    ausnahmdos  die  Bilder  benachbarter  Pankls  der  einen  Fliehe 
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benaohbarte  Punkte  der  andern  sein.  Um  dieses  zu  bewirksiiy 
werden  im  AUgemeinen  iii  jeder  Fläche  gewisse  Schnitte  ge- 
führt werden  müssen,  die  Theile  von  Stromlinien  sind.  Sind 
die  beiden  Flächen  einfach  zusammenhängende,  BO  ist  im  All- 
gemeinen in  jeder  Fläche  ein  solcher  Schnitt  zu  ziehn;  die 
beiden  Seiten  des  Schnittes  der  einen  FlAohe  entsprechen  dann 
der  «nprQngliohen  Qrense  der  andero,  und  umgekehrt  Wählfc 
man  den  Punkt  ^  bei  gegebener  Lage  dee  Punktes  c  in-  einer 
paaMnden  Stromliniei  so  ftUen  die  beiden  Schnitte  in  die  or- 
^irünglichen  Grenaen  selbst  und  sind  dann  mmftthig;  man 
branobt  nur,  nm  daa  in  eraeichen,  die  Pmkte  c  and  o'  in  dieaen 
Grenaen  anaanehmen* 


Ü6ber      Heanog  d^iriieber  LeftugsOUgkeiteiki) 

Zur  Yerglftichung  der  Widerstände  konser  Drähte  hat 
Sir  W.  Thomson*)  eine  Methode  angegeben,  die  auf  einer 
Anordnung  beruht,  welche  eine  Modifikation  der  Wbeat* 
st one' sehen  Brücke  ist  Eine  andere  Methode,  die  zn  dem- 
selben Zwecke  dienen  kann,  in  mancher  Hinsicht  bequemer 
ist  und,  wie  es  scheint,  an  Genauigkeit  jener  nicht  naobBtebt» 
berobt  auf  der  An?rendnng  eines  Bifferential-GalYanometeray 
dessen  Windungen  so  eingestellt  werden  können,  dass  ein 
Strom,  der  sie  nacheinander  durcbflieeaf^  keine  Ablenkung  der 
liagnetnadeL  bervorbringt  Bildet  man  ans  den  beiden,  zu 
Teigleiclienden  Wideratihiden  und  einer  Kette  einen  S^eia^ 
schaltet  als  Kebenachlieasongen  an  jenen  die  beiden  Drtiite 
des  Differentialgalvanometers  ein,  und  yerftndert  den  Wider- 
stand dea  einen  dieeer  DrSbto  ao  lange,  bia  die  Ablenknng  der 
Nadel  Tersobwindet^  ao  ist  daa  YerbiltniBs  der  zu  Tergleicheii- 
den  Widenttnde  gleich  dem  YeibSltiusa  der  Wtd«ntBnde  der 
GalfanometerdrShte,  yoransgesetzt,  dass  den  Windungen  die 


>)  Monataboricht  .!er  Akad.  d.  Wiss.  zii  BefUn  V«B  1.  JoH  1680. 
•)  PhiL  Mag.  £4j  VoL  XXIV  p.  149.  1862. 
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bezeichnete  Einstellung  gegeben  ist.  Fügt  man  nun  den  bei- 
den Galvanometerdrähten  solche  Widerstände  hinzu,  dass  wie- 
derum die  Ablenkung  der  Nadel  verschwindet,  so  ist  auch  das 
Verhältniss  der  hinzugetiigten  Widerstände  gleich  dem  Ver- 
liÄltniss  der  zu  vergleichenden.*) 

Will  man  aus  dem  Widerstande  eines  Drahtes  —  sei 
dieser  nach  der  einen  oder  nach  der  andern  der  erwähnten 
Methoden  bestimmt  —  die  Leitungsfähigkeit  ermitteln  imd 
kann  man  bei  der  Genauigkeit,  die  man  beabsichtigt,  einen 
Fehler  nicht  zul;ussen,  der  von  der  Ordimng  des  Verhältnisses 
der  Dicke  des  Drahtes  zu  seiner  Länge  ist,  so  darf  man  da, 
wo  drei  Zweige  des  leitenden  Sjstemes  zusammenstossen ,  die 
Ströme  nicht  mehr  als  lineare  ansehn;  es  muss  also  eine  An- 
wendung der  Theorie  dar  StromTerbreitiuig  in  mcht-linearen 
Leitern  stattfinden. 

Yon  dam  Wideratande  dnes  mcht-linearen  Leiters  kann 
man  —  Btrange  genommen  —  nur  unter  der  Voraussetzung 
sprechen,  dass  der  Theil  seiner  Oberfläche,  dnrch  den  Elek- 
tricität  str()mt,  aus  zwei  Flächen  besteht,  von  denen  innerhalb 
einer  jeden  das  Potential  constant  ist.  Die  Differenz  der 
Potentiahrarthe  in  diesen  beiden  Elektro  den  flächen,  wie 
sie  genannt  werden  mögen,  dividirt  durch  die  Elektricitäts- 
menge,  die  durch  die  eine  oder  die  andere  in  der  Zeiteinheit 
fliiBBrt,  ist  dami  eine  Constante  des  Leiters,  die  eben  der 
Widerstand  desselben  heisst  Es  muss  hier  ein  Terwickeiterer 
Fall  ins  Ange  ge&sst  werden,  der  Eall,  dass  statt  der  zwei 
ElektrodenflScben  deren  mehr  Torbanden  sind,  TOSk  dentta  eine 
jede  aber  wieder  eme  Iiiohe  Reichen  Potentials  sein  soOL 

Es  sei  n  die  Zabl  der  Eleldvodenfl&chen,  es  seien  P„ 
Ptgf  • . .  P<m  die  Potentiahreräie  in  ihnen  imd  J^,  J^,  die 
Elflktricit&tsmengen,  die  dnrdi  sie  in  der  Zeiteinheit  in  den 


')  Hr.  Tait  iiat  eine  fthnKehe  Methode  mit  der  llioiiifOn*Mben  ver* 

glichen  und  dieser  überl^^ea  geftmden;  bei  dem  von  ihm  benutzten 
DiflVrentialgalvanometer  war  aber,  wie  es  scheint,  nicht  die  Einrichtung 
getrortcu,  daaa  die  Windungen  verstellt  werden  konnten,  und  in  Folge 
liiervon  muaste  er  auf  wesentliche  Vortheile  versichten,  die  die  im  Texte 
empfohlene  MsOode  daiUetai  Edinb.  Thm.  YqL  'M  p.  IVt.  1877—78. 
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68         Ueber  cHe  Mmrd«  dektrtodier  LeitmigrfihigkeiteD. 

Leiter  hinfflnflieweiL  Sind  diese  Intonrntütotn,  zwiaofaen  denen 
die  Belalaon 

^i  +  /,  +  -  +  ^»-0 

bestehen  mnss,  gegeben,  so  sind  die  GrOssen  P  bis  auf  eine 
additive  Oonstante  bestimmt;  ivird  diese  c  genannt,  so  ist 

P,  SS  c  +  a,i      +       «4  +  —  +  Oj««^» 


"WO  die  Grössen  a  Coiistaiiten  des  Leiters  bezeichnen,  Con- 
stanteii)  die,  beiläufig  bemerkt,  aber  uicht  uaabhängig  von 

einander  sind,  sondern  auf  "^"^    Ton  einander  unabhängige 

GiOssen  zmückgef&hit  werden  können. 

Nnn  werde  angenommen,  dass  ««4  ist,  dass  die  Elek- 
trodenflioben  1  mid  4  mit  den  Polen  einer  Kette,  die  Elek* 
trodenflftcfaen  2  nnd  8  mit  den  Enden  eines  Drahtes  (des 
eines  Drahtes  eines  Differentialgahanometers)  Toibanden  seien. 
Der  'Widerstand  dieses  Drahtes  sd  lo.  Es  ist  dann 

=    —  Jj,  =  — -  Jj. 

femer  hat  man  einerseits 

Pf  — Pj««io«^i> 

andererseits 
Setzt  man 

so  folgt  hieraas 

nJ^  =z{tD—r)J^. 
Die  Grösse  g  liisst  sich  bezeichnen  als  der  Werth,  den 
jPj  —  in  dem  Falle  hat,  dass  =  —  J^=Q  \md  —J^ 
=  1  ist.  Ist  der  Leiter  ein  sehr  langer ,  dünner  Draht ,  und 
liegen  die  Flächen  1,  2  ganz  nahe  an  dem  einen,  die  Flächen 
3,  4  an  dem  andern  Ende,  so  ist  g  der  Widerstand  des  Lei- 
ters; bei  anderer  Gestalt  des  Leiters  wird  man  q  einen 
Widerstand  desselben  nennen  dürfen. 
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Man  denke  sich  jetst  neben  dem  beeprodienen  Lete 
einea  sweHen,  ireldher  aach  die  Eigenschaften  besitsiy  die 
jenem  beigelegt  amd.  Ben  Oftaem  ^  nnd  i*  bei  jenem  mdgen 
die  Grtaen  P  nnd  B  bei  diesem  entsprecheD.  Die  Elek- 
trodenflftchen  2  imd  8  des  zweüen  Leiters  seOen  mit  den 
Enden  des  zweiten  Drahtes  des  Differentialgahranometers  yer- 
bnnden  sein,  dessen  erster  Draht  mit  seinen  Enden  die  Elek- 
trodenfttehen  2  mid  8  des  ersten  Leitors  berührt;  die  Elek- 
trodenfllchen  1  und  4  des  zweiten  Leiten  sollen  respektive 
mit  den  ElektrodenlBftchen  4  nnd  1  des  ersten  eommmriciren» 
die  eine  dorch  eben  Diaht»  die  zweite  dnreh  eine  Kette.  Bs 
ist  dann  eme  Anordnung  hergesteUt»  wie  sie  am  Anfinge  die- 
ser Mittheüimg  beschrieben  ist  Bei  dieser  Anordnung  hat 
f&r  beide  Leiter  denselben  Werth,  und  dasselbe  gilt  andi 
für  J.,  wenn  die  Nadel  des  Gahranometers  keine  Ablenkung 
zeigt  und  dieses  Instrument  die  TorauBgesetete  Einrichtung 
besitzt  Ist  W  der  Widerstand  des  zweiten  Gulvanometer- 
drahtes,  so  hat  man  daher 

also 

P(w-r)=^(IF-Ä). 
Bind  nnn     nnd  W  zwei  andm  Werthe  der  Widersttnde 
der  beiden  Galfaiiometeidrittite>  bei  denen  die  Nadel  ebmfidls 
keine  Ablenknng  erleidet»  so  ist  ebenso 

es  ist  also  aach 

Kann  man  theoretisch  den  Widerstand  q  durch  die  Lei- 
tnngsfahigkeit  und  <lie  Dimensionen  des  betreffenden  Leiters 
ansdiücken,  liat  mau  diese  Dimensiouen  gemessen,  kennt  man 
und  das  Verhältniss  der  Widerstünde  ic'  —  w  und       —  fV^ 
80  kann  man  hieniaeh  jene  LeituiigstYihigkeit  berechnen. 

Eine  wesentliche  Grundhige  der  angestelUen  Betrachtun- 
gen war  die  Voraussetzung,  dass  die  Elektrodeniiächeu  Flächen 
gleichen  Potentials  sind.  Eine  Elektrodenfläclie ,  die  diese 
Eigenschaft  hat,  kann  man  finden,  wenn  dem  Leiter  Elektrici- 
tät  durch  eine  Fläche  zugeführt  wird,  deren  Dimensionen  un- 
endlich klein  gegen  alle  Dimensionen  des  Leiters  sind.  Wenn 
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man  nlmlich  um  einen  Punkt  dieser  Fläche  eine  Kugel  be- 
schreibt mit  einem  Radius,  der  unendlich  gross  gegen  ihre 
Dimensionen,  aber  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  des 
Leitei-s  ist,  so  ist  der  innerhalb  des  Leiters  befindliche  Theil 
dieser  Kugel  eine  Fläche  gleichen  Potentials,  iiiul  er  ist  daher, 
wenn  man  ihn  zur  Begrenzung  des  Leiters,  den  niuu  Ijetrach- 
tet,  rechnet,  eine  Elektrodenfläclie  der  vorausgesetzten  Art. 
In  anderer  Weise  kann  man  eine  solche  finden,  wenn  der 
Leiter,  ganz  oder  zum  Theil,  aus  einem  Cylinder  von  beliebig 
gestaltetem  Querschnitt  besteht,  dessen  Länge  die  Dimensionen 
des  Querschnitts  erheblich  übertrifft,  und  wenn  die  Elektricitiit 
am  Ende  desselben  zuströmt.  Ein  Querschnitt,  der  von  die- 
sem Ende  um  ein  massiges  Vielfaches  der  grossten  Sehne  des 
Querschnitts  al)stelit,  kann  dann  als  eine  Fläche  gleichen 
Potentials,  und  also  auch  als  eine  Elektrodenfläche  der  in  Rede 
stehenden  Art  augesehen  werdeui  wenn  man  ihn  als  zur  Gbrenze 
des  Leiters  gehörig  betrachtet. 

Eine  Anordnung,  die  hiemach  benutzt  werden  kann,  wenn 
die  Leitungslahigkeit  eines  Stoffes  gemessen  werden  soll,  der 
in  Form  eines  (^y linders  von  massiger  Länge  vorliegt,  ist  die 
folgende:  Der  Strom  der  Kette  wird  dem  Stabe  durch  seine 
Enden  zu-  und  abgeleitet :  die  Enden  des  einen  Galvauometer- 
drahtes  sind  mit  Spitzen  in  leitender  Verbindung,  die  gegen 
die  Mantelfläche  desselben  in  zwei  Punkten  (^drückt  werden, 
deren  Abstände  von  dem  nächsten  Ende  ein  m&ssiges  Viel- 
faches der  grössten  Sehne  des  Querschnitte  ausmachen.  Als 
die  Elektrodenflächen  1  und  4  können  dann  zwei  Querschnitte 
des  Stabes  betrachtet  werden,  die  etwa  in  den  Mitten  zwischen 
einem  Ende  und  der  nächsten  Spitze  sich  befinden,  als  die 
Elektrodenflächen  2  und  8  zwei  Kugelflächenstücke,  die  mit 
anendlich  kleinen  Radien  um  die  beiden  Spitzen  beschrieben 
giiKd.  Der  Widerstand  q  ist  dann  gleich  dem  Abstand  der 
durch  die  beiden  Spitzen  gelegten  Querschmtte^  diiidirt  duroh 
ihre  Fläche  und  die  IjeitongpfiUugkeit 

Es  kann  aber  wfliwfihwwwerth  sein  die  gaase  Linge  des 
gegebenen  Stabes  aoszunntzen,  um  den  zu  messenden  Wider- 
stand so  gross  als  möglich  zu  madimi*  Hai  der  Stab  die 
stalt  eines  reclitinnUigaii  Panllelap^edimiSy  so  empfiehH  sicli 
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dann  die  AnordnuDg,  bei  der  Ton  den  Tier  Ecken  dner  lan- 
gen SeitenflSche  zwei,  einer  langen  Kante  angehörige,  mit  deir 
Kette,  die  beiden  andern  mit  dem  Galvanometerdrahte  Ter* 
banden  werden;  wobei  dann  die  Elektrodenflächen  1,  2,  3,  4  die 
Octanten  von  vier  unendlich  kleinen  Kug  Itiiuhen  sind,  deren 
Mittelpunkte  in  den  genannten  vier  Ecken  liegen.  Die  Me- 
thode ist  in  der  Ausliilirung  sehr  bequem,  und  sie  bietet  auch 
in  sofern  ein  Interesse,  als  sie  eine  Anwendung  der  schönen 
Theorie  der  Stromverbreitmig  in  einem  rechtwinkligen  Parellele- 
pipedum  bildet 


Hr.  GrenhilP)  hat  bereits  t&r  das  Potential  in  emem 

Punkte  eines  rechtwmkligen  Parallelepipedums ,  dem  durch 
einen  Punkt  die  Elektricität  zuströmt  und  durch  einen  zweiten 
entzogen  wii'd,  einen  Ausdruck  aufgestellt,  der  hier  zu  Grunde 
gelegt  werden  kann.  Ein  Endpunkt  des  Parallelepipedums 
sei  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die  von  ihi-  ausgehenden 
Kanten  seien  die  Coordinaten- Axen ,  «,  b,  c  die  Längen  der 
Kanten,  x^,  z^  die  Coordinaten  der  positiven,  y^,  die 
Coordinaten  der  negativen  Elektrode;  femer  sei  die  Intensität 
des  Stromes  =  1  und  k  die  Leitungsfähigkeit  des  Parallele- 
pipedums; das  Potential  9p  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,  z) 
ist  dann . 


F^iOB  entstehl»  wenn  der  lodeac  4  an  SteDe  dee  Inäßx 
X  geeetrt  wizdy  und 


0 


wo 
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ist,  die  Summe  so  genommen,  dass  für  y  aOe  ganaen  ZaUen 
von  —  QO  bis  +  00  geeetst  irarden.  Bei  Beontiang  der  par* 
tieDen  BiffiBrential^cliuDg,  der  die  ^•Fonktionen  genügen, 
kann  man  auf  dem  Ton  Bxn.  GreenMU  beieidmetea  Wege 
naeihiraiBen,  dasa  die  hierdordi  definirte  Eonktion  9  der  par» 
tiellen  DiflFerentialgleichung  genügt,  der  sie  genügen  boU;  man 
kann  weiter  zeigen,  dass  die  Grenzbedingungen  und  die  Stetig- 
keitsbedingungen erftdlt  sind,  die  ^  gelten,  und  so  beweisen, 
dass  das  in  Rede  st<?hende  Potential  bis  auf  eine  additive 
Gonstante  dem  aufgestellten  Ausdiiick  gleich  sein  muss. 

Um  den  Werth  von  (f  zu  erhalten,  der  der  oben  bezeich« 
ueten  Anordnung  entspricht,  setzen  wir 

^1=0  =  0  =  0 

^4  =  0       =  0       =  c. 

Benutzt  man,  dass 

so  ergiebt  sich  dadurch 

oder  da 

^,  (w ,  t)  -  i?-o  («> ,  r )  -  2 (2  u> ,  4t  ) , 

0 

Um  den  durch  g  bezeichneten  Widerstand  zu  finden,  hat  man 
die  Diflcrenz  der  Werthe  zu  bilden,  die  dieser  Ausdruck  an- 
nimmt & 

X  ^  a      y»0  2bO 

und  ftr 

a?r=fl      y  —  0      z  ^  c, 
vorausgesetzt,  dass  b  die  Länge  derjenigen  Kante  ist,  die  senk- 
recht auf  der  Fläche  der  TioT)  als  Elektroden  benütaten  Ecken 
steht   Erwägt  man,  dass 

und  schreibt  der  £Qrze  wegen 

&{t)  ftr  ^(0,t), 
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80  liai  maa  Idenaaflli 

Die  uiimerische  Berechnung  dieses  Integrals  wird  verhSltmss- 
massig  leicht,  wenn  man  dasselbe  durch  Eiuscliiebung  einer 
passenden  Zwischengrenze  in  zwei  thoilt  und  an  geeigneten 
Orten  statt  der  t9^-Funktionen  mit  dem  Modul  x  die  i5^-Funk- 

tumen  mit  dem  Modul  — -  einführt  Da 

T 


2a   1    ^  ( 4aH\ 

e    1    ^  (  eU\ 

iet,  so  kann  man  aetaen 

+  otf^/fI  ^«(^)  '^»(ä^)  '^'>(^)  ' 

wo  A  eine  positive  Grösse  ist,  über  die  nach  Willküi-  verfügt 
werden  kann.  Der  erste  dieser  beiden  Theile  von  q  kann  ge- 
schrieben  werden 

Vi 

oder,  da 

^o(r)  =  -S(-l 
l 

Vi 
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WO  die  Summe  so  m  jueümm  ist»  dass  ftr  jedei  der  ZMum 
l,  nij  n  alle  ganaen  ZaUaii  Yoa  —  ao  Ins  ao  sa  aelnii  aiiid. 
Nui  setse  man 

m 

abo^  irann  «  eine  poottve  GrOtse  beseidmel^ 

ftr  diese  Fanktioii  {^(dr)  mid  flkr  das  Interfall  Toa  x  o  fab 
#  »  8  ist  bekaontHoh  Ton  Kramp  eine  Tafel  becedmet;  ftr 
grössere  Werths  des  Aigoments  findet  man  ihre  Werthe  mit 
HUfe  der  semiconvergenten  Beihe 

Setzt  mau  noch  zur  weiteren  Abkürzung 

-/(.), 

80  wird  der  erste  Theil  von  g 

Was  den  aweiten  anbetrifft»  so  Itat  sieh  derselbe  schreiben 
oder 

VI 

wo  die  Simme  in  Bezug  ani  /  imd  m  so  an  nehmen  isl>  dass 
ftr  diese  Zsiehen  alle  2Sahlen  Ton  — co  bis  +oo  gesetat 
werden,  üm  das  Glied  dieser  Somme^  wekhes  bestSrnniften 
Werthen  von  l  und  tn  entspriohty  sa  berechnen,  mache  man 

mit  der  EestBetsang»  dass  ß  poaittr  ist;  das  Glied  wird  dann 
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Vi 

wo  bei  der  Siimmatiün  fiir  n  alle  Zahlen  von  — CX)  bis  +00 
zu  setzen  sind,  oder 

Für  den  FaU,  dass  ß  —  0  ist,  dass  also  gleichzeitig  /  und  m 
B  0  sind,  gilt  dieses  Eesultat  nicht;  das  diesen  Werthen  von 
/  und  m  entsprechende  Glied  ist 

1^ 


oder 


Vi 


Jdte  2y£^^-^-j+con8tj 
so  ist  dieser  Ausdruck 


wo  C  eine  von  Ä  unabhängige  Grösse  bedeutet  und  wo  für  n 
stets  sein  absoluter  Werth  gesetzt  werden  möge.  Den  Werth 
von  C  lernt  man  kennen,  wenn  man  dasselbe  Grlied  berechne^ 

«ft^l^i^ftyin  loan 

enetit  hat;  es  wird  dadnroh 
oder 

1_  4  ^  1_  *^ 

Tnümn  magk  A  m  0  Mlit  md  berOoksiofaturt«  dais 
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ist»  ergiebt  nch 

abk 

Für  den  Versach  von  hfirroiragendem  Interesse  ist  der 
fUl»  dass  e  als  unendlich  grooi  6  and  X  als  endlich  an« 
zaaebea  and:  in  diesem  Ealle  Terschwinden  yon  den  Qliedaniy 
deren  Smnme  den  Werth  von  g  bildet»  alle,  in  denen  fi 
von  Noll  Terschiedenen  Werth  bat»  und  ee  wird 


WO  die  Summen  so  zu  nehmen  sind,  dass  Ar  /  und  m  alle  gan- 
zen Zahlen  von  —  oo  bis  +  oo  gesetst  werden,  das  Wertii- 
paar  Iwmo  und  m«-o  aber  in  der  ersten  Summe  ansgeeobloB- 
sen  wird. 

^t^fln^  nifun 

,  iab 

80  folgt  hieraus 

-  2  ^/  (]/|  |/  (2/  +  1)»  ^  +  4«'|-]  }  , 

«dar 

^{i-|f«/(t/ll/4^^} ' 

wo 

«     0,  wenn  l  mm  0  und  m  0, 
<  w  },  wenn  /  =«  0  oder  jw  »  0, 
«  ■■  —  1 ,  wenn  /  und  m  ungerade, 
«  «  +  1  bi  allen  andern  Etilen. 

Ist 

b  a, 

80  ergiebt  sich  hieraus 
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Bei  der  Ableitong  dieaee  Bfisnltata  iMat  es  ans  4  Glieder 
der  Doppelsmnme  za  beredmen. 

Abkitimg  des  ftr  ^  angegebeiieii  AnedmckB  bemhte 


auf  der  Voraussetzung,  dass  die  Verhältnisse      und  y  als 

unendlich  gross  angesehen  werden  können ;  thatsächlich  reichen 
aber  sehr  massige  Werthe  dieser  Verhältnisse  aus,  um  jenen 
Ausdruck  sehr  nahe  richtig  zu  macheii*  JSr  ist  das  selbst  in 
dem  iFalle  schon,  dass 

.-4-4 

ist  In  diesem  Falle  läset  sieb  der  Werth  von  q  besonden 
leicht  ermittehL  Nacb  einer  der  an^geetellten  Qleicbongen 
ist  dann 


wo  der  Modul  r  für  alle  3  t9^-Fimktionen  derselbe ,  nämlich 
^  ist  Nun  hat  man  bekanntlich 

-  1      =  ^  (-  !)•  (2y  +  1) « 

imd  Uenw  fidgt 

-i^d  -  i  +  i  -  •■•) 

Beredmet  man  aber  ftr  diesen  Fall  ^  ans  der  Tente  abge- 
leiteten Fonnd,  so  findet  man  es  wenig  TSiscbieden  biervn^ 


^.1^728. 
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Ueb«r  dk  Yertheilnn^  der  filektrkitü  Alf  iw«i 

Poisson  hat  das  Problem,  die  Vertheilung  der  Elek- 
tricität  auf  zwei  leitenden  Kugeln  zu  finden,  in  zwei  beriilmi- 
ten  Arbeiten-)  bebandelt  und  Plana  hat  die  Ton  Poisson 
doi-t  gegebenen  Formeln  weiter  entwickelt').  Man  kann  das 
Problem  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachten;  in  dem 
ersten  ist  eine  Funktion  zu  ermitteln,  die  Poisson  durch  f  {x) 
bezeichnet,  und  die  das  Potential  der  auf  der  einen  Kugel 
verbreiteten  Elektricitat  für  alle  Punkte  der  Centrallinie  an- 
giebt,  in  dem  zweiten  ist  aus  diesem  /  (.r)  eine  Funktion  zu 
bilden,  die  Poisson  (jp  (ju,  x)  nennt,  die  das  Potential  derselben  * 
Elektricität  für  Punkte  ausserhalb  der  CentraUinie  darstellt,  und 
aus  der  mit  Leichtigkeit  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  in 
allen  Punkten  der  Kugel  ermittelt  werden  kann.  Zur  Be- 
xedmniig  derjenigen  Grossen,  welche  den  Physiker  ztmächst 
mteressiren,  genügt  aber  die  Kenntniss  jener  Funktion  f{x)\ 
68  ist  nämlich,  wenn  der  BadiiiB  der  Kugel  —  1  gesetzt  wird, 
/(O)  die  ganie  Elektrioitttanenge,  welche  anf  der  Engel  sich 

befindet,  es  giebt  femer  der  Ausdruck  4—  [/W  +  ^^^^^) » 

in  ihm  x  =  1  oder  =  —  1  gesetzt  wird,  die  Dichtigkeit  der 
Elektricitat  in  dem  einen  oder  dem  anderen  der  beiden  Punkte 
der  Kugel  an,  welche  in  der  Centrallinie  liegen;  und  auch  die 
Kraft,  mit  der  die  beiden  Kugeln  einander  anziehen  oder  ab- 
stossen,  lässt  sich  durch  f{x)  ausdrücken.  Die  Betrachtungen, 
welche  im  Folgenden  auseinandergesetzt  werden  sollen,  beziehen 
sich  nur  auf  diese  Fnnktion  /(«).  Poisson  hat  fikr  dieselbe  eine 
Reihe  gefunden,  welche  immer  convergirt,  und  zwar  um  so 
schneller,  je  grösser  der  Abstand  der  beiden  Kugeln  ist.  Dieselbe 
Beihe  habe  ich  anf  einem  Wege  abgeleitet,  der  mir  den  Yonog 


1)  CreOte  JoomaL  Bd.  M.  1861. 

S)  Mftn.  de  la  d«Me  dM  tc  matL  et  ph.  de  IlDstftat  da 

France,  ann6e  1811,  premiSre  et  seconde  partie. 

3)  Memorie  ddla  raale  socadwnia  daUe  wAaam  die  Torino.  tomo  VII, 
1845. 
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▼or  dem  tqu  Poisson  beniitetea  ni'TerdiBiifiii  sohemt.  Die 
Bflflie  hat  Ailmlifllihtti  mit  gewiaaeii  Bdhen,  clie  m  der  Thetnie 
der  etttptiBclieD  FunklMaen  Toricoamiflii;  ich  habe  bemeiU^ 
dan  einige  y(mf{s)  aWitogige  Gitaen  tioh  durch  el%tiBclie 
Fnnttioiien  in  geaphloeecnian  AmdrUdben  dargteflen  laaaep.  Zu 
dieeen  gehArt  die  DiohtigtaBt  der  Mektcioittt  in  dem  Pmikte 
der  Kogel,  der  auf  der  Oentralfime  zwischen  den  beiden  Mifctelf 
pmikten  Uegt,  ftr  den  FtSl,  daas  das  Geaammt-PotanHal  in 
beiden  Kugeln  denaelbeii  Werth  hat  Li  den  Abhandhmgen 
Ton  PoiiBon  imd  Ton  Plana  finden  sich  swel  yergchiedene  Ana» 
drücke  ftr  den  Werth,  den  dieae  DichtiglDeit  annimmt,  weim 
der  Abstand  der  beiden  Kngefai  mieiidliGh  Hein  ist  mid  ihre 
Bedien  gleich  sind.  Poiason  giebt  dieeeUie  ab  Tmi  der  Ordnung 
von  9*,  Plana  als  von  der  Ordnung  von  ^  an,  wo  ^  eine  ge- 
wisse negative  Grösse  beaeiohnet,  deren  Quadrat  VC9I  der  Ord« 
mmg  des  Ahetandee  der  Kugeln  ist.  Der  Anadmck  durch 
eD^tiache  Funktionen  zeigte  dass  die  in  Bede  stehende  Dichtig- 
keit von  der  Ordnung  von 

ist 

Die  erwälmten  Resultate  und  andere,  die  sich  auf  den 
Fall  beziehen,  dass  die  beiden  Kugeln  einander  selir  nahe 
stehen,  sind  von  Poisson  und  Plana  aus  einer  Reihe  für  f{x) 
abgeleitet,  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ö  fortschreitet 
Biese  Reihe  ist  ans  der  ursprünglichen,  immer  conveigirenden, 
Beihe  für  f{x)  dadurch  gebildet,  dass  die  letztere  in  ein  be- 
stimmtes ibitegral  verwandelt  und  dieses  nach  anftteigeftden 
Potenzen  von  Ö  entwickelt  ist.  Es  sind  indessen  nur  die  ersten 
Glieder  der  Beihe  berechnet,  das  allgemeine  Glied  derselben 
ist  nicht  aufgeetellt,  ee  konnte  daher  anch  nicht  untersucht 
werden,  ob  sie  oonvergirt,  und  welche  Bedeutung  sie  hat,  wenn 
sie  nicht  convergirt  Bei  ihrer  Ableitung  ist  in  einem  Integral 
von  der  form 


für 
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die  fintwickelung  dieses  Ausdrucks  nach  aufsteigenden  Potenzen 
rem  t  gesetzt,  eine  Entwickelnng,  welche  nicht  filr  alle  Werthe 
YOn  tf  über  welche  zu  integriren  ist,  convergirt;  es  hätte  einer 
besonderen  Untersuchung  bedurft,  in  wiefern  diese  Entwickelung 
benutzt  werden  daif;  eine  solche  ist  nicht  geführt  Ich  habe 
daher  auf  einem  anderen,  als  dem  Ton  Poisson  eingeschlagenen 
Wege  eine  Beihe  abzuleiten  gesadit»  die  bei  kleinem  Abstände 
der  Kugeln  den  Werth  von  f(x)  angiebt.  Ich  bin  so  xa  einer 
Bflihe  gelangt,  die  saoh  nach  au&teigsoden  Potenzen  Ton  S 
fortochrQjjtet,  bei  der  aber  die  Ooeffidenten  dieser  Potenaen 
noch  Ton  9  abhängen;  dae  allgemeine  Glied  der  Beihe  UM 
fiioh  mit  Leichtigkeit  angeben;  sie  ist  nur  eine  semiconreigente» 
doob  erlaubt  sie  /(#)  mit  jedem  beliebigen  Gkade  der  Genauig- 
keit za  berechnen,  wenn  man  eine  gewisse  Transfbnnation»- 
gleiflhnng  m  Hülfe  zieht,  die  Uta  f(»)  gilt;  ebne  Zoziehmig 
dieser  giebt  sie  in  dem  lUle,  dass  der  Abstand  der  Kogeln 
unendUob  klehi  ist,  den  Werth  Ton/(r)  genan  bis  auf  eine 
unendlich  Ideine  Gxtae. 


Es  sei  a  der  Badins  der  ersten,  ^  der  der  zweiten  Kugel,  o 
die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte,  h  das  Potenttal  aller  freien 
Elektridtftt  in  der  ersten,  g  das  aller  freien  Elektricittt  in 
der  zweiten  KugeL  Weiter  sei  f{x)  das  Potential  der  auf  der 
ersten  Kogel  befindHcben  Elektriciät  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt,  der  inneibalb  dieser  Kugel,  auf  der  Oentrallinie,  zwischen 
den  beiden  Mittelpunkten,  in  dem  Abstände  9  von  dem  Mittel- 
punkte der  ersten  Kugel  liegt  Dann  ist: 


wo  e  eine  Funktion  von  bedeutet.  Das  Potential  derselben 
Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  ausserhalb  der 
ersten  Kugel,  auf  der  Centi  allinie,  iu  dem  Abstände  x  von  dem 
Mittelpunkte  der  ersten,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes  der 
zweiten  Kugel  liegt,  ist  dabei: 


1. 


0 
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 ed&   

y  a»  +  »*— 2fld-  COB& 


0 


oder 

a  f*t   ed&  

*  0     "^Ä*  +  {^J—  2«    CO«  ^ 

oder 

Ist  F{t)  das  Potential  der  anf  der  zweiten  Kugel  befind- 
lichen Elektricität  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der  innerhalb 
derselben  y  auf  der  Centrallinie,  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten, in  dem  Abstände  x  TOn  dem  Mittelpunkte  der  zweiten 
Kugel  liegt  I  80  findet  man  ebenso  das  Potential  der  Elek- 
tricität  der  zweiten  Kugel  in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  der 
ausserhalb  dieser,  auf  der  Centrallinie,  in  dem  Abstände  x  von 
dem  Mittelpunkte  der  zweiten,  anf  der  Seite  des  Mittelpunktes 
der  ersten  Engel  liegt, 

£Hlr  alle  Werthe  Ton  x  zwischen  —  a  und  +  a  mnss  daher 

md  ftr  alle  Werthe  yon  «  swisehen  —  b  nnd  +  b 

Bein.  Daraus  folgt,  dass,  wemn  s  swisehen  —  a  und  +  a  Hegt, 
f{x)  der  Gleichung  genügt: 

/w-^_t._^/(.._V_j.j-*-^^. 

nod  setet  der  BeqnenüiGihkeit  wegen 

a-1, 

80  hat  man  Memach  zur  Besthnmung  Ton^  {s)  nnd/, (x)  die 


Xlr«h%ofr,  nmmiiai  AUkmOmmm,  6 
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und 

(8)  /a  W  — «rzpZIii/i  (e*-d*l<»)  ^  T^m' 

Die  GHekshmig 


e—x 


oder 

(4)  ^_(,+  l=»!).  +  l_0 

hat  iwei  reelle  positiTe  Wundn,  Ton  denen  die  eine  zwischen 
0  und  ly  die  andere  zwifichen  1  und  e  liegt;  die  Ideinere  Wnnel 


sei  I;  die  grössere  also  ^;  dann  gilt  die  Grleichung  (2)  —  um 
von  dieser  zuerst  zu  sprechen  —  auch  filr  j;       und  giebt: 

/i®-, — 4 — • 

Seirt  mall: 

*1  "  » 


^1  « 


e  —  x. 


1 


  C  —  JTw— 1 

so  kann  man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleidxung  (2) 
(«)  durch  ^  («b)  ausdrucken;  es  wird  sich  zeigen  lassen,  dass, 
wenn  n  grüner  und  grösser  ^omacht  wird,  ^r«  sich  dem  Werthe 
I  mid  alao^(«w)  eich  dem  Werthe  /^d)  nähert;  daraus  wird 
dann  folgen,  daes  [x]  direct  durch  Wiederholte  Anwendung 
der  Gleichung  (2)  gefunden  werden  kann. 

Um  die  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen,  setze  man 

_  1  +  Ax 

\  4-  Axn 
1  +  B  x  n  ' 

und  verfüge  über  die  Constanten  A  und  B  so,  dass 

r„  =  r„_i 

Tsird,  wo  q  eine  dritte  zu  bestimmende  Constante  bedentet. 
Schreibt  man  die  Gleichung  zwischen     uad  Sn^i 
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80  nuiBB  dann  fUr  jeden  Werth  nm 


oder 

Y+  Ba  +  \d  +  B^)Xn-\   "*  »^i  +  J?J-„_1 

sein.  Diese  Bedinfnm^  wiid  erfüllt,  wenn  A  und  B  gleich  den 
Wurzeln  der  quadratischeu  Gleichung: 

und 

«  21+— 
*        Y  +  Ba 

gesetzt  werden.   Die  quadratische  Gleichung  ist: 

+   +  + 

Teigkidit  min  na  mit  der  Gletdmng  (4),  so  sieht  man,  dass 
ihre  Winzeln 

—  J  und  — i 
sind.  Man  kann  daher  setsen: 

woraus  sich,  bei  Jättcksicht  auf  die  Gleichung  (4)  ergiebt: 

c-l 

(«)  ?•  -  v-r=r 

Erwägt  man,  dass  |  <  1  und     <  ^  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 

positiv  und  <  1  ist,  und  dass  daher  bei  waohsendeni  n 
sich  der  Itnll  nähert;  weiter  findet  man  aber: 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  bei  wachsenden  n  sich  dem 
Werthe  ^  nähert 

Dif  Variable  z,  die  zuniiclist  einp^eführt  wurde,  um  diese 
6ehau])tuiig  zu  beweisen,  soll  uun  in  die  Gleichung  (2)  ein- 
gesetzt werden.   Ich  mache 
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WO  der  Factor  1— |'z  den  Zweck  hat,  zu  bewirken,  dass  in  der 
zwischen  gp^  {z)  und  (p^  [q^  z)  entstehenden  Gleichung  das  Ver- 
hältniss  der  Coefficienten  dieser  beiden  Grössen  von  z  unab- 
hängig wird.   Berücksichtigt  man,  dass  nach  (6)  und  (4): 

80  findet  man  ans  (2)  diese  Gleidning: 

(7)  (p^  [z)  —  B  . 

Setzt  man  entsprechend 

so  ergiebt  sich  aus  (3)  auf  ähnliche  Weise: 

2  1 

W  9>t  W — ?  Vi  (9^ -  ^  1—7^  • 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  durch  wiederholte  An- 
wendung unmittelbar  für  {z)  und  (z)  die  couvergirendeu 
Beiheu: 

Vi  W  -  rL-pi  +  i-V««. + 1=^. + - 

W  - 1  (nf^.  + 1^^,  +  r^i.  +  •••)• 

Bntwickelt  man  hier  die  emzeben  Glieder  nach  Potenien  von 
Zy  80  erhält  man  die  Seihen: 

welche  indessen  nur  courergiren,  so  lange  z  imtArliiüh  gewisser 

Grenzen  liegt. 

Diese  Gleichungen  sind  zur  Berechnung  von  f{x)  für  einen 
gegebenen  Werth  von  x  sehr  bequem,  falls  q  nicht  nahe  an  1 
liegt,  d.  Ii.  falls  der  Abstand  der  Kugeln  nicht  klein  ist.  -  Man 
reducirt  dabei  {z)  und  (p^  {z)  mit  Hülfe  der  Gleichxmgen  (7) 
und  (8)  auf  ^^(j*"«)  und  graC?^"^)?  "  bedeutet, 
die  nm  80  gitaer  gewählt  wird,  je  grösser  die  Genauigkeit  ist, 
die  man  erreicheD  will,  und  je  näher  der  Werth  von  q  der 
P'.inheit  liegt;  man  berechnet  dann  ^{s/^z)  and^(s^z)  dnroli 
die  Beihen  (9)  nnd  (10). 

Yen  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  von  /(O),  da 
dieses  die  Blektricitätamenge  ansdrttckfc,  wriofae  auf  der  Kngel 


ud  by  Google 


1 


anf  sfrai  kttanden  Kqgofai. 

sich  befindet  Bei  der  Berechnung  dieser  hat  man  zu  benatatdo, 
dass  ftir  X  SS  0,  wie  ans  (5)  hervorgeht,  z  ^  \  ist. 

£&ic  Eigenschaft  Ton  f.,  (0)  möge  noch  hervorgehoben 
werden;  /^(O)  und^(0)  and  fWktionen  von  zwei  Yariabehi, 
TOn  b  und  Cf  oder  Ton  |  und  9;  in  dem  Ausdrucke  von  f.,  (0) 
Irammt  aber  nur  eine  tnnscendente  Funktion  einer  Yariabeln 
vor,  da  |  rp^  (1)  nur  Ton  «7  abhitogig  ist  Dieses  (0)  hat  eine 
ein£Ache  physikalische  Bedeutung;  ee  ist  die  Elektricitätsmenge, 
die  auf  der  Kugel  gebunden  ist,  wenn  diese  mit  der  Erde  in 
leitander  Yerbrndnng  steht,  nnd  das  Potential  in  der  zweiten 
Kugel « —  1  isiy  wie  ans  dar  Qkicbong  (1)  hervoigelit 


2. 


Die  gefundenen  Gleichungen  sollen  jetzt  in  eine  andere 
Form  gebracht  werden,  welche  gewisse  Vorzüge  vor  der  an- 
gegebenen besitzt. 

Man  setze 


=  e 


WO  K  und  Ä"  die  Bedeutung  haben,  in  der  Jacobi  diese 
Zeichen  in  seiner  Theohe  der  elliptischen  Functionen  ge- 
braucht» und 

(11)  ^^u).'i'2'^^~f^ 

für  jeden  Werth  Yon  u  ooETeigirende  Beihe  ergiebt: 


(12) 


wo  1  =3  V  —  1,  und  die  folgende  Keihe,  die  conveigirt,  wenn 
der  reelle  Theil  von  u>  —K'  ist: 

(18) 


— nft 


m=l 


Die  in  dem  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Funktionen  ^i{z) 
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und  (^)  drt^ken  sich  ^»IgeiideniiMsen  dordi  dim  IF^uiktioii 
F(u)  am: 


wo 


und 


wo 


y.W  =  e7;s(^M-^{-+'f)) 


Die  Ausdrücke,  welche  sich  hiernach  für  fi(x)  und  or- 
geben,  Jassea  sich  durch  die  eine  Gleichung  aussprechen: 

welche  gSt,  wenn  man  den  Zeidien/  und  u  den  Index  1  oder 
den  Index  2  giebt^  und 


(15) 
setzt» 


Mftffhtr  man 

bezeichnot  die  dem  «,  und  u,  entsprechenden  Werthe  von  t 
durch  t,  und  t,,  und  getit  in  demselbea  SiniMi  in  diem  lüe 
Qleinhiing  (14)  gilt: 

80  findet  man  aus  (12),  (13),';(14)  und  (UQ: 


ui-i^ud  bv  Googl 


auf  zwei  leitenden  Kugein. 
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Diese  Gleichungen  stiinmen  mit  den  im  Torigen 
entwickelten  überein  nnd  können,  -wie  jene,  zur  nmneriadien 

Berechnung  von    {x)  und  f,^  {x)  benatzt  wemten. 

Ich  will  entsprechende  Formeln  ziisamnienstelleii  zur  Be- 
rechnung der  Dichtigkeit  der  Elektricität  in  dem  Punkte  der 
Kugel,  der  in  der  Centralliuie  zwischen  den  beiden  Mittel- 
punkten liegt  Mau  setze: 


X 


fUr  X  «  1, 


daim  ist  die  bezeiohiiete  Didxfcigfcfitt: 


Bildet  man  mit  Hülle  der  Gleichung  (14)  die  Ausdrücke  von 
yj  und  7/.,,  und  bemerkt,  dass  zufolge  (15)  die  Difterenz  u^  —  u., 
von  z  miabhängig  ist,  so  sieht  man,  dass  auch  diese  zwei 
Ausdrücke  sich  durch  eine  Gleichung  aussprechen  lassen,  näm- 
lich durch  die  Gleichung: 


m  iraikiier  ^(n)  den  Biffeieiitialgiioiiaiiteii  von  ^(v)  nach  ti 
bezeichnet,  und  welche  gQt,  wenn  man 
den  Lidez  1  oder  den  Lidez  2  gieVl»  nnd 


(18) 

setBti) 

Macht  man 

nnd 


■t         .  IC  71     ..  71 


1)  BinQ  ümlidie  Gleidumg  Itot  ddi  rnftteOn  für  Dichtigkeit 
dflrBekMeillt  in  dem  POnkle^  in  wdflbem  die  Kogel  nm  swiitm  Mals 
TOn  der  OentnJHnie  geschnitten  wtrd. 
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(19) 


lieber  die  Tertfaeifamg  der  ElekMeittU; 

(1  +  9' 


^(t), 


80  folgt: 

■ff  W  -2  (-  1)-*'  (2  m  -  1) 


^  T' 


WO  in  der  Gleichung  füi*  j/  wieder  den  Zeichen  y  und  t  der 
Iudex  1  oder  der  Index  2  zu  geben  ist 

8. 

Die  durch  die  Gleichung  (11)  definirte  Funktion  F  steht 
in  einem  Zusammenhange  mit  der  YOn  Jacobi  durch  Z  be- 
zeichneten elliptischen  Funktion.  Yeiglfiicht  man  die  Ent- 
wickehing  dieser  nut  der  in  (11)  angegebenen  Beihey  so  fin- 
det man: 

(20)  F{u)  -  F{-  w  -  ÜT')  -  2 » Z(2 1 H  +  £ JT); 

durch  Differentiation  folgt  hieraus,  wenn  man  durch  JS  das 
ganze  eUq»tisciie  Integral  zweiter  Gattang  bezeichnet: 

(21)  r(M)  +  i^(-«~jr)-4^. -4J«am(2iii  +  iJr). 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  lassen  sich  für  /i(l)+/2(l) 
und  —  geschlossene  Ausdrücke  finden.  Für  x  a  1  ist 
nach  (18): 

und  daher  nach  (14)  und  (17): 

/, (1)  +/. (1) -  - •■  ^^skW - +  »T ) 

«.  -  A-  -  4)  +  !•'(- -  if)}, 

•bo  nach  (ßO)  und  21): 

/i  (1)  +/.  (1)  -     ^  {^(2  «■«.  +  »"^  -  Z(8  f  s  +  t-r'-JE)} : 
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(22)    ^  yi  -  - 


Man  kann  Inemaeb  ftr^J (1)  +  mid  ftr  ^  — Bethen 
fimdeni  die  nm  so  admeDer  ccmvergiren,  je  mher  ;  der  1 
kommt  loh  beechrBnke  ndoh  darauf ,  die  BeQie  ftr  —  y, 
liier  ansngeben.  Benntrt  man,  dass 

ist,  und  setzt 

_«£ 

vnd 

1  logg 

80  findet  man: 

Sind  die  Radien  der  beiden  Kugeln  gleich,  d.  h.  ist  6»  1,  M> 
ist  nach  (4) 

ako  nach  (6) 
und  daher 

es  niid  dann  also: 

Wendet  man  anf  diesen  Fall  die  Gleichung  (22)  immittelbar 
an  und  bemerkt,  dass  in  ihm 

 — 

irird,  80  eigiebi  sich: 
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Kinmit  man  noch  an,  daas  dar  Abstand  der  Engeln  ein  un- 
endlich Ideiner  iat,  d.  h.  dasa  1—^  unendlich  Uein  ist,  ao 
giebt  die  Gleichung  (28)  bei  Veniachlftssigimg  von  GUedem 
höherer  Ordoimg: 

oder,  wenn  man,  um  daa  Ton  Poiaaon  gebranchto  Zeichen  6 
einzofiüiren} 

21ogs'-^ 

setzt, 

Wie  in  der  Einleitung  bereits  bemerkt  ist,  ist  diese  GrOsae  Ton 
Poisson  als  Ton  der  Ordnung  von  d*  gefunden  worden,  Plana 

hat  auf  ein  Verseheu  aufm«  rksiuii  gemacht,  welches  Poisson 
bei  der  Herleitung  dieses  Resultats  begangen  hat,  ist  selbst 
aber  zu  dem  eben  so  wenig  richtigen  Schlüsse  gelangt,  da^s 
jene  Grösse  von  der  Ordnung  von  ist 

4. 

Die  in  fl6)  und  (10)  für  6^(t)  und  //(t)  angegebenen 
Reihen  convergiren  sehi*  langsam,  wenn  der  Abstand  der  bei- 
den Kugeln  sehr  klein  ist  mid  in  Folge  dessen  |  und  q  nahe 
=  1  sind.  Für  diesen  Fall  sollen  für  jene  Funktionen  jetzt 
neue  Reihen  abgeleitet  werden.  Um  eine  Entwickelung  der 
Funktion  F{u)j  die  zu  diesen  fiüiren  wird,  zu  finden,  gehe  ich 
Ton  der  Betxachtong  des  Doppelprodoktea 

nii(»+^J  • 

aus,  in  dem  u  und  v  ^anze  Zalilen  bedeuten,  die  alle  Werthe 
von  1  bis  m  und  von  1  bis  N  erhalten;  dabei  sollen  m  und  N 
unendlich  gross,  doch  N  von  einer  unendHch  höheren  Ord- 
nung als  771  sein.  Ich  suche  das  Verhältniss  dieses  Doppel- 
produktes zu  demjenigen  auf,  das  man  aus  ihm  erhält,  wenn 
man  die  oberen  Gbrenzen  m  und  iV  vertauscht  gegen  M  und 
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TOXI  d6E86i]b61l 

Qrdmmg  irie  m  kt 

Der  LogariHimiiB  dieses  YeMStiaBBes  Ist: 


m  ir      ,  .       «  jr 

22 

1  •+! 


'»8  (l  +  -^TK.)  -  22  log  ( 1  +  X>Tis)  • 
Da  die  unter  dem  Zeichen  log  stehende  GrOsse  unendlich 

wenig  von  1  verschieden  ist,  so  hat  man  für  log  ^1  +  jr.  ^jjg^) 
die  couvergirende  Beihe: 

Diese  Reihe  denke  ich  mir  unter  die  Sumraenzt  icheii  gesetzt 
und  untersuche  emzchi  diu  G  heder,  (he  die  versehiedenen  Po- 
tenzen von  u  enthalten.  Ich  gebrauche  dabei  einige  Fonneln 
aus  der  Theorie  der  T-Funktionen,  die  ich  der  ÜebersichÜich- 
keit  wegen  vorausschicken  will. 

Ist  a  eine  endliche  Grösse,  h  eine  unendlich  grosse  Zahl, 
80  ist:^) 

1  .  'a  ...  h  "jxi+ay 
md  dieselbe.  Gkiohinig  gilt,  wenn  a  unendlich  gross,  aber  h 
Yon  imendüch  höherer  Ordnung  als  a  ist  Es  folgt  hieraus: 

(24)    ^log(a-i-A)— JlogA— abgÄ»— logr(l+a). 

Wendet  man  diese  GHeichimg  nur  auf  IVDe  an,  in  denen  der 
reeUe  TheQ  von  a  nicht  negatiT  ist,  und  wfihH  die  Logarilli- 
men  auf  der  linken  Seite  so,  dass  ihre  imaginfiren  Theüe 

swischen  — i-^  und  +ty  liegen,  so  ist  nach  Lipschitz^  dabei: 
iogr(l+a)=llog2;i+aloga-a+iloga+^-^-^i-,+... 

+  (— l)^\2X-1.2A^2iZT+ 
Hier  sind  die  Logarithmen  auf  der  rechten  Seite  wieder  so 

zn  iHUüen,  dass  ihre  imaginftren  Theüe  zwischen  — und 


(25) 


*)  Gantst  Ob«»  esriam  inftiftsm  eto.,  CommwitaHoiifia  «m.  ng»  sc 
GotlingeiuBs  rec  voL  U.  1811—18. 
*)  CreDa'i  Joamal,  Bd.  6«. 
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+  i  Y  liegen,  ).  bedeutet  eine  beliebige  Zahl,  -ß^,  Bg  sind 
die  Bernoalli'schen  Zahleiiy  d.  h.  68  ist: 

J.cotgJ.- 1  _     £l  _  5.  B, -  •  • 

oder 

-ßs—i 

weiter  ist: 

OB 

(26)  n-3;^.2;irj,,^i;,- 

oder 

(2')   •  »''-2r^X2iT-2^^!>i 

wo  «  den  reellen  Theii  Yon  a  bedeutet  und  <  nnd  <'  swucben 
—  1  und  +1  liegen. 

Die  Gleichung  (25)  wird  zunächst  auf  Fälle  angewendet 
werden,  in  denen  der  reelle  oder  der  imaginftre  Theil  Ton  a 
nnendlioh  gross  ist  Ist  der  zeeUe  Theil  Ton  a  nnendlidi 
gross,  so  zeigt  der  in  (27)  angegebene  Werfli  toh  Fa,  dass 
die  GHefohnng  025),  wenn  man  in  ihr  Fl  vemachltesigt,  den 
Werlii  von  ]ogr(l4-ir)  genau  daratettb  bis  auf  eine  Grösse 
Ton  der  Ordnung  Ton  or^'f'^);  ist  der  imaginftre  Theä  von  a 
unendlich  gross,  so  geben  die  nicht  yerscbwindenden  Glieder 
der  in  angestellten  Beihe  bei  Yemachltaigang  von  Vi 
den  Werth  yon  log  17(1 +a)  bis  auf  eine  imendlich  kleine 
Grösse  genan  an.  Von  der  Bichtic^t  dieser  Behanptong 
ttbezieugt  man  sich  mit  Hülfe  der  Gldchung  (26),  indem  man 
erw&gt,  dass  die  Integrale 

JV(y)  siil(^y)£?y    und  JV(y)co8(iJy)rfy, 

genommen  zwischen  ii^end  zwei  von  ß  unabhängigen  Grenzen, 
zwischen  denen  Hf  [y]  nicht  unendlich  wird ,  sich  der  Null 
nähern,  wenn  ß  mehr  und  mehr  wächst.  Um  den  Beweis 
auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  dass  der  reelle  Theil  von  a 
verschwindet,  hat  man  dabei  noch  von  der  Gleichung: 

log  r  (1  +  a)     log  r  (2  +  a)  —  log  (1  +  a) 

Gebrauch  zn  machen. 


1^ iyuii.cü  Uy 
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Für  die  I)i£feientia]qiiotidiite&  Ttm  Vi  nach  a  getten  alui- 
Uohe  AoadrAcke,  ine  sie  ftr  Ki  in  (26)  und  (27)  angegeben 
sind;  daraus  folgt,  dass  die  Beihen,  die  durch  DiflEisrentialion 
ans  der  in  (25)  Torkommenden  Beihe  entstehen,  die  Eigen- 
schaften haben,  die  analog  der  ftr  diese  ausgesprochenen  sind. 

Sind  a  md  h  endlich  oder  unendlich  gross  von  beliebigen 
Ordnungen,  so  hat  man: 

1.8...»  +  + 

und 

(28)  log(a  +  Ä)  — JI&logÄ  -  log  r(l  +  Ä  +  a) 

i  1 

-iogr(i  +  Ä)-iogr(i+«), 

bei  welcher  Gleichung  die  Gleichung  (25)  unter  denselben 
Bedingungen  gilt,  wie  bei  der  Gleichung  (24). 
Dieses  Toransgescbickty  hat  man: 

oder  nach  (24),  wemi  man  mit  Gauss 
seist: 

ix>ljf, — iiog(i*r-«)+iv.(«-<f 

n+l 

Benutzt  man  (25)  und  vernachlässigt  GUeder,  die  unendlich 

kleingegen^  sind,  tras  erlaubt  ist,  da  diese  zu  der  zu  bildenden 

Doppelsnnnne  nnr  unendlich  wenig  beitragen  kOnnen,  so  findet 
man  dieselbe  Grösse 

£rwägt  man,  dass 

•log(»-.-f  «)  =  log  [-i^ji]  +  log  (/.  +  '^  »  ) 

und 

1  .K^  1  _ 

ist,  so  findet  man  hierans  mit  Hülfe  Ton  (28)  und  (25): 


M  1T«ber      VittÜMOmig  d«  EteMriritIt 

ff 

m     y  ^ 

'S?  _  *  _ 

1  M+l 

-  mlogi^- (m  4- i)log  m+mlog(- 1  ^) +^log/t  -  Jlog2.T| 

+         (  ((2  m  +  1)  K  +  (2  n  +  1)  *  ^)  log  "^^^t? 

^(Z'  +  (2«  +  l)»ir)log^}, 

wo  alle  Torkommenden  Logarithmen  so  zu  wählen  waäf  dass 

ihre  imagnütren  Xheile  iwischeiL  — t'^uid  +t|-  liegen.  Yer- 

tanacht  man  in  dieser  GleichiiDg  JT  mit  JT,    mit     m  mit 
iS^geg^n  M,  i  gegen  — » mid  dividiri  sie  dnrch  i,  so  eriiSlt  man: 


1  «-1-1 


«  ^  (nlog-af  +  (n+i)log«— nlog( i  ^)  — ^^ogy  +  J log 2;i  j 

+  j^-^  {  ((2m  + 1)  JT + (2«  +  l)iir)log  ^JL:^ 

-  ((2 1»  +  1)  if  + 1 \fi:)log  (-  ^)  } . 
Es  ergiebi  sich  hieraiis: 

«  —  ;y  m  log  iir  +       ^  ~  i  H + 1 )  ^og  1 1^ g^aog  m  2 « 

III  ^ 

Auf  Rhnlicham  Wege  findet  man,  dass 

^  -  n     M  .  ._ 

1    n+l  I  m-(>l 

ist,  und  dass  die  Ausdrücke: 

1    •+!  1  «+1 
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80  wie  diejenigen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  man  f&rdfiii 
Exponenten  3  einen  höheren  setzt»  Terachwinden. 
Hieraus  folgt: 

^  [m logiV-^log u  4-  (m+i)  log ^-i^log  m  2  »  } 
i 

-5^i.iog-.ir+ iognil(i +T^rf7x7) 

|—  n  log  log  »  +  (»  +  1)  log  ^—  ^  log  n  2  n  } 


« 


n  M 


Addirt  man  zu  dieser  Gleichinie^  diejenige,  die  aus  ihr  entsteht, 
wenn  man  — i  für  i  setzt,  dabei  aber  u  ungeändert  lässt,  so 
erhält  man: 

«  ^  kgm  2«- *  (» + d]  - 


(29)    <      Ä„/  JL  jr\ 

-jf^— nlogitf  +  210«»'  +  (n  +i)h)g|,j 

4-logljy(l4-^4,^)(l4-^^^ 
Nim  ist  aber 

oder  nach  (24) 
Da  weiter 

(80)  r(l-a)r(l  +  a)  =  ^-45j, 

und  ' 


^  üaber  die  Verthaaimg  der  Ekktridttt 


80  folgt  hieraus  bei  abemaliger  Bikcksicht  auf  (24): 


SM 


ferner  erli&li  man  ans  (2^ 

11 11  ( 1  +  r/uxM^  +  r^-ix, ) 

Setit  man  dieae  "Werthe  der  beiden  Doppelprodukte  in  die 
Gleichung  (29),  differenzirt  dieselbe  nach  u  und  berücksichtigt 
die  Gleichung  (11);  so  findet  man: 

(81)    F(«)  =  I  (^log.  +  «log^)  +r.logä;;r  +  h+ik 

1 

_^^iogr(i+^)ilr(i+i^)r(n-^^. 

Biese  Oleidiung  kann  hmtat  werden,  um  mit  Yon  (25) 
F  (u)  anf  eine  neue  Weise  zu  entwickeln;  und  zwar  kann  man 
so  zwei  Entwickelungen  für  F  (u)  finden,  eine,  indem  man  log 

r^l  +  j^j  in  der Beohnung  beibehftlt»  und  eine  zweite^ indem 

man  andi  dieae  GrOsse  ^twiokeli 

Bie  Gleiehung  (25)  aetst  Tonnu,  daaa  der  leeUe  Theä 
Ton  a  nicht  negativ  ist;  demgemte  adll  jetst  angenommen 
irerden,  daaa  der  reeUe  IheQ  Ton  ti  nicht  negatir  ist 

Yeraachl&saigt  man  Torerat  in  (25.)  den  Beat  Vn,  be* 
zeichnet  mit  U  eme  Punktion  der  Yeribiderlichen  {  und  mit 
52  die  Beihe: 

(32)      t.-ilog,if+^,(log,)='?i?-j-,^'  ,(logj/4^ 

B,        ,,  sfd'U 
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80  findet  man  bei  Bttcksicht  auf  die  Gleichung  (24)  und  die 
GleiobuDgaiiy  die  durch  wiederiiolte  JMerentiaiioii  ans  dieser 
enistehen: 


(88) 


K'F(u)  -  -  log(-  21ogj)-ilogj+C- 


WO 


ü-i«gr(i+y)r(i-ii), 


Hierbei  ist  noch  za  bestimmen,  welchor  Werth  des  fttr  CT  an- 
gegebenen LogarithmuB  za  nehmen  Istk  Es  soll  angenommen 
werden,  dass  der  imaginäre  Theil  yon  u  zwischen  —  iK  und 
+  iK  liegt  Unter  dieser  Bedingung  wird  bei  der  Herleitung 
der  Gleichungen  (33)  die  Gleichung  (24)  nur  auf  Fälle  ange- 
wendet, in  welchen  der  reelle  Theil  von  a  >  —  1  ist;  in  solchen 
Fällen  gilt  liii'  das  dort  vorkommende  log  r(l+a)  die  Gleichung, 
welche  entsteht,  wenn  man  duich  die  Gleichung  (25)  und  die 
Gleichung 

\ogr{a)  «  logr(l  +  a)-  loga 

logr(a)  ansdrllokfc  und  dann  1+a  ftr  a  seist  Duvam  fiilg^ 
dass  jenes  log  r(l+a)  sich  stetig  mit  a  Sndert  ond  reell  ist^ 
wenn  a  reell  ist»  nnd  weiter,  dass  in  (33)  deijenige  Werth  des 
ftr  U  angegebenen  IiogacithnniB  zu  nehmen  ist,  der  sich  mit 
(  stetig  Sndert  nnd  reell  ist,  wenn  der  reelle  Theil  yon  {  Ter- 
schwindet  Es  l&sst  sich  hieinach  nnd  zufolge  der  GMeichnng 
(30)  der  Werth  von  ü  aaoh  schreiben: 

oder 

e* — e  • 

wo  derjenige  Werth  des  Logaxitlinnis  zu  nehmen  ist^  dessen 
imaginärer  Theil  zwischen  —  in  und  +  in  liegt 

Entwiekelt  man  in  (31)  anoh  r^l         nach  (26),  so 

findet  man: 

Kirohhoff.  OMUUMltoAMmilngak  7 
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Ueber  di«  yertheUang  der  Elekfridtit 


(34)  { 


jrF(ii)»i2, 

wo  ^2  wieder  die  Reihe  (32.)  bedeutet  und 
i7==  -log(l— 


ist:  auch  hier  hat  man  bei  der  Bildmig  von  ü  deigenigen 
Werth  des  Logarithmus  zu  nehmen,  deaaen  imagintoer  Thefl 
sswiflchen  — in  und  -^in  hegt. 

Berttokaiofaligt  man  bei  der  Bildung  der  in  (33)  und  (84) 
ftr  ^(ii)  angegebenen  Reihen  den  Beat  V\  der  Reihe  (25),  ao 
eribJÜt  man  mit  fifUfe  der  (sUeichimg  (26)  Ansdrlloke  ftr  die 
Beete  jener.  Bemitat  man  die  Gleicfamig: 


— I //(y)rfy  +  l«fl/(0)+/W+/(2«)+/(8ji)  +  ...}, 


in  welcher  n  eine  un(  iulli(  h  prrosse  Zahl  bedeutet,  so  stellen 
sich  diese  Ausdrücke  in  einer  Form  dar,  die  ähnlich  derjenigen 
ist»  in  welcher  l\  in  (27)  angegeben  ist,  in  einer  Form,  welche 
geigl^  dass  ihre  Werthe  beliebig  klein  gemadit  werden  können 
dadnrdi,  daas  man  den  reellen  Theil  ton  «  mit  Hülfe  der 
(HeiGimng  (12)  mehr  und  mehr  TergrOssert  ISinmit  man  mit 
jenen  Bestaaadrtcken  nicht  die  angedeutete  Transformation 
TOT  nnd  stellt  in  Bemelumg  auf  aie  eine  Betraehtong  an,  wie 
de  in  Beaehong  auf  den  Ausdruck  von  Vi  m  (26)  oben  an^ 
gegeben  ist,  so  sieht  man,  dass  die  Reihen  ftr  F{jii  in  (88) 
nnd  (84)  noch  eine  andm  Bedentong  haben.  Ist  nftmlich  K 
nnendUdi  groai^  so  geben  di^enigen  Glieder  der  Beflie  (88), 
weldie  nidit  versobwinden,  den  Werth  von  F(tf)  bis  auf  enie 
nnendlioh  Uenie  QrOsse  genan  an;  ist  überdies  der  imaginäre 
TheE  von  «  Ton  der  Ordnung  von  t  JT,  so  gQt  dasselbe  von 
der  Reihe  ^).  Es  ist  hiemach,  wenn  K  nneiidlich  gross  ist: 


nnd;  wenn  überdies  der  imaginäre  Theil  von  u  you  der  Ord- 
nung von  iK  ist: 


0 


(86)     JT^W  -  - log(-21ogf)-i/' (^)  +  log 
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(86)  jri?*M--log(l-«-«6), 
wo 

Mit  Hülfe  von  (33)  und  (34)  igt  es  leicht  Gleichungen  zu 
bilden,  welche  statt  der  GUeichungen  (16)  und  (19)  zur  Be- 
leobDiiag  TOii/(«)  und  y  dienen  können. 
Setit  man 

/W  =(iv;-4Vx)s4(log(-U»g,)  +  V  -^W). 
80  findet  man 

y(t)=^(,D-l06y(jlf^+j^J 

und  J(t)  =  ß,  wo  f-log^^j^.  Fte  die  ia  (19)  vor- 
kwonwiide  GtOase       «ridUt  man: 

m)  51=:^%  wo  l^-i^. 


Hier,  wie  dort^  bedeutet  i2  die  Eeihe  (32)  und  ist 

C  =  -logt; 

die  Werthe  von  t  sind  die  in  (16)  und  (19)  angegebenen. 
Für  das  in  der  Beihe  llir  B{i)  vorkommende  U  hat  man: 

nnd  aUgememt 

4, .  (m+l)-8*, 
B,-il+^-(«+l)3-  +  ö-, 


wo 
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Ueber  die  Yardieihmg  der  Bektriehit  etc. 


Es  Boll  Bohliesalich  noeh  der  Fall  betrachtet  werden,  dass 
die  beiden  Kigeln  emiuidflr  bertUiren  und  das  G^BummtpotentiAl 
in  ihnen  einen  gleichen  "Werth  hat 

Setzt  man  ihn  Abstand  der  beiden  Kugeln  als  uneudlick 
klein  voraus  und  bezeiclmet  ihn  durch  £,  d.  h.  macht  mau 

Bb  findet  man  ans  (4)  und  (6) 

und  aus  (5)  und  (15)  unter  der  Annahme,  dass  1 — «  unendlich 
gross  gegen  V«  igt: 

liaoh  (1)  hat  man: 

und  daher  nach  (14),  (35)  und  (36): 

Diese  Gleichung  gilt  auch  für  diejenigen  AVci  the  von  für 
welche  ii^  negativ  ist,  obwohl  bei  der  Ableitung  von  (35)  und 
(36)  vorausgesetzt  \Mirde,  dass  der  reelle  Theil  vun  n  positiv 
sei.  Von  der  liichtigkeit  (heser  Behauptung  überzeugt  man 
sich  leicht  mit  Jtlülie  der  G^leichung  (12)  und  der  Uleidmng 

Die  Gleichung  (37)  stimmt  mit  der  Gleichung  (115)  in  Plauas 
Abhaudluug  übereiu. 
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Zur  Theorie  des  CondensatorsJ) 

Ein  Oondmwitor,  dor  ra  MesBiuigeii  dienen  aoUi  bestellt 
*  in  semer  gewühnlifllmton  und  emfiulieten  Gestalt  aas  swei 
gleichen»  kreisfitemigen  Metallplatten,  die  nabe  bei  einander 
und  so  aufgestellt  sind,  dass  sie  eins  gememschafUiche  Axa 
beben.  Die  An%abe  der  Theorie  des  CondensatorB  ist  es, 
die  EUktddtitsineDgen  anzugeben,  die  die  beiden  Platten 
eotbalten,  mm  das  Potential  in  ihnen  swei  gegebene,  Ter-  * 
scfciedena  Werthe  beeitst  KSbenmgsweise,  lassen  diese  ELeik- 
tricitttsmengsa  siob  ssbr  leiebt  fmden;  nibemngsweise  ist 
nftmlidi  nur  auf  den  einander  zugekehrten  ElSchen  der  Oon- 
densatorplatten  Elektricität  Torhanden  und  diese  ist  gleich- 
mässig  auf  jeder  von  diesen  Flächen  verbreitet  mit  einer 
Dichtigkeit,  die  auf  der  einen  positiv,  auf  der  andern  negativ 
ist,  und  deren  absoluter  Werth  gleich  ist  dem  Unterschiede 
der  beiden  Potentialwerthe,  dividirt  tlurcli  den  Abstand  dor 
beiden  FUiclien  und  durcli  4.7.  ^^'ul•  ganz  niilie  an  den  Käii- 
dein  hat  di(^  Dichtigkeit  Werthe,  die  von  dem  angegebenen 
erheblich  ubweiclien.  Eine  genauere  Lösung  des  genannten 
Problems  hat  zuerst  Hr.  Clausius^)  gegeben;  jedut  h  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Dicke  der  Platten  verschwmdend 
klein  auch  gegen  ilu*en  Abstand  ist,  einer  Voraussetzung,  die 
bei  den  meisten  Vei*suchen  nicht  zutrifft.  Die  Rechnungen, 
durch  welche  Hr.  Clausius  zu  seinem  Kesidtate  gelangt,  sind 
sehr  beschwerlich;  Hr.  Helmholtz  hat  bei  einer  Mittheilung, 
die  er  der  Akademie  am  23.  April  18G8  über  discontinuirhche 
FlUssigkeitsbewegmigen  gemacht  hat,  eine  Methode  kennen 
gelehrt,  die  sehr  viel  leichter  zu  demselben  Resultate  fühi't, 
und  die  auf  der  Theorie  der  Funktionen  eines  eomplexen 
Arguments  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  der  Theorie  der 
conformen  Abbildung  eines  ebenen  Flächenstücks  auf  einem 
andern  beruht.  Diese  Methode  des  Hrn.  Helmholtz  erlaubt 
auch  die  Dicke  der  Condensatorplatteu  zu  berücksichtigen, 


>)  M onntibeiielit  der  Akad.  d.  Wias.  lo  Beilin  t.  Ift.  USn  1877. 
*)  Pogg.  Ann.  Bd.  SS. 
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wenn  man  die  Methode  zu  JBEBlfe  sieht,  die  Sr.  Schwar^z^) 
angegeben  hat,  um  irgend  ein  dardi  gerade  limen  begrenztes, 
ebenes  Flächenstück  auf  einem  andern;  durch  gerade  Linien 
begrenzten,  ebenen  Elächenstücke  conform  abzubilden.  Die- 
selben Mittel  reichen  auch  aus,  um  die  Theorie  des  von  Sir 
William  Thomson  constniirten  Condensators  zu  entwickeln, 
bei  dem  ein  sogenannter  Schutzring  benutzt  i-t,  und  der  vor 
dem  einfacheren  dadurch  namentlich  sich  auszeichnet,  dass 
bei  ihm  der  Einfliiss  niclit  zu  fürchten  ist,  den  äussere  elek- 
trische Kräfte  auf  die  Tlieile  des  Condensators  etwa  ausüben. 

Es  sei  (f  das  Potential  von  elektrischen  Massen,  die 
symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  vertheilt  sind ,  in  Bezug 
auf  einen  Punkt,  der  um  g  von  dieser  Axe  absteht,  und 
dessen  Ordinate  parallel  derselben  //  ist;  dann  ist  (p  eine 
Emiktion  von  y  und  p,  die  der  Gleichung 


genügt  Hieniaoh  giebt  es  eine  Funktion  Ton  jf  und  g,  die 
^  genannt  werden  möge,  für  welche 

ist^  woraus  folgt 


und  hierdurch  ist  ausgedrückt,  diiss  \^  =  const.  die  Gleichung 
der  Krafthnien  ist,  der  Linien,  die  die  Flächen  gleichen  Po- 
tentials senki-echt  schneiden. 

Nun  sei  die  Elektricität,  deren  Potential  (p  bezeichnet, 
auf  leitenden  Kotationskörpeni,  deren  Rotationsaxe  die  y-Axe 
ist,  verbreitet.   £s  sei  femer  dl       Element  einer  Meridian- 


>)  Bocdiardt's  JoamaL  Bd.  70. 
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einer  der  Leiteroberfildiea»  n  die  enftsprecheiidey  naoh 
Aussen  genolilete  Nosmale  derselben;  denn  ist 


WO  /  eme  beliebige  von  den  beiden  Ilichtungen  des  Elementes 
dl  bedeutet.   Die  erste  der  Gleichungen  (1)  ergiebt  daher 

P  §f  co8(ny)  =  ^coB(/p). 

Nun  Ist  cos(ny)  ±  cos  (/());  man  wähle  die  Bichtung  / 
80,  dass  {lg)  spitz  oder  stumpf  ist,  je  nachdem  (ny)  spitz  oder 
stumpf  ist;  dann  gilt  das  obere  Vorzeichen  nnd  man  hat 

dg>  dw 

e    =  ä  / • 

Bezeichnet  h  diu  Dichtigkeit  der  Elektncität  in  einem  Punkte 
der  Leiterobeitiäche^  so  ist  aber 

an  ' 

es  ist  also  auch 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  dl  und  integiire  nach 
/  Ton  dem  kleineren  Werthe  f  bis  zu  dem  grösseren  T;  .dann 
erhält  mau 

(2)  2e-i/-V'", 

wo  e  die  Elcktricitätsmeuge  bedeutet,  welche  auf  der  Ring- 
fläche sich  betindet,  die  durch  die  Kreise  l=t  und  1  =  1'  be- 
gi'enzt  ist,  und  ip'  imd  rp"  die  Werthe  von  y>  sind,  die  diesen 
Werthen  von  /  entsprechen.  Hiernach  reicht  es  ziu"  Bestim- 
mung der  Veilheiluiip  d^  r  Elektricitiit  auf  den  Leiterober- 
flilchen  aus,  die  l?'uuktiou  yj  iUr  alle  Punkte  dieser  zu  er- 
mitteln. 

Jetzt  werde  angenommen,  dass  die  Leiter  die  beiden 
Platten  eines  Condensators  sind;  für  die  Grundflächen  der 
einen  sei  i/  =  a  und  y  =  a  +  fUr  die  der  andern  y  =  —  a 
und  y  =  —  {a  -\-  b),  so  dass  b  ilire  Dicke,  2a  ihr  Abstand  ist; 
für  ihre  Bandflächen  sei  q  —  R,   R  soll  als  endhchi  a  und  b 
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BoQea  ak  imeiidKöh  Ueiii  angenomniflii  und  die  Wotiia  toh 
US  auf  ünendUdi  Ueme  GrOasen  beBtmmt  iverden.  Es  ist 
wumcheiid  den  Fall  sa  betnuslitoiiy  dasB  die  Potentialwerthe 
in  den  beiden  flatten  + 1  nnd  —  1  sind,  und  den  Eall,  daee 
beide  + 1  sind;  iet  flbr  diese  beiden  FlUe  bestanunt,  so 
findet  man  dasselbe  auf  bekannte  Weise  ftr  den  Fall,  dass 
die  beiden  Potentialwerthe  irgend  welche  sind. 

Es  sei  also  zunächst  (p  =  1  in  der  Platte,  in  der  y  posi- 
tive Werthe  hat,  =  —  1  in  der  anderen.  Füi-  alle  Punkte 
des  Raumes,  die  in  Entfernungen  von  den  Rändern  der  Platte 
liegen,  die  gegen  a  unendlich  gross  sind,  lassen  sich  dann  die 
Werthe  von  (p  und  vj  in  der  folgenden  Weise  angeben.  Man 
bezeichne  durch  ds  ein  Element  der  Ki*eistläche ,  t\ir  deren 
Grenze  y  =  0,  o  =  R  ist,  durch  r  den  Abstand  dieses  Ele- 
mentes von  dem  Funkte,  auf  den  man  ip  und  \fß  bezieht^  und 
setze 

Für  diejenigen  Punkte  der  bezeichneten  Art,  die  nicht 
swischen  den  Platten  liegen,  ist  dann 

Bie^s  g)  hat  eine  ein&che  geometrische  Bedeutung:  ea  ist 
gleidi  der  sdieiiibareii  GiOsse  der  Fl&che,  deren  Btement  d$ 
genannt  worden  ist,  Ton  dem  Pmikte  ans  gesehn,  anf  den  sich 
<f  bezieht,  dividirt  durch  2«,  mit  dem  posittfen  oder  negati- 
yen  Zeichen,  je  nachdem  dieser  Punkt  ein  posittfee  oder 
negatives  y  hat.  Ist  die  kürzeste  Entfernung  dieses  Punktes 
von  den  Rändern  der  Platten  unendlich  klein  gegen  i2,  so  ist 
hiemach,  wenn  man 

(3)  Ä  — =  « 
setzt, 

(4)  y.^larctg^, 

wobei  die  Vieldeutigkeit  des  arctg  durch  die  Bedingung  ge- 
hoben wird,  das  ff  verseliwindet,  wenn  //  =  0  und  .r  negativ 
ist    Um  y/  für  die  Punkte  der  Oberflächen  der  Platten  be- 
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reohnea  m  kfinnen,  braacht  man  mir  den  Werth  von  ü  für 
jr  s  0  m  kfloafln.  DiMer  Werth  Ist 

wo 

Seist  man  noch 

ri— is— 

0 

80  ist 
und  daher 

(5)  -c  iC)  H-  eonst 

Ist  das  durch  (3)  bestimmte  x  uueudlich  kleiu  gegeu  so 
folgt  hieraus 

(6)  v-f  (2-lg^)  +  oon8t 

Für  Pmikte,  deren  Abstände  von  den  Bändern  der  Platten 
unendlich  gross  gegen  a  sind,  und  die  zwischen  den  Platten 
liegen,  ist 

und 

(8)  ^  ~  8ä  — 

Ist    80  Uflm,  dass  ^  wsclnnndety  so  ist  hiatnadi 

(9)  ^.^-:^-coiiBt 

Kim  handelt  es  sidi  darmn  tp  imd  ^  ftr  den  Baum  m 

finden,  für  den  x  und  y  von  der  Ordnung  Ton  a  flnid»  IMa 

Gleichungen  (1)  werden  ftbr  diesen 

mud  zeigen  also,  dass,  wenn  man 

(10)  «7  =  9p  +        ,   z  =r    +  ly 
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seist»  w  eme  Fnnktioii  tob  z  Dmeh  diese  Bedingimg  ist 
«p  ToDsfcBaidig,  i^  Ins  auf  eine  additiTe  ConsteiKke  bestimmt^ 
wenn  man  Wnsnnhnnit,  dass  an  der  Oberflftolie  der  einen 
Platte  9>  =  1)  an  der  der  andern  —  1  md,  dass  anssei^ 
halb  der  Platten,  da  wo  «  und  y  mendfiofa  gross  gegen  a  sind, 
die  GHeiehimg  (4),  und  swisclien  den  Plattende»  wo  «  nneodlioli 
gross  gegen  a  iBl»  die  Gkidmog  (7)  eiftOt  werden  mnss.  Ist 
w  als  Funktion  von  X  bestinunt,  so  wud  dorch  die  Bendrang 

zwischen  z  and  w,  wenn  man  9  und  ^  ab  rechtwinklige  Coor- 

dinaten  eines  Panktos  ansiebt»  das  in  betnusbtende  Gtebiet  Ton 
z  auf  einem  unendlichen  Streifen  in  der  ttsISbene  conform  ab- 
gebildet; es  mnss  die  Bemefanng  zwischen  w  wnä  4»  die  diese 
Abbildong  TOrmittelt»  an^sesocht  werden»  nnd  das  ist  miO^ich 
TermSge  derBingangs  erwfihnten  Metbode  des  Hm.  Scbwarts. 

Es  werde  eine  dritte  compleie  Variable^  die  i  genannt 
werden  möge,  eingeführt»  und  man  setae 

(11)  (fli-o"^.-.K-<r'% 

wo  C  eine  im  Allgemeinen  complexe  Constante.  0^,02,...,«?^, 
reelle  Constanten  und  «jjCiTj,...  rational  sein  soUen. 
Durch  diese  Beziehung  zwischen  z  und  t  wird  ein  Gebiet  der 
/-Ebene,  das  hinreichend  bescluänkt  ist,  auf  einem  gewissen 
Gebiet  der  z-Ebene  conform  abgebildet,  wenn  die  nöthigen 

Bestunmnngen  getroffen  sind»  um  die  Yieideati^Kit  Ton  ^ 

za  beben.  Das  Gebiet  Ton  t  sei  begrenzt  daroh  die  Aze» 
auf  der  #  reell  ist»  mid  einen  mn  den  Pimkt  <  0  mit  emem 
nnendliob  grossen  Badius  besohriebenen  Halbkreia  anf  der 
Seite^  aof  der  der  imaginäre  Theil  Ton  t  gleich  t  mal  einer 
positiTen  GrOsse  ist;  ausgeschlossen  seien  aber  noch  nnendlioh 
kleine  Pl&chen,  die  durch  Halbkreise  begrenzt  sind,  die  den 
Badius  e  und  zü  Mittelpunkten  die  Funkte  tmmo^y  «a^,... 
haben.   Dieses  Gebiet  von  t  ist  ein  einfach  zusanmienhängendes, 

in  dem  ^  nicht  unstetig  wird»  und  in  dem  kein  Punkt  liegt» 

ftr  welchen  zwei,  im  Allgememen  verschiedene  Wertiie  von 

^  einander  gleich  sind.   Uaiaus  folgt»  dass,  wenn  man  ftkr 
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einen  Punkt  dea  ^- Gebietes  einen  yon  den  Werthen,  die 
liiar  baiben  kann,  nach  WiBkUr  Maatety  ^  in  dem  ganzen 

Gebiete  emdentig  beatunmt  ist  Da  in  dieBem  Gebiete  ^ 

anch  niebt  yenobwindet)  so  ist  z  eine  Funktion  Yon  t,  durch 
welche  das  Gkbiet  von  t  auf  dem  entsprechenden  Gebiet  von  z 
conform  abgebildet  wird.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die 
Grenzen  des  letzteren,  soweit  sie  endlich  sind,  aus  geraden 
Linien  bestelm,  und  die  Winkel  zu  finden,  die  je  zwei  auf- 
einandertblgeude  vou  diesen  Liuieu  mit  einander  bilden.  Man 
setze 

(12)  |^-iil(coB^  +  igm^); 

Mf  der  Modul  Ton^,  ist  dann  das  Verbältmas  der  linearen 

DimeDBioiieii  entsiMnecbeiidery  imendludi  Meiner  GMriete  Ton  z 
mid  tf  und  &  ist,  wenn  die  Azen  des  Beeilen  und  die  dea 
Imagiiriteen  in  der  «-Ebene  md  der  I-Ebene  parallel  amd,  der 
Winkel,  um  den  das  r-Ghbiet  gegen  das  I^Gfebiet  in  poflitivem 
Sinne  gedrebt  ist,  d.  b«  in  dem  Smne,  in  dem  die  ^r-Aze  um 

Y  gedreht  werden  muss,  um  der  y-Axe  paiallel  zu  werden. 

Es  möge  festgesetzt  sein,  dass  für  einen  reeUen,  negativen, 
unendlich  grossen  Werth  Ton  t  alle  Faktoren  Ten  C  in  der 
Gkiebmig  (11)  reell  und  positi?  sind.  Lisst  man  ^  anf  der 
Grenae  seinee  Gebietes  ytm  — oo  bis  a — t  waobaen,  wo  a 

irgend  eine  der  Grössen  Cj ,  •  •  bedeutet,  so  bleibt  (a — t)  *, 
wo  diejenige  der  Grössen  ,  . .  bezeichnet,  die  dem  a 
entspricht,  reell  und  positiv.  Für  den  Halbkreis,  den  der 
Punkt  t  bei  seinem  weitereu  Fortechreiten  auf  der  Grenze  zu 
durchlaulen  hat,  setze  man 

(13)  a  —  /  =  «  (cos  (o  —  i  sin  oj)  , 

SO  dass  tü  von  0  bis  ;i  wächst,  während  der  Punkt  t  den  Halb- 
kreis beschreibt  Während  dieses  geschieht,  ist 

(ö  — =  «"•(coB««  +  isnitfa»), 
imd  daber  ist  f&r  t  =  a-t  t 

(a — t)-*  «  «-«  (OOS  «  « -I- 1  sin  «  «)  • 
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    • 

Wftdmt  t  dnroh  reelle  Wertlie  weiter,  so  Sndert  aoh  nur  der 
Modul  dieser  GrOsse^  wfthrend  die  Fotens  Ton  ''If  die  flunen 
sEweiten  lUrtor  bildet,  ungeSodert  bleibt  Durddioft  der 
Punkt  t  einen  der  gera^Uinigen  Theile  Beinee  Gebietee,  so  Meibt 
daher  der  durch  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  definirte  Winkel 
&  ungeftndert;  dnrchUhift  er  den  um  ^  a  a  beeohriebenen  HiBlb- 
kreifl,  so  wftchBt  &  um  «n.  Den  «+  1  geradlinigen  Theilen 
der  Grenze  des  ^-Gebietes  entqwechen  daher  eben  so  viel  ge- 
rade Idnien  in  der  Gtemse  dee  i «Gebietes;  yon  je  zwei  anf« 
einander  folgende  von  diesen  ist  die  zweite  gegen  die  erste 
um  den  Winkel  an  m  positivem  Sinne  gedreht  Welche 
Linie  im  z-GteUet  dem  um  / «  a  beschriebenen  Halbkreis  im 
f-Gebiet  entspricht,  erkennt  man,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn 
a  —  t  nuendlich  klein  ist, 

also» 

oder  nach  (13) 

z  —  j~j«i-«[co8(l— «)a»  —  i'sin(l  —        +  B 

istf-woA  und  B  zwei  endliche,  compleze  Oonstanten  bedeuten. 
Hiemaoh  ist  die  gesuchte  Linie  ein  Kreisbogen,  dessen  Mittel- 
ponkt  im  Endlichen  hegt,  nftmlidi  der  Punkt  «  as  f  ist,  und 
dessen  Badius  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  ist,  je 
nachdem  a<l  oder  «>!.  Ista«!,  sohat  man 

dz_  A 
dt"  a—V 

also 

««-41g(a  — 0  + 

oder  nach  (13) 

z  =  A{\g^  —  iuj)  +  7?, 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Linie  gerade  ist,  im  Unendlichen 
liegt  und  eine  endhche  Länge  besitzt,  die  gleich  .t  mal  dem 
Modul  von  A  ist.  Diu-chläuft  der  Puidvt  f  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  (iesclnvindigkeit,  so  wird  die  entsprechende 
Linie  von  dem  Punkte  z  auch  mit  gleichbleibender  CTeschwiii- 
digkeit  durchlaufen.  Was  endhch  den  unendlichen  Halbkreis 
in  der  Grenze  des  /-Gebietes  anbetrifit,  so  ist  für  diesen 
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also 

Mit  Hülfe  von  (13)  erkennt  man,  dass  hierdurch  ein  Kreisbogen 
dargestellt  ist,  der  zum  Mittelpunkte  den  im  Endlichen  lie- 
genden Punkt  z  =  B  haXf  und  dessen  Kadius  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  ist,  je  nachdem  flf|  +  «3  +  +  «n  ^  1  oder 
>  1.  Er  wird  von  dem  Pankte  z  mit  gleichbleibender  Ge- 
schwindigkeit durchlaufen,  wenn  der  Punkt  t  seinen  Halbkreis 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  durchläuft. 

Ist  das  2 -Gebiet  gegeben,  so  ist  zunächst  n  bekannt,  da 
7{  +  1  die  Zahl  der  geraden,  im  Endüchen  liegenden  Stücke 
der  Begrenzung  ist:  für  kann  man  n  beliebige 

der  »  +  1  Winkel  setzen,  die  je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser 
Begrenzungssttlckc  in  dem  oben  bezeiclineten  Sinne  mit  ein- 
ander bilden.  JDie  GrOseen  a  und  die  Grösse  C  können  theil- 
weise  beliebig  gewfthlt  werden,  theflweise  sind  sie  dmrch  die 
]>imen8ionen  nnd  die  Lage  des  ;r-Gebietee  za  bestimmeiL 

Vttr  das  Gtobiet  Ton  f,  anf  welches  die  hier  sa  entwickelnde 
Theorie  des  Oondensators  gefthrt  hal^  kann  man  hiemach  setzen 

(14)  i,.2aY:MESEEfldt, 

wo  und  it  Bwei  reelle,  positive  Gonstanten  bedeuten.  Den 
PonlEten  ±X  entspredien dann, wenn >  A  ist,  die  Pankte 
9^  ±,  la,  den  Pmdtten  t^m  ±fi  ^  Punkte  ± i(a  +  6), 
dem  nnendBeh  kleinen,  nm  /  «  0  beschriebenen  Halbkreise,  der 

zur  Grenze  des  ^Gebietes  gehört»  die  Linie,  iür  die  ^  einen 

sw 

nnendüch  grossen,  positi?en,  oonstanten  Werth  hat,  und  fbr 
denm  findponkte  jr  «>  ±  a  ist»  dem  nnendlidien  HalbkraiBe 
endÜch,  der  die  Grenze  des  /-Gebietes  TerroDst&ndigt,  ein  gegen 
«  miendBslier  Kreisbogen,  dem  nur  em  gegen  a  endliches  St&ok 
ÜBtUt,  nm  ein  ToUer  Kreis  za  sein,  and  ftr  dessen  Endpunkte 

einen  unendlich  grossen ,  positiTen  Weilh  hat  und  y  =a 

±  (a  +  Ä)  ist  Um  die  Constanten  /,  ^  durch  a  und  b  auszo- 
drOcken,  integrire  man  zonächst  die  Gleichong  (14)  aber  den 
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Mfliftwii  nni         beschrifllMiieii  HialbkniB;  dum 

findet  man 

Dieselbe  Gleioliimg  mtegiire  ma&  h/mec  theae  den  unendlich 
groeeen,  nur  Gbenae  des  /-Gebietes  gehörigen  HslbkreiB;  man 
hat  hierbei 

za  setzen  und  findet  daher 
IffieraoB  fi>lgt 

(15)  .  +  ^-V^F^,M-i-l/|I- 

Um  die  gesuchte  Bemehung  ziriachen  x  tmd  dem  durch  (10) 
definirten  w  m.  finden,  mnss  man  za  der  jetzt  festgestellten 
Beriehnng  swiaehen  t  nnd  i  eine  swisdien  t  und  w  hisninehmen, 
durch  wdche  das  Gebiet  von  t  confotm  abgebildet  md  anf 
einem  uiendlich  langen  Streifen  in  der  tv- Ebene,  von  dessen 
Enden  das  eine  uneudlich  kleinen,  das  andere  unendlich  grossen 
Werthen  yon  t  entspricht  Eine  solche  Abbildung  wird  ver- 
mittelt durch 

dw  A 

dt"  #  » 

also 

die  Oonstanten  A  und  B  smd  hier  80  an  beetunmen^  dass  w 
(d.  h.  der  reelle  Thefl  Ton  w)  +  1  ist  ftr  poeitiTe  und  —  1  fiür 
negative  reelle  Werthe  von  t  Biemach  ist 

10=  H--lg<  + iC 

ZU  setzen,  wo  lg/  für  positive  Werthe  von  t  reell  zu  nehmen 
ist  und  C  eine  reelle  Constante  bedeutet.  Nun  soll  i//  für  die 
Punkte  der  Oberfläche  der  Condensatorplattc  bestimmt  werden, 
für  welche  ^  »  +  1  ist  FOr  diese  ObeifiAohe  ist  t  positi? 
und  daher 

(16)  t^-^lg^  +  CÄ. 

Für  die  Mitte  der  äusseren  Grundfläche  der  betrachteten  Con- 
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densatorplatte  möge  \p  —  0  angenommen  werden;  dann  l&sst 
sich  C  in  der  folgenden  Weise  bestimmen«  Man  betrachte 
einen  Pnnkt  der  äusseren  Grundfl&che,  fOr  den  »  onendUch 
grow  gogen  a  nnd  mnendhch  klein  gegen  B  ist  Für  diesen 
Pnnkfc  ist  I  unendlich  gross  nnd  daher  nach  (14) 

*-a(l*  +  ul), 

iro  A  eine  endliche  Oonstsnte  bedenket  Danns  folgt»  dass 
bis  auf  nnendEeh  Kleines 

lg^-21g^  imdlg-|.-21gi 

ist;  aas  (16)  eigiebt  sich  hiemach 

Andererseits  ist  für  denselben  Punkt  nach  (6) 
uiid  daher 

(17)  C-i(2-lg2^). 

Nun  werde  ein  Punkt  der  inneren  Grundfläche  ins  Auge 
gefasst,  fiir  den  x  unendlich  gross  gegen  a  und  unendüch  kleiu 
gegen  R  ist.  Für  diesen  ist  t  unendlich  kleiu  und  zwischen 
d-  und  t  besteht  nach  (15)  die  Belation 

t 

£s  ist  aber 

bei  B-ücksicht  daiauf,  dass  t  unendlich  klein  ist,  folgt  hieraus 

oder  bei  iiücksidit  auf  (15) 

-21g<-5-«+l+lg"-<?^ti)  +  »  ^fL't». 

Diesen  Ausdruck,  so  wie  den  in  (17)  angegebenen  Werth  von 
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C  denke  mao  sicli  in  (16)  Bobetitoirt  und  Tergleiolie  des  Be* 
enltat  mit  der  GHeiohang 

die  nach  (9)  gilt^  falls  ^  unendlich  klein  wL  Die  mit  coost. 
bezeichnete  Grösse  ergiebt  sich  dann 

(18)  .^•  +  i?(.g-(_^-iM+f^tei\±'), 

WO  €  die  Basis  der  natürlichen  Logaiitlimen  bedeutet.  Dieser 
Ausdruck  ist  nach  (8)  und  (2)  das  Du})jtclte  der  F^iektricitats- 
menge,  welche  die  ganze  Condensatorplatte  enthält. 

Die  Elektricitätsmenge  der  zweiten  Condensatoiplatte  ist 
eben  so  gross,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Setzt  mauÄ=0,  so  kommt  man  auf  den  von  Hm.  Glausius 
behandelten  Fall;  der  Ausdruck  (18)  wird  dann 

oder,  wenn  man  f&r  n  und  e  flure  ZaUenwerdie  seilt» 

f-'  +  ^lg  9,246  ^. 
2a       7t  °    '  a 

Statt  dessen  hat  Hr.  Olaasias  bei  der  hier  gebranchteo  Be* 
zeichnmig  gefimden 

f +  -lg  8,84^. 

Der  Unterschied  der  Zahlencoefficienten  erklärt  sich  durch 
die  L'nsicherheit,  die  die  lange  numerische  Rechnung,  durch 
welche  Hr.  Ol  aus  ins  zu  seinem  Resultate  gelangt  ist^  noth- 
wendig  mit  sich  brachte. 

Viel  leichter  ist  der  zweite  der  beiden  Fälle  zu  behandeln, 
die  hier  betrachtet  werden  sollten,  der  Fall,  dass  in  beiden 
Platten  q  =  1  ist.  In  diesem  ist  für  alle  Funkte  des  Baomes 
bis  auf  unendlich  Kleines 

9»-.^aictg-, 

wo  u  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

ist  und  wo  der  arctg  zwischen  0  und  *  liegt  ;  d.  h.  es  hat  (p 
denselben  Werth,  nie  wenn  statt  der  beiden  Platten  nnr  eine 
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Torhanden  wäre.  Die  Elfikfchdt&timeDgiB  eiiier  jeden  der  beid^ 
Platten  ist 

^  • 

n 

Es  soll jetst die  Theorie  des  Eingangs  erwähnten  Thomson- 
schen  Ckmdensators  entwickelt  werden.  Es  lässt  sich  dei-selbe 
folgoodermassen  beschreiben:  der  untere,  horisontale  Boden 
einer  metoOneoi  cjlindrischen  BOohse  besteht  ans  zwd  TheOen, 
dnem  ftiusereii,  dem  Sofantonnge,  und  einem  ümereiif  der  die 
GoQektoplatte  genannt  werden  miSge;  unter  diesem  Boden, 
in  Ueinem  Abstände  Ton  demselben  befindet  siob  eine  Metall* 
platte  T<m  (^ekber  Gttae.  Das  Potential  in  dieser  sei  »  0^ 
irShcend  es  in  der  Bikdise  nnd  der  Oollektoiplatte  1  sei; 
es  handelt  sich  danmif  die  Elektridlfttsmenge  der  Oollektor* 
platte  zu  finden.  Die  Qleichong  der  oberen  Uftohe  der  Platte, 
inder^MOist»seiy«0,  die  Gleichungen  der  GhnmdflSdien 
der  Oolldctorplatte  und  des  SohutDinges  seisn  y  =  a  und 
lfm»a  +  bf  die  GHeichnngen  der  Bandflaehen  der  Oollektor- 
plaitte  nnd  des  Sohntzringes  endlich  p  «  Ü— -ü  nnd  q  »  iS+c, 
so  dass  a  der  Abstand  der  Collektorplatte  Ton  der  unteren 
Platte,  b  die  Dicke  der  OoDelEtoiplatte  und  2e  die  Breite  des 
lingfifamigen  Ziriscbenranmes  swisohen  dieser  nnd  dem  Schnti- 
linge  bedentei  b,  c  werden  als  nnendUch  klein  g^gen  B, 
die  Breite  des  Schntzringes  als  Ton  derselben  Ordnung  wie  B 
Tosausgesetct. 

In  endlicher  Entfernung  von  dem  Kreise,  für  den  //  =  0, 
(f^Ji  ist,  iai  oberhalb  der  Collektorplatte  und  des  Schutzrings 

^  a  1,  untedialb  9  »  ^  ,  dort  ist  ^  »  oonst»  hier 
(19) 

Es  sind  (f  und  i/'  Punkte,  die  unendlich  nahe  an  jenem 
Kreise  liegen,  zu  berechnen.   Setzt  man  wieder 

so  ist  rr  eine  Funktion  von  z.  Man  bilde  das  zu  betrachtende 
Gebiet  von  z  wieder  auf  der  Hälfte  der  /-Ebene  ab.  Das  ge- 
schieht dui'ch  die  Gleichung 
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(20)  iVrf.=i.!S=^öHmrf,, 

wo  iV,  ^,  X  positive  Constonten  bedeuten  sollen,  /  toh  denen 
A  <  1  und  A  >  1.  Den  unendlich  kleinen  fialbkreiBenf  deren 

Mittelpunkto  die  Ponkle      ±j  sind,  und  die  snr  Grenae  des 

^-Gebietes  guLören,  entsprechen  dann  in  der  Grenze  des  z-Ge- 

Inetos  gerade  Idnien,  ftr  welche-  ■>  db  <30  und  iKlr  decenJQnd- 

punikte  jr »  0  mid  jr  ~  a  ist;  dem  nnondHch  grossen  HriUMe 
in  der  Giense  des  ^-G«faietos  entspricht  ein  gegen  a  nnendÜch 
grosser  Halblcreis  in  der  Grenze  des  z*GeHetes,  ftr  dessen 

Endpunkte  ^  =  ±00  und  y  s  a  +  6  ist;  den  Punkten 

±1  und  ±1 

endlich  entsprechen  die  Punkte 

*  —  ±  c  +  /«  und  z  =  ±  c  -r  i  (  a  +  b). 
Man  erhält  die  verlangte  Beziehung  zwischen  z  und  tr,  wenn 
man  zwischen  w  und  t  die  Gleichung 

festsetzt,  in  der  C  eine  reelle  Oonstante  bedeutet  Hierena 
folgt  für  die  OberÜächc  der  Collektorplatte,  fUr  die  t>jisty 

Pl)  V-f  lg        +  CR. 

Die  Gleichung  (20)  lüsst  sich  schreiben 

Bei  der  BeseMmnngsweiBe  Jaoobi's  ist  daher,  nenn  man 
^»sinamKyA  ,  X»Asinam«,A 

setiti 

TkT              AI         ,   TT /  \  ,    CO» am a A am a -i t /  \ 
Nz^—u^'mia  +  £{u)  +  üiJ^^j  

oder  anoh 

V     <i«     da  ^  Via)  da'  J 

I  dte^(«)  ■   ii^»iu-a)d    .  («) 

Macht  man  nun 


1^ iyuii.cü  Uy 


80  kann  ^  ^ 
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ist,  reell  und  xwiaohen  0  und  JTgevrählt  werden.  Man hatdann 


und  daher 


odeSi  wenn  man 


Die  Bedingung,  dass 

und 

für  ?i  =  ±        lÄ"     r  «  ±  c  +  i{a  + 

werde,  eigiebi  snr  Beetammnng  der  8  Constanten,  N,k^ß  die 
Qieioliimgen 


(22) 


in  Folge  der  beiden  ersten  Ton  diesen  lässt  die  Oleichniig  für 

Nz  sich  schreiben 

(23)  xvr-ivc^+  + 

Durch  £inftüinnig  yon  tc  und    wird  die  Gleichung  (21) 


11^  2m  Theorie  des  Gondeneaton. 

M 1   sin  am  u  —  siu  am  fi  ,  rjw> 
•M  «.  —  lg  .  .        '  +  CB. 

^      n  °  sm  am  tt  +  ^in  am  ^ 

Fül-  einen  Punkt  der  oberen  GrundHäche  der  CoUektoiplatte, 
ftr  den  ~  unendlich  gross  ist,  ist  sin  am  u  unendlich  gross,  also 

Setzt  man  Ar  Ponkte  dieser  Gnmdflächc,  deren  Entfernungen 
Tom  Bande  von  der  Ordnung  yon  R  sind,  und  täx  die^  ine 
bemerkt,  ^  ooEstani  kt^  •^«•0,  so  Ist  also  Ca«0  und 

.....  i?.  8inam«~aiiiami? 

(24)  Ii'  =     Ig-T  i — ;  ^. 

^    /  TT  "  sm  am  u  -f-  sm  am  H 

Für  Punkte  der  unteren  Grundfläche  der  CoUektoxpiatte,  für 
die  ^  unendlich  groas  ist,  ist  it — ß  nnendKch  Mem  imd  positif , 

und  daher  nach  (23) 

und  nach  (24) 

"     «^^  2fliiiaiii/7 

Benutzt  man,  dass 

und 

ist,  80  fiägt  ans  diesen  beiden  Gleichungen 


E 


V  + 

Da  nun  nach  (19)  wiederum 

ist,  fidls  ^  nnendlich  klein,  so  ergiebt  sich  ftr  die  mit  oonat 

bezeichnete  Grösse,  d.  h.  ftlr  das  Doppelte  der  Elektricitäts- 

menge,  die  die  Oollektorplatte  enthält,  der  Ausdruck 

Im  Allgemeinen  ist  die  Berechnung  desselben  bescfawerlioh,  da 
sie  die  Auflösung  der  Gleiohungen  (22)  nach  ky  N  erfovdert; 
sie  ist  aber  sehr  leicht^  wenn  man  die  Didce  der  OoOektor» 
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platte  h  als  imendlich  gross  gegen  die  Breite  2r  des  Zwischen- 
raumes zwischen  ihr  und  dem  Schutzringe  anniiimit  und  sich 
begnügt,  neben  den  endlichen  Grliedern  die  miendlich  kleinen 
Glieder  niedrigster  Ordnimg  zu  berücksichtigen.   Nimmt  man 

4  als  anendlich  gross  an  und  berücksichtigt  nur  endliche 

Glieder,  so  genügt  man  den  Gkiehongen  (22)  dnroh 

imd  der  Ausdruck  (26)  ivird  dann 

üm  seinen  Werth  genauer  am  finden,  setze  man 

die  dritte  der  Gleichungen  (22)  giebt  dann 

-lg,  — §-2(1  +  4 

und  die  beiden  ersten  geben 

In  f'olge  hiervon  wird  der  Ausdruck  (25) 

^  ~(ßo^ßo  +  IgOOSÄ  +  4y  sinVo). 

Der  Ausdruck  (SS)  ist  anch  kicht  in  dem  Falle  au  berechnen, 
dass  &  0  ist,  einem  VaQe,  der  aber  ein  geringeres  pfaktisohes 
Interesse  darbietet  In  ihm  ist  A  1  und  die  Eleotricit&ts- 
menge  der  CoUektorplatte 

.R  1 

wo  il  ans  der  Gleichung 
ZU  bestimmen  ist 
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Bestiininnng  der  Constanten,  von  welcher  die  Intensität 
iadneirter  elektnscher  Ströme  abhän^^) 

Die  mathematiMlien  G«86tie  der  indnoiiten  eldctanflohen 
Stritane  aiiid  Ton  Neamaon  und  WeVer  anfiseateUt  worden;  m 
dam  Aoadmcke,  den  beide  ftr  die  Intennlftt  eines  indnoirtan 
Stromes  gefonden  haben,  kommt  aittser  Gitaen,  die  in  jedem 
gegebenen  EaQe  gemessen  werden  mtlssen,  eine  Gonstante 
▼or,  die  ein  f&r  allemal  dnroh  Yersoicbe  ermittelt  werden 
mnssy  nnd  die  Neumann  dnrdi  0  beceidmei  Biese  su  be- 
stimmen,  bebe  ich  unternommen. 

Wird  die  relative  Lage  emes  gesdilosseneii  Stromes  nnd 
eines  geschlossenen  Leiters  verSodert,  so  wird  in  dem  letzteren 
ein  Strom  indndrt;  die  LttensÜAt  des  indndvten  Litegral- 
stromsy  d.  h.  die  Eleictrioiifltsmenge,  die  wShrend  der  Dauer 
der  Bewegimg  durch  einen  jeden  Qaersdmitt  getrieben  wird, 
ist  nach  Neumann  «■  dem  Unterschiede  der  Potentiale  des 
Stroms  in  Benehung  anf  den  Leiter,  diesen  Ton  der  Einheit 
des  Stroms  dnrcbfloesen  gedacht,  in  der  End-  und  Anfangs- 
lage,  dieser  Unterschied  multiplidrt  mit  e,  dmdirt  durch  den 
Widerstand  des  Leiters.  Bas  Potential  iweier  StrOme  in 
Bezug  auf  einander,  ist  die  halbe  negative  Somme  der  fto- 
dukte  der  Bahnelemente  des  einen  Stroms  mit  den  Bahn- 
elementen des  anderen,  jedes  Produkt  zweier  Elemente  mit 
ihren  Intensitäten  und  dem  Cosinus  ihrer  Neigung  gegen  ein- 
ander multiplicirt  und  durch  ihre  Entfernung  dividirt.^ 

I'ni  i  als  Zidil  ungeben  zu  können,  muss  man  Einheiten 
für  die  Zeit,  den  Ruiim  und  den  Widerstand  oder  die  Lei- 
tungslaliigkeit  einführen.  Als  Eiidu'it  für  die  letztere  habe  ich 
die  Leitungsfähigkeit  eines  Kupferdralites,  den  ich  bei  meinen 
Versuchen  benutzte,  angenommen:  da  die  Leitungsfiiliigkeit 
des  Kupfers  z^sischen  ge\Nissen  Gränzen  variirt,  so  ist  daher 
bei  der  Angabe  des  Zahlenwerthes  von  6  nur  eine  beschi'äukte 
Genauigkeit  von  Interesse. 

*)  Pogg.  Ann.  Bd.  7«.  IMS. 

•)  Neu  mann:  Ueber  ein  allgemeiues  Princip  (1<t  matfaematbchen 
Theorir  iuducirter  eleJUriaeher  StrSme;  Abhsndl.  d.  Bediner  Acad.  der 
Wies.  1848. 
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Der  Weg)  der  sich  am  natürlichsten  zur  Bestimmimg  Ton 
9  mir  darzubieten  scheint,  ist  der,  dem  Leiter,  in  welchem  ein 
Strom  inducirt  weidaii  soll,  80  wie  dem  Leiter  des  induciren- 
den  fitaromee  Formflik  zu  geben,  für  welche  man  das  Potential, 
welches  sifl^  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen,  auf- 
enumder  sosOben,  berechnen  kann,  die  Intangitftt  des  indoci- 
renden  Stromes  durch  die  Ablenkung  zu  messen,  welche  er 
einer  Matt^Ucatomadel  ertheilt,  und  den  Anaechlag  sn  be- 
abadkteD,  den  der  indnciite  Strom  bei  einer  swmten  Mnlt^iU- 
ctttoniadel  herroxbringt  IHeaen  Weg  habe  ioh  eingeecUafen, 
mit  der  Modificatium  jedooh,  dase  ioh  mich  nur  oiner  Magnet* 
nadfll  bediente,  nnd  an  dieser  zn^eioh  die  Ablenknng  ftr  den 
ersten,  nnd  den  Ausschlag  ftr  den  zweiten  Strom  beobachtete. 

Ich  will  den  Godanken  der  angewandten  Methode  zuerst 
anadnandersetnn.  Aus  den  Brfthten  sweier  Drahtrollen,  B^, 
R^,  die  in  omer  soldien  NSbe  sidi  befinden,  dass  die  eme 
auf  die  andere  inducirond  wirken  kann,  eineni  MnltinMcator 
M  nnd  einer  Kette  K  sei  eine  SehEessoDg  gebfldel,  nnd  zwei 
Ftmkte  dieser  Sddiessang,  Ton  denen  der  eine  zwischen  den 
beiden  BoUen,  der  andere  zwisefaen  IMtipKcator  nnd  E[ette 
Eegt,  durch  einen  Draht  Tecbonden.  NemMn  wir  die  drei 
Wege  zwischen  den  beiden  eben  bezeidmeten  Punkten  1,  0,  2, 
wie  die  in  "Blga  7  boHseeohdebenen 
Zahlen  andeuten,  ihre  Widerstftnde 
U7p  «7^,  und  die  Litensit&ten  der 
Ströme,  welche  sie  in  den  durch 
Pfeile  bezeichneten  Bichtungen 
durchfliessen,  J^,  Jq,  J^j  die  elektro- 
motorische Kraft  der  Kette  end- 
licli  £f  so  haben  wir: 

woraus  sich  ergiebt:  7. 

-g,  __?'«_ 

Wird  nun  die  eine  der  beiden  Bollen,  iZ,,  eine  gewisse  Strecke 
fbrtgejEtihrt,  so  werden  in  ihr  sowohl,  als  in  der  anderen 
Ströme  inducirt:  die  Summe  der  elektromotorischen  £j:äfte, 
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die  in  Äj  inducirt  werden,  sei  e,,  die  Summe  der  iii  R,  indu- 
cirten  ferner  seien  die  Elektricitiitsiiicngcn,  die  duich  diese 
Klüfte  durch  die  Wege  0,  1,  2  getrieben  werden,  d.  h.  die 
Intensitäten  der  in  diesen  Drähten  hervorgebrachten  Integral- 
Ströme  i„,  ii<i  i^i  dann  ist: 

woraus  man  findet: 

.  ^ 3C!fo±5.i)+ij5»_ 

Nennea  w  die  Smiime  der  elektromotorisclioii  Exftfte, 
welche  in  inducirt  wordea  wftren,  wenn  Ton  der  Ein- 
heit des  Stromes  dnnMoesen  würde,  so  irt  dieses  auch  die 
Summe  der  elektaromotorischen  ErSfte,  welche  in  indncirt 
worden  wären,  würde  Rf  yon  der  Einheit  des  Stromes  durch- 
flössen ;  denn  bezeichnen  wir  das  Potential  der  beiden  Draht- 
rollen in  Bezug  auf  einander,  beide  von  der  Einheit  des  Stro- 
mes durchflössen  gedacht,  vor  der  Bewegiuig  von  B.^  durch 
Pj  micli  der  Bewegiuig  von  i?,  durch  Q,  so  ist  jede  dieser 
beiden  Summen  =s  e{Q — P).  wo  f  die  Constante  ist,  die  wir 
bestimmen  wollen.  Durch  Emiiihrung  der  Grösse  e  erhalteu 
wir: 

und  dmch  Benutzung  jener  Formel  für  ^ : 

7f       «0         tr^  tr,  +  IT,  fCj  + 

Bei  den  angestellten  Versuchen  war  vcrsc  liwiiidcml  klein 
gegen  und  ?r,;  bei  Berücksichtigung  dieses  Lmstandes  wird 
die  gefundene  Gleichung: 

Setsen  wir  hierin  ftr  e  semen  Werth  e  (Q — F)  und  drücken 
<  aus,  so  finden  wir: 

Bei  den  angestellten  Yersuehen  wurde  die  eine  Drahtrolle 
ans  der  Nähe  der  anderen  m  eme  Ihitfemnng  £<niigeflüirty 
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die  als  unendlich  betrachtet  werden  konute.  Es  ist  daher 
Q  =  0  und 

*  JiT' 

m 

Berecimet  maa  atoo  P  und  bestiiiiiiit  ^ ,  so  kasn  man,  wenn 
man  to^  kennt»  den  Werth  Ton  e  ermitteln.  Aus  den  folgen- 
dfln  Betraditimgen  geht  hervor^  me  sich  -f  experimentell  be- 

stimmen  lässt. 

Ich  nenne  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetis- 
mus //;  das  horizontale  muj^etischc  Moment  der  Multipli- 
catomadel  jx;  das  horizontale  Dreliungsmuineut,  welehes  ein 
der  Einheit  gleicher  Strom  in  dem  Multiplicatordi-ahte  auf  die 
Nadel  ausübt,  wenn  diese  sich  im  magnetischen  Meridiane 
befindet,  M.  Wird  die  Kette  in  Wirksamkeit  gesetzt,  beginnt 
also  ein  Strom  von  der  Intensität  J.^  durch  den  Multiplicator- 
draht  zu  fliessen,  so  wird  die  Gleiehgewichtslage  des  Magnets 
um  einen  Winkel  a  abgelenkt,  der,  wenn  er  klein  genug  ist, 
durch  die  Gleichung: 

bestimmt  ist.  Um  diese  neue  Gleichgewichtslage  wird  der 
Magnet  Schwingiuigen  machen;  der  AN'nikel,  um  den  er  sich 
zui*  Zeit  f  von  ihr  entfernt  hat,  sei  sein  Trägheitsmoment  ii, 
dann  gilt  für  ?/,  voraus^*  setzt  dass  dieses  ebenfalls  sehr  klein 
ist,  die  Differentialgleichung: 

d'u  Httju  +  «)  +  MJt 

"3?" "  K  ^ 

Diese  wird,  wenn  man  die  Gleichung  iui-  a  berücksichtigt: 

iSt  Hfl 

fieehnea  wi  die  Zeit  von  einem  AngenbHcke  an,  fbr  den 
II  a  0  ist^  so  irird  das  Integral  derselben: 

u  =  ^8iu^|/^. 

Nnn  nehmen  wir  an,  dass  zur  Zeit  if^  die  eine  Bolle  sich  za 
bewegen  an&nge;  zn  gleicher  Zeit  Beginnt  der  indadrte  Strom 
in  dem  Mokiplioatordrahte:  dieser  wülire  Ins  m  Zeit  fi-^r. 
Zwischen  den  Zeiten  nnd  l^  +  r  gilt  dann  ftr  u  eine  andere 
DiffiBrentialgleiclmng,  n&mUoh  £e  folgende: 
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d*u  J  mJdx 

de^ «  ^  , 

wo  die  Bedeutung  der  neu  eingeführten  Zeichen  diese  ist: 
ds  ist  ein  Element  des  Multiplicatordrahtes,  J  die  Intensität 
des  inducirten  Stromes  in  ds  zur  Zeit  7«  das  Drehungs- 
moment, welches  ds,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen, 
auf  den  Magnet  in  der  Liige  ausübt,  in  der  er  sich  zur  Zeit 
t  befindet.  Da  wir  annehmen,  dass  der  Magnet  sich  nur  um 
sehr  kleine  Winkel  von  dem  magnetischen  Meridiane  entfernt, 
so  können  wir  m  auch  als  das  Drebnngamoment  definiren, 
das  ds,  von  der  Einheit  des  Stromes  durchflössen,  auf  den 
Magnet  ausübt,  wenn  dieser  sich  im  magnetischen  Meridiane 
befindet  Die  Integration  nach  ds  endlich  ist  über  den  gan« 
zen  Multiplicatordraht  auszudehnen.  Diese  Differentialgleichung 
mnltipliciren  "wir  mit  dt  und  integriren  sie  Ton  i^f^  bis 
^  »  ^  +  r.  Dadurch  erhalten  wir: 

!•+»         I»  f»  I» 

wo  die  Indices    +  r  nnd  <^  anzeigen,  dass  die  in  Parenthese 

stehende  Grösse  respective  för  tw^fi^t  und  t  ^  genommen 
werden  soll.  Setzen  wir  t  als  sehr  klein  voraus,  d.  h.  nehmen 
wir  an,  dass  die  eine  Drahtrolle  mit  sehr  giosser  Geschwin- 
digkeit durch  eine  gewisse  endhche  Strecke  bewegt  werde,  so 
verschwindet  das  ei'ste  Integral  der  rechten  Seite  unserer 
Gleichung,  doch  nicht  so  das  zweite,  wvil  in  dL'msell)en  Masse 
wie  jene  Gescliwiiidigkeit,  auch  J  wächst.  Die  beidt  n  Integra- 
tionen des  zweiten  Integrals  lassen  sich  aber  austtdiren.  und 
es  wird  dasselbe  =  i..  M;  es  ist  nämlich  jn  unabhängig  vou 
das  Integral  von  Jdf,  zwischen  den  Gränzen  und  t  t  ge- 
nommen, ist  =  lg,  hat  also  denselben  Werth  fiir  alle  Elemente 
ds,  und  nids,  über  den  ganzen  Multiplicatoi-diaht  integiirt,  giebt 
M.    Wir  haben  also: 

[du]  _  (du]  u,M 

\dtj  -  \T(j  ~ 

Unserer  Voraussetzung  zufolge,  dass  t  als  nneiidlich  klein  be- 
trachtet werden  dOrfe,  haben  wir  Hamer: 
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(«)-(")■ 

Yon  der  Zeit  ^  +  t  an  gilt  fiür  tt  inedenim  die  Differential- 
gieicfamig: 

d-u  Mu 

Das  Integral  derselben  ist  jetzt  aber  ein  anderes,  indem  die 
Constanten  der  Integration  jetzt  andere  Werthe,  als  frUheTi 
erhalten  mllsaen.  Wir  setzen  das  Integral: 

«  -  ^sm  q/^  +  JJ' OOS  q/^^ . 

Die  Constanten  A  und  B  sind  so  zu  bestimmen,  dass 

(~|      and  (u)      die  eben  abgeleiteten  Werthe  annehmen, 

irann  irir  in  diesen  fikr     j  ^  und  («)^  die  Werthe  setzen,  die 

sich  ans  der  Gleichung  u^Awkt^^  ergeben.  Die  Glei- 
ohmigen  fbr  A  and  B  sind  demnach,  wenn  inr  der  Kürze  halber 


K 


setzen,  und  wiederum  die  Kleinheit  von  r  berücitsichtigeü: 
^'  sin     +  B  cos  At"  -  ^  sin 
ifcos        ^  sin     -  ^  oosX*  —  f . 

A  A 

Nun  wollen  wir  uns  so  gewählt  denken,  dass  sin  Xf^  =  0, 
also  cos  Xf^  ±1  ist.  d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  der  indu- 
cirte  Strom  in  einem  Augenblicke  hen'orgeb nicht  werde, 
in  dem  der  Magnet  durch  seine  r-rleichgewichtslage  geht.  Un- 
sere beiden  Gleicliungen  zeig«  n  dunn,  dass  Ji'  =  0,  also 

u  —  A  sin  Xt 

irird.  Wir  wollen  den  Werth  aasdrttckwi,  den  u  am  Ende 
der  ersten  Scfawingang,  nachdem  der  indndrte  Strom  gewirkt 

bat,d.Lfiir^=^  +  i^^  erhält;  dieser  Weith  sei  a',  daoin  ist: 

tf'  -     sin  (x/«  +  2)     ^  OOS 
Ist  feiner  a  der  Werth  Ton  «,  welcher  am  Ende  derselben 
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Sdnrmgung  stttttgefimdeii  liaben  wOrde»  iremi  der  fndoGirte 
Strom  mcht  entstanden  wäre,  so  ist: 

a^Aask^Xfi  +^  j  »  ^  cos 
Wir  haben  daher: 


^^a  


IHvidireii  wir  diese  Grleichuug  durch  die  oben  für  a  gefundene: 
bo  erkalten  ivir: 

Führen  wir  die  Schwinguugadauer  der  üadel,  T—nj/^y 
ein,  so  wird  diese  Qleicfanng: 

J%        «  ff* 

Beobaehtet  man  also  die  Schwingongsdaner  T  nnd  die  drei 

Winkel       «,  a,  so  kann  man  '}  bereehnen,  und  hieraus,  wie 

schon  oben  angegeben,  €  finden. 

Es  ist  dieses  der  Gedanke  der  angewandten  Methode,  der 
aber  einige  Veränderungen  erleiden  musste.  Ein  Umstand,  der 

bei  der  Besthnmimg  von  ^  noch  za  berttcksiehtigen  war,  ist 

der,  dass  durch  (Ue  Bewegung  des  Magnets  in  dem  Multipli- 
catordrahte,  wenn  er  geschlossen  ist,  Ströme  iuducirt  werden, 
welche  die  Schwingungen  dämpfen. 

Die  Intensität  des  Strome<,  der  in  jedem  Augenblicke  in 
dem  Multiphcatordi'iüite  imlucirt  wird,  ist  jiroportional  mit  der 
jedesmahgeu  Geschwindigkeit  des  Magnets  imd  mit  dem  nega- 
tiven Drehungsmomente,  welches  ein  der  Einheit  gleicher 
Strom  in  dem  Multiplicatordrahte  aul'  den  Magnet  ausüben 

würde,  d.  h.  proportional  mit  —  ^-^y  ^  Drehnngsmoment, 
welches  dieser  Strom  auf  den  Magnet  ausübt,  ist  also  propor- 
tional mit  —  ^" ;  wir  setzen  es  —  —  Diffe- 
rentialgleichung, der  «  Ins  <^  änd  Ton  l*^  +  r  an  genügt,  ist  also: 


0 
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Bedmen  ym  t  von  emem  Augenblicke  an,  fibr  den  «  ■>  0  ist, 
und  setzen  der  KUne  wegen: 

80  ist  das  Litegral  der  Gleichung,  welche  Tan  fasO  bis 
t^f  gQt: 

wo  e  die  Basis  d(*r  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet  Von 
^  +  T  an  gilt  ein  anderes  Integral,  nämlich: 


haben  unveränderte  (lültigkeit  behalten,  und  aus  diesen  tiudet 
man,  wenn  man  wiederum  siu  }.t  z=0  annimmt: 

also  u^Ae-''''*wilt 

und  ÄQOB).f  ^  Aco^XtP  -  ^^e"^*" . 

Das  erste  Maximum  oder  Minimum  nach  der  Wixinmg  des 
inducirten  Stromes  &idet  statt 

ftlr  kt  =  Ifi  +  SLTC  COtg  7j 

und  in  demselben  Augenblicke  wQrde  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum stattgefimden  haben,  wäre  der  inducirte  Strom  nicht 
entstanden.  Nennen  wir  wiederum  das  Maximum  oder  Mini- 
mum« welches  wirklich  stattfindet  a,  da^enige,  welches  ein- 
getreten wSre,  hfttte  der  inducirte  Strom  nicht  gewirid^  a,  so 
haben  wir: 

a  e-"''^  «-"""^^'cosAl». 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung swiscben  A  und  A  ergiebt  sich: 
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Agg  fifliMtm*— »-  vom  wiäAtK  dis 


t,3f  1 


Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  diejenige  für  a  und  be- 
nutzt den  Werth  von  X,  so  findet  man 


wo  T  die  Schwingungsdaner  des  Magnets  bei  imgaflchloasenem 
Midtipficatordralxte  beoeichiiet  Um  9  sn  bestimmen,  mflssen 
Yersadie  Uber  die  Abnabme  der  Scbimigungen  des  Magnets 
bei  geschloBsenem  MnltipEcalordiabiie  aagesfeellt  -werden;  ans 

diesen  ergiebt  sich  leicht,  da  das  Verhftltmss  zweier 
aufeinanderfolgenden  Schwingungsbögen  ist. 

Ein  zweiter  Umstand,  welcher  eine  Complication  der  Be- 

obaclitiuigen  nöthig  machte,  wai'  die  Schwierigkeit  der  genauen 
Bestimmung  von  w^^.  Ich  umging  diese  dadurch,  dass  ich  eine 
Einrichtung  trat',  vermöge  deren  ich       beliebig  verkleinern 

oder  Tergrössem  konnte,  mid  dann  j-  &a  zwei  Terschiedene 

Werthe  von     beobachtete.  Es  sei 


oder 


dann  hat  man  die  GHeicfamigeii: 


und  aus  diesen  Iblgt: 


Hiernach  hat  man  nur  nöthig,  die  Differenz  w'g  —  w\  anzu- 
geben, und  das  lässt  sich  leichter  thun. 
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Sbie  yerSndenmg  m  dieser  Foimel  ftr  <  miiBBto  endlich 
noch  ans  folgendem  Qmnde  Torgenommen  werden.  Ich  hatte 
die  eine  Drahtrolle,  R^j  ans  zweien  aaninmeDgesetzt,  einer 
inneien  und  einer  ftaflseren,  swiiofaea  wekhe  ich  den  indnd- 
xenden  Strom  sich  theQen  Üeea.  Ich  traf  *dieee  Anordnimg,  um 
bei  der  TOrhandenen  Kette  einen  st&rkeren  Indnctionflstroni  zu 
erhalten.  An  die  Stdle  von  P  unwfee  daher  eine  andere 
GrOflse  treten,  nnd  zwar,  wenn  man  P'  nnd  JP"  die  Potentiale 
des  inneren  nnd  des  äusseren  Theiles  von  in  Bezug  auf 
Äj  nennt,  w^'  und  ir^ "  die  Widerstände  des  inneren  und  des 
äusseren  Theiles  von  i?^  der  Ausdruck: 


loh  wende  mich  jetzt  rar  Angabe  der  Yeraiiche  eelbet.  Die 
Torkommenden  Lüugoumaasse  gebe  ich  in  preussischen  Zollen 
an.  Der  Magnet,  dessen  Ablenkungen  ich  beobachtete,  hatte 
eine  Länge  von  4  Zoll,  eine  Breite  und  eine  Dicke  von  )  Z. 

Er  war  mit  einem  Spiegelapparate  versehen,  das  Femrohr 
und  die  Scale  waren  etwa  12  Fuss  von  dem  Spi(  gtd  entfernt, 
ein  Sealentheil  hatte  die  Länge  von  0,1  Z.;  war  demnach 
ein  Sealentheil  durch  den  Yerticalfaden  des  Fernrohrs  ge- 
gangen, so  liatte  sicli  der  Magnet  ungefälir  um  1'  12"  gedreht. 
Der  Multiplicator  enthielt  unj^^efähr  200  Windungen  und  eine 
Drahtläuge  von  280  Fuss.  Der  zu  ihm  verwendete  Kupier- 
draht hatte  einen  Durchmesser  von  ^  Z.  Gleicher  Draht 
war  zm*  Anfertigung  der  Rollen  benutzt;  der  Draht  der  klei- 
neren Rolle,  erfüllte  einen  cyliiidrischen  Ring  von  1  Z. 
Höhe,  0,5  Z.  innerem,  1,155  Z.  äusserem  Radius;  von  den 
l)eiden  Drähten  der  grösseren  Rolle,  Äj,  ei-fiillte  der  eine 
einen  cylindrischen  Ring  von  1  Z.  Höhe,  1,3  Z.  innerem, 
1,48  Z.  äusserem  Radius,  der  andere  einen  cylindrischen  Ring 
von  1  Z.  Höhe,  1,48  Z.  innerem,  1,66  Z.  äusserem  Radius. 
Bei  der  kleineren  Rolle  lagen  in  der  Richtmig  der  Höhe  45, 
in  der  Richtung  des  Radius  28  Windungen  neben  einander, 
bei  jedem  der  beiden  Tlieile  der  grösseren  Rolle  48  in  der 
Richtung  der  Höhe,  8  in  der  Richtung  des  Radius.  Die  Ge- 
stelle der  beidei»  Drahtrollen  wafen  von  Messing;  sie  waren 


128  Bentimmnng  der  OonitaiiteB,  toh  neleliar  die 

flo  an^o^estoUtf  daas  ihre  Azen  in  dteaelbe  Yertioalei  ihre 
Qrondfl&chen  in  dieselben  horizontalen  Ebenen  fielen.  Die 
Lidnction  wurde  dadurch  herforgebracht,  daaa  die  Idemere 
Drahtrolle  ans  dieser  Lage  in  die  HShe  gesogen  wurde  Ter- 
mittelBt  eines  Fadens,  der  in  dem  Mittel^nmkte  ihrer  oberen 
Elftcbe  befestigt  nnd  Uber  eine  kleine  BoUe,  die  sich  Uber  ihr 
be&nd,  gefthrt  war.  Die  freien  Enden  des  Drahtes  der  be- 
weglichen Drahtrolle  waren  nm  emander  gewonden,  dann  war 
ans  ihnen  euie  anacmnandergezogene  Spirale  gebildet,  diese  nach 
oben  gefthrt,  hier  festgebunden,  und  nach  unten  aurftckgeleitet 

In  Bezug  auf  den  Apjiarat  bemerke  ich  noch,  dass  die 
Möglichkeit,  nach  Belieben  zu  verändern,  erreicht  war 
diuxh  ein,  an  einem  ausgespannten  Drahte  verschiebbares 
Quecksilbeniäpfchen.  Beobachtungen  wurden  bei  zwei  ver- 
schiedenen Werthen  von  Wq,  w^^'  und  w^^",  also  bei  zwei  ver- 
schiedenen Stellungen  des  Quecksilbernäpfchens,  angestellt; 
die  Differenz  ?r,/  —  w^",  auf  deren  Kenntniss  es  ankam ,  war 
=  dem  Widerstände  eines  Kupferdrahtes  von  dem  Querschidtte 
des  ausgespannten  und  der  Länge  der  Strecke,  um  welche  das 
Quecksilbeniäpfchen  verschoben  worden  war.  Diese  Länge 
war  14,097  Z. ;  der  Querschnitt  des  ausf^cspannten  Kupfer- 
drahtes hatte  sich  aus  seinem  absoluten  und  seinem  specifi- 
scheu  Gewichte  und  seiner  direkt  gemessenen  Länge  =  0.4061 
Quadratlinien  ergeben.  Setzt  man  die  Tjeitun^'stahigkeit  dieses 
Drahtf^^  =1,  so  wii'd  —  Wq"  =  dem  Quotienten  aas  die- 
sem Querschnitte  in  jeoe  Länge,  d.  h. 

-5000^. 

Für  t/',,"  war  ein  so  kleiner  Werth  von  tr^  gewählt,  als  es  die 
Vorrichtung  erlaubte;  dieser  war  etwa  der  20.  Theil  der 
Differenz  —  w^'.  Die  Kette,  die  ich  anwandte,  bestand 
aus  6  kleinen  DanieU'schen  Bechern,  die  Toltaisch  mit  einan- 
der verbunden  waren. 

Ich  gebe  jetzt  das  unmittelbare  Protokoll  eines  Satzes 

der  Beobachtungen  an,  die  angestellt  sind,  um  -A-  filr  die  bei* 

den  Werthe  von  m?,,  zu  ermitteln.  JSs  bezieht  sich  derselbe 
auf  den  grösseren  Werth  von 
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66^6 
67,6 

15 
80»4 
16^ 
29,6 

Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  ist  die  folgende:  Es  wurde  die 
bewegliche  Kolle  in  die  Lage  gebracht,  dass  sie  mit  der  festen 
in  einer  Höhe  sich  befand;  dann  wurde  die  Kette  in  Wirk- 
samkeit gesetzt.  Hierdurch  erhielt  der  Magnet  eine  neue 
Gleichgewichtslage,  um  welche  er  Schwingungen  machte;  er 
wurde  so  weit  beruhigt,  indem  der  Strom  der  Kette  zu  passen- 
den Zeiten  unterbrochen  und  wiederhergestellt  wurde,  bis  der 
Vertikalfaden  scheinbar  nur  von  66,0  bis  67,5  ging;  als  er 

67^  to»»^  in  d.  h.  m  67/»  dd>  be&nd, 

wurde  die  befregliche  DrahtroDe  admeU  in  die  Hohe  gezogen; 
der  leiden  des  FemrolirB  ging  tos  110,6.  Dazanf  wvde  der 
Strom  der  Kette  imterbrooben,  so  eSneiii  Zeü|niiikte,  der  so 
gewSUt  war,  dasa  die  Sdiwingungen  dee  Magnets  ged&mpft 
worden,  nnd  4  anfeinanderfolgende  XSongationen  beobachtet;  . 
es  sind  dieses  die  4  letzten  der  angegebenen  Zahlen.  Nimmt 
man  aus  diesen  die  arithmetischen  Mittel,  imd  aus  diesen 
wiederum  die  Mittel,  so  erhält  man,  wie  bekannt,  den  Scalen- 
punkt,  der  dem  magnetischen  Meridiane  entspricht;  dieser  ist 
bei  der  angefülirten  Beobachtungsreihe  22,9.  Dms  Mittel  aus 
den  beiden  ersten  Zahlen,  d,  h.  67,05,  giebt  den  Scaleiipunkt, 
welcher  der  Gleichgewichtslage  des  Magnets  unter  dem  Ein- 
flüsse des  ^'alvanischen  Stroms  entspricht;  die  Differenz 
67,05 — 22,9,  d.  h.  44,15,  ist  also  der  oben  mit  a  bezeichnete 
Winkel.  Wäre  der  inducirte  Strom  nicht  entstanden,  so  hätte 
der  Magnet  statt  der  beobachteten  Elongation  110,5  die  Elon- 
gation  66,6  gehabt;  die  Differenz  110,5—66,6,  d.  h.  43,9,  ist 
also  unser  a  —  a. 

Aus  Wiederholungen  desselben  Versuches,  theils  bei  un- 
veränderter Anordnung,  theils  nachdem  die  Riclitungen  des 
inducirenden  nnd  des  inducii'ten  Stromes  oder  die  Riohtnng 

Klrehhoff,  GMammelta  AbbaiMilai>g«a.  9 
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eines  diefler  beiden  durch  passend  sngefandite  Commntttkoren 
mngekehrt  worden  iraren,  ergaben  sidi  folgende  Werthe  ftr 

log  Brig.  — 

9,9976.  9,9991.  9,9074.  0,0018.  0,0030.  0.00.36.  9,9986. 
0,0019.  0,0036.  0,0038.  0,0043.  9.9964.  0,0001.  9,9997. 
0,0037.  0,0050.  0,0041.  0,0061.  0,0014.  9,99ö9.  0,0001. 
Ich  wandte  das  Mittel  aus  allen  diesen  Zahlen  an;  dieses  ist 
0,0013. 

Für  den  Ideineren  Werth  ▼on  durfte  — — -  nur  mit  ge- 
ringerer Grenauigkeit  bestimmt  werden;  für  diesen  fand  ich 
ans  4  Beobaohtongen  iäx  log  Brig:        die  Werthe: 

1,386.  1,260.  1,211.  1,282. 
Das  Ifittel  hieraus  Ist:  1,282. 

Ans  diesen  beiden  Zahlen  mnsste  und  \^  berech- 
net werden.  Die  Sohwingangsdaaer  des  Magnets  bei  nnge- 
acUoesenem  Midtiplioatordrahte,  T,  hatte  sich  gefunden: 

mMr,m  mUL  Zeit 
nnd  Beobaohtongen  Ikber  die  Abnahme  der  Schwingungen,  die 
geschahen,  wihnnd  der  Mnltiplicatordraht  anf  dieselbe  Weise 
geschlossen  war,  wie  bei  den  eben  beschriebenen  YerBOchen, 
hatten  das  logarithmische  Decrement,  d.  h.  nach  nnserer  Be- 
aeichming  log  Brig.  «v*  eigeben: 

»  0,0267. 

HiemiB  folgte: 

lg  e''"'**'- 0,0132 

und 

gy«  0,4283  4r 
gy  .  0,0252  T^r. 

Die  Potentiale  F  und  F"  habe  ich  unter  der  Voraus- 
setzung berechnet,  dass  fiir  die  Windungen  einer  jeden  der 
Drahtrollen  Kreise  substituirt  werden  könnten,  die  in  gleichen, 
als  unendlich  klein  zu  betrachtenden  Zwischenräumen  lägen. 
Durch  diese  Voraussetzung  wurde  das  Potential  je  zweier 
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BntooUen  ein  OfiMshos  Intogral;  m  integriren  mx  nach  den 
Peripherien,  den  Htthen  und  den  Bedien  der  beiden  Bollen. 
Die  4  enken  Integratioiien  lieasen  mek  ana^rtieeh  ndt  Hüdfb 
eUiptboher  Ttameciendenten  angfllhien,  und  die  nnmerieche  Be- 
leohnimg  der  Potentiele  hatte  keine  Schwierigkeifc  gehabt, 
irenn  mssbi  die  Integrationen  nach  den  Bedien  hinzogekommen 
irtüren;  nm  dieee  aamfthieny  nuuate  ich  an  mechanisohen 
Qaadratnren  meine  Zofinofat  nehmen,  nnd  dieee  erforderten 
eine  riemKoh  milhBUimt  Beefammg.  Daa  Beanltai  war 

P'«-*  2229000  Zon 

P"'» -2519000  ZoU 
und  hieraus  ergab  sich: 

^--^^iZ^  +  -'^'i?2=7'-'--2388000  Z. 

Es  wird  liicriiucli,  wemi  mau  die  Leitungsiuliigkcit  des  Kupjfere 
s  1  setzt: 

1 

^  IMQBBdiilMlL 

Bieaee  BesoUat  toi  aidi  codi  HcdgendeKmaoMii  ausspxeohen: 
Es  ist  die  Oonstante  « ■>  1,  wenn  man  ab  Einheit  der 

Geschwindigkeit  die  GFeechwindigkeit  von  1000  Fuss  in  der 
Sekunde,  als  Einheit  des  Widerstandes  den  Widerstand  eines 
Kupferdrahtes  von  einer  Quadratlinie  Querachnitt  und  0,434  Z. 
Länge  annimmt 


üeber  die  Beweguip  der  Slektridtli  ii  DrUiten.') 

Ich  luil)e  versucht  eine  allgemeine  Tlicoiie  der  Bewegung 
der  Eiektricität  in  einem  unendlich  düimen  Drahte  aufzu- 
stellen, indem  ich  gewisse  Thatsachen,  welche  bei  constanten 
elektrischen  Strömen  und  Strömen,  deren  Intensität  sich  nur 
langsam  ändert,  stattfinden,  als  allgemein  geltend  angenommen 
habe.  Ich  erlaube  mir  hier  diese  Theorie  zu  entwickeln,  mid 
ihre  Anwendung  auf  einige  einfache  Ji'äLLe  auBeinander  zu 
setzen. 


Pogg.  Ann.  Bd.  lOa  1857. 
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132         üeber  die  Bewegnag  der  ElektridiAt  in  DrShten. 

Ich  denke  nur  einen  homogenen  und  lÜMrall  i^oh  dicken 
Draht  von  kreiaf&nnigem  Qnenchmtt;  auf  der  Mittellmle  die- 
ses Drahtes  nehme  ich  einen  festen  nnd  einen  Tertnderüohen 
Punkt  an;  das  Stück  der  JJitteUinie  swisohen  beiden  nenne 
ich  «;  durch  den  TerSaderlichen  Fnnkt  lege  ioh  einen  (^o^ 
schnitt  vnd  bezeiehne  die  Folaxcoordinaten  eines  Ponktes  die» 
ses  Qnerschmtts  in  Beriuhnng  auf  ein  OoordinateniBiyBtemy 
dessen  Anfangspunkt  der  lüttelpunkt  ist»  durch  q  mid  Ich 
uSi  die  elektromotoKische  Kraft  berechnen,  welche  die  beiden 
ULsktiicitSften  in  der  Nshe  des  durch  q  und  fff  bestimmten 
Punktes  nach  der  Längsrichtung  des  Drahtes  za  trennen  strebL 
Diese  Kraft  rfihrt  her  sum  Theil  yon  yorhandener  freier  £lek- 
tricttit,  zum  Theil  yon  der  Induction,  die  in  Folge  der 
Aenderungen  der  Stromst&rke  in  allen  Theilen  des  Drahtes  statt- 
findet. In  Beziehung  auf  den  ersten  Theil  kann  man  von  dem 
Coulomb'schen  elektrostatischen  G-esetze  Grebrauch  raachen. 
Es  bezeichne  V  die  Potentialfunction  der  £i-eieii  Elektricität 
in  Bezug  auf  den  betrachteten  Punkt,  also  die  Summe  der 
einzelnen  freien  Elektriciüitsmeugen,  eine  jede  dividirt  durch 
ihre  Entfernung  von  dem  Punkte.  Die  Elektricitätsmenj^en 
sollen  hierbei  nach  meclianischem  Maasse  gemessen  sein,  d.  h. 
Einheit  der  Elektricitätsmenge  soll  diejenige  sein,  die  auf  eine 
gleiche  Menge  in  der  Eiiilieit  der  Entfernung  wirkend,  die 
Einheit  der  Kraft  ausübt.  Ueberhaupt  sollen  alle  Grössen, 
die  in  der  Betrachtung  vorkommen  werden,  Stromstärken, 
Widerstände  u.  s.  w.  nach  mechaniscliem  Maasse  gemessen 
gedacht  werden  in  der  Weise,  wie  es  Weber  melirfach  in 
seinen  elektrodynamischen  Massbestimmungeu  angegeben  hat. 

Es  ist  dann         die  KnSt,  mit  der  die  freie  Elektricitftt 

die  ISnheit  positiTer  ElektriciUU;  in  dem  betrachteten  Punkte 
nach  der  Bichtung  zn  bewegen  sucht,  in  der  «  wächst  Eben 
so  gross  ist  die  Kraft,  die  auf  die  negatiye  Elektricität  in 

entgegengesetzter  Bichtung  wirkt  Daher  ist  — 2-^  die  auf 

die  Einheit  der  Elektricitätsmenge  becogene,  in  dem  betrach- 
teten Funkte  wirksame  elektromotorisdie  Kraft,  die  yon  der 
freien  Elektricität  herrlihrt 
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Bei  dar  Entwickehmg  des  Wertiies  Ton  V  werde  ich 
«mehmeii,  dass  keine  andere  freie  Elektridt&fc  anf  den  Dndit 
irarkt  als  diejenige,  die  in  ihm  selbst  sich  befindet  Die  Menge 
freier  Elektricität,  die  zur  Zeit  t  in  dem  Elemente  des  Drah- 
tes enthalten  ist,  das  dem  Elemente  der  Mittellinie  ds  ent- 
spricht, werde  ich  durch  eds  bezeichnen;  es  soll  ds  ein  zweites 
Element  der  Mittellinie  sein,  und  e  ds  die  Elektridtätsmenge, 
die  in  dem  diesem  entsprechenden  Drahtelemente  verbanden  ist. 
Ich  denke  mir  ein  Stück  des  Drahtes,  dessen  Mittelpunkt  in 
ds  liegt,  und  dessen  Länge  2«  ist,  wo  e  eine  Grösse  bedeuten 
soll,  die  als  unendHch  klein  gegen  die  Länge  des  ganzen 
Drahtes,  aber  zugleich  als  imendlich  gross  gegen  den  Radius 
seines  Querschnittes  betrachtet  werden  darfc  Sobald  das 
Drahtelement,  in  dem  die  Elektricitätsmenge  eds  sich  befindet, 
ausserhalb  dieses  Stückes  hegt,  kann  man  bei  der  Berechnung 
von  V  seine  Elektricität  in  der  Linie  ds  concentnrt  und  den 
Punkt,  auf  den  sicli  V  bezielit,  in  der  Linie  ds  hegend  den- 
ken; es  ist  deshalb  der  Theil  von  F,  der  von  dem  ganzen 
Drahte  mit  Ausschluss  des  gedachten  StUckes  herrührt^ 


wo  r  die  Entfernung  der  Elemente  dt  mid  bedeutet,  und 
iro  die  integraftaen  ttber  die  game  IfittoUime  mit  Auaschhias 
des  Stftbkee  Ton  der  lAnge  2s  anamdeliiien  ist  Was  den 
Ton  dem  abgesonderte  Stücke  herrtthrenden  Theil  Yon  V  an- 
betriffti  so  Icann  man  dieeen  nur  berechnen,  wenn  man  die 
Yeriheilung  der  freien  Blekridt&t  innerhalb  eines  Querschnitts 
kennt.  Ich  werde  annehmen,  dass  hier,  wie  bei  einem  con- 
stauten  Strome  und  bei  dem  elektrischen  Gleichgewicht,  sich 
freie  Elektricität  nur  an  der  OberflSdie  befindet,  und  ttber- 
dies,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  allen  Punkten  der  Peripherie 
eines  QnerBohnitts  dieselbe  ist  Bezeichnet  a  den  Radius  des 
Querschnitts,  so  ist  hiomach  die  Diditigkeit  der  freien  Elek- 
tridt&t  in  irgend  emem  Punkte  der  Oberfl&che  des  gedachten 

Drahtstückes  =        es  ist  daher,  da  man  dasselbe  seiner  un- 


endhch  kleinen  Länge  wegen  als  gerade  «imehmen  darf,  der 
Ton  ihm  herrührende  Theil  Yon  V 
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dx'dy;' 

ÜB  ist  hier  für  d — «  gesohxieben,  und  ^  bedeutet  den 
Winkel  zwisdien  dem  nach  einem  Elemente  der  Brahtober- 
flftche  gezogenen  Badius  nnd  der  Linie ,  yon  welcher  ans  der 
Winkel  ^  gesSUt  irird*  EOhrt  man  die  Integration  nach 
aas,  mid  benotzti  daas  a  gegen  a  mid  gegen  q  nnendUeh  groea 
ist»  80  findet  man  diesen  Anadrock 

"Iii (^«2  *  -  lgV«'+^'— 2«^co8(v/'  —  V)] 

0 

d.  h. 

«  2  e        —  ^d^'lgVa*  +  ^» — 2«pco8  (V'— V))- 

0 

Setzt  man 

J i  i//'lg  Va"  +  ^'  —  2ttQ  cos  {\p' — xp)  —  Uj 

0 

80  mnss  die  Diffeirentialgleichnng 

erfüllt  werden,  weil  die  mit  dtp'  imter  dem  Integralzeichen 
multiphoirte  Qrösse  für  jeden  Werth  von  y/'  dieser  Gleichung 
genügt;  man  sieht  aber  leicht,  indem  man  als  Veränderliche, 
nach  der  an  integriren  ist,  y;' — ip  an  Stelle  von  yf  einf&hrty 
dass  ü  Ton  yf  nnabhängig  ist;  es  mnss  also 

d*U  T^dü^Q 
dg*  ^   ff  dq 
sein;  hieraus  iblgt  aber 

?7=qig(.  +  c, 

wo  (Tj  und  Cj  zwei  uiibekannte  Constanten  bedeuten.  Diese 
lassen  sicli  leicht  bestimmen,  indem  man  n  unendlich  klein 
gep:en  a  annimmt;  die  Ausführung  der  Integration  in  dem 
Ausdrucke  von  U  giebt  dann 

^7=2;?  lg«, 

woraus  folgt,  dass      =  0  ist,  und  U  für  alle  vorkommenden 
Werthe  von  g  diesen  constanten  Werth  hat.    Es  ist  mithin 
von  Vf  der  von  dem  Drahtstücke  2<  herrOhrti 
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und  also 

(1)  K-2,lg^+/i^', 

wobei  die  luto^ration  übor  den  ganzen  Draht  mit  Ausnahme 
des  Stückes  2«  ausziulchnen  ist. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Ausdnick  z\i  bilden  ftlr 
die  elektromotorische  Kraft,  die  in  dem  betrat htoten  Punkte 
inducirt  wird  durch  die  Aendenmgen  der  Stromintensität  in 
allen  Theilen  des  Drahtes. 

Wenn  in  einem  Leiterelemente,  dessen  Länge  t  ist,  die 
Stromintensitat,  die  durch  bezeichnet  werden  soll,  sich  än- 
dert, so  yard  dadurch  in  einem  zweiten  Leiterelemente  eine 
elektromotorische  Kraft  inducirt,  die  bezogen  auf  die  Einheit 
der  £lekthcitftt8menge|  nach  Weber,*) 

«_4.|»TcoBd.coed' 

e*  dt  r 

ist,  wo  0  mul  0'  die  Winkel  bezeichnen,  die  di»«  beiden  Ele- 
mente bilden  mit  der  von  dem  ersten  nach  dem  zweiten  ge- 
zogenen Linie,  r  die  Länge  dieser  Linie  imd  c  die  constante 
Geschwindigkeit,  mit  der  zwei  Elektricitätstheile  gegen  einan- 
der bewegt  werden  m&ssen,  damit  sie  keine  Kraft  auf  einan- 
der ausüben. 

Für  alle  Theile  des  Drabtes  mit  Ausnahme  dee  schon 
Torher  betrachteten  Stückes  von  der  Länge  26  kann  man  die 
elektrischen  Ströme  in  der  Mittellinie  concentrirt  sich  denken; 
der  Theil  der  gesuchten  inducirten  elektromotoriBchen  Kraft, 
der  Ton  dem  Drahte  mit  AasachlDse  des  genannten  St&okes 
herrtthrt)  ist  daher 

WO  i'  die  Intensität  des  Stromes  bedeutet,  der  durch  den 
Querschnitt  des  Drahtes  an  dem  Orte  von  ds  fliesst,  6  und  ff 
die  Winkel,  die  die  Elemente  d*  und  dt'  mit  d*  r  Linie  bilden, 
die  Yon  diesem  nach  jenem  geiogen  ist,  r  die  Xdnge  dieser 


BakteodjiiaiBisehe  MssuhMHmimingm,  1846  a  SM  md  1857 
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Lüde,  und  wo  die  Litogiiium  Uber  den  ganzem  Dialifc  mit 
AuBBÖhhMS  dee  beieieliiietoii  SfAokee  anssadelineii  ist 

In  diesem  Stücke  darf  man  die  Ströme  nicht  mehr  in 
einer  Linie  concentrirt  sich  denken,  dafiir  darf  man  sie  aber 
als  gerade  und  pai'allel  mit  ds  betrachten.  Durch  den  Anfangs- 
punkt von  ds'  denke  man  sich  einen  Querschnitt  des  Drahtes 
gelegt,  mid  bezeichne  durch  o',  ip'  die  Polarcoordinaten  eines 
Punktes  desselben  in  Beziehmig  auf  ein  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist,  und  dessen  Axe 
parallel  der  Linie  ist,  von  der  aus  der  Winkel  i/'  gerechnet 
wird;  bedeutet  daim  J'  die  Stromdii  hti^j^keit  in  dem  dmch  (/ 
und  xff'  bestimmten  Punkte,  so  erhält  man  für  den  Theil  der 
inducirten  elektromotorischen  Kraft»  der  Yon  dem  DrahtstUcke 
2<  heirührty  den  Ausdruck: 

i  (*«  +  «>  +  v'«-2«*'coa(v'-y))*  ' 

Dft  mftii  als  ^umMilb'g'g  tod  4/  ^mffß*^^  kaniif  to  ISeet  eich 
die  Litegratiom  nach  :^  Idcbt  anefthren;  henvtrt  man,  dass  t 
nnendUcfa  groee  ist  gegen  alle  Wertiie  Ton  ^  und  p',  so  findet 
man  dadnrofa: 

-  r' SS  Ti-  g'rfg^'ty -igV ♦*-f»'*-iwW-»)> 

0  0 

Da  aber 

m  tm 

JJ  J' dg' äff/ m,  i 

0  0 

ist»  80  ist  dieser  Ausdruck 
[(lg  2.-1)11 

a    2  fr 

Es  wird  daher  die  ganse  indndrte  elektromotorische  Kraft 

8  dw 

^  "«»  di  ' 

wenn  man  setzt: 
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0  0 


Bei  einem  stationären  elektzisohen  Strome  ist  die  Strom- 
dichtii^rait  fßaxh,  dem  Ftodncte  ans  der,  auf  die  Einheit  der 
ElflkfarifiiatBmeiige  besogenen,  elektramotoiuclieii  Exaft  in  die 
LeitongsfiÜiigkeit;  ich  maohe  die  Amiahine,  daas  dasselbe  auch 
stattfindet»  wenn  der  Strom  kein  statienftrer  ist  Biese  An- 
nahme irird  erfHUt  sein,  wenn  die  auf  die  ElektrioitfttstheQohen 
wirkenden  Krtüfte,  welche  den  Widerstand  aasmachen,  so 
mftofaftig  sind,  dass  die  Zeäk,  wShiend  welcher  em  ElektricitfttB- 
theikhen  noöh  in  Bewegmg  bleibt  nach  dem  Anfhören  Ton 
beechlennigenden  KrSften  in  Folge  der  Trif^heit^  als  imendUch 
klein  angesehen  werden  darf  selbst  gegen  die  kleinen  Zeitrünme» 
wekhe  bei  nicht  stationären  elektrischen  Strome  in  Be- 
tradit  kommen.  Nach  dieser  Annahme  hat  man,  wenn  k  die 
Ldtongsfiüiigkeit  des  Brahtes,  /  die  Stromdichticßceit  in  dem 
durch  die  Warthe  you  g  md  ^  bestimmten  Fmdcte  znr 
Zeit  /«bedeotet^  die  Glekdrang: 


Aas  diesem  Ansdrock  der  Stromdiohti^ratt  /  Idte  ich 
einen  Ansdrock  für  die  StromstSrke  t  ab»  indem  ich  jenen  mit 
gd^dyr  mnUäpIidre  nnd  in  Besag  aof  g  Ton  0  bis  in  Be- 
sag' anf  yf  Tcn  0  Ins  2«  integrire;  da  V  von  g  nnd  yf  unab- 
hängig ist»  so  erfaaUe  ich,  wenn  ich 


Dabei  wird: 


m   t»  a  im 
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Das  Integral: 

s« 

V  ^*  +  e''~2^^'  cos  (v-v) 

0 

ist  von  derselben  Form  wie  das  oben  betrachtete  und  mit  U 
bezeichnete:  aus  den  dort  angeführten  Schlüssen  folgt,  dass 
dasselbe  =  27rlgp'  ist,  wenn  q>  p,  und  =  2;jlgp,  wenn  q<q. 
Mit  gdo  multiplicirt  und  von  U  bis  a  integrirt  giebt  daher 
dieser  Ausdruck: 

«-.(lg— 4--^-). 

Das  dritte  Glied  in  dem  Ausdruck  Ton  w  irird  also,  da 

a  3k 

•  • 

geeetrt  werden  daif: 

«  u 

0  9 

es  ergieU  tkä  also: 

w  =  Ji'  ^  cos  6  cos  d'  +  2i  (ig^—  l) 

n  0 

Das  übrij?  gebliebene  Doppelintegral  kann  nicht  auf  eine 
einfache  Form  zurückgefiihi't  werden,  da  J  eine  unbekannte 
Fonktioii  Ton  q  ist;  sein  Werth  aber  kann  Temachläsaigt  werden 

gegen  das  Olied  — ^j»  vnd  ftr  dieses  darf  man  setsen 

2ilg^,  wenn  nnr  die  Dicke  des  Drahtes  klein  genug  ist 
gegen  die  Dimensionen  der  Figur,  weldie  senie  Mittellinie 

2s 

bildet;  denn  man  wird  dann  e  so  wählen  können,  dass  lg— 

eine  nnendlich  grosse  Zahl,  imd  «  dodi  nook  miendKch  Ueln 
gegen  die  Dimensionen  der  genaimten  Figur  ist  Unter  dieser 
Yoranssetsimg  wird  also: 

(3)  w  =  2ilg^'  +  /  i'^cosöcosö', 


I 
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wo  die  Integration  Uber  den  ganzen  Draht  mit  Ausschluss  des 
Stückes  von  der  Länge  2e  auszudehnen  ist 

Zu  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  zwischen  den  4  Grössen 
if  e,  V,  w  lässt  sich  noch  eine  vierte  hinznifkgeiL 

Durch  den  A]i&ngq»unkt  und  den  Endpunkt  Ton  dt  denke 
man  sicii  zwei  Querschnitte  gelegt;  in  den  eisten  tritt  in  der 
Zeit  ds  in  das  Ton  beiden  begrenzte  Drahtelement  die  Menge 
poeitifer  ElektridtBt  idi^  durch  den  zweiten  tritt  in  derselben 
Zeit  ans  dem  Drahtelemente  die  Menge  positiver  BIflIctrieitilt 

+         dti  das  Xhrahtelement  verliert  aLso  in  der  Zeit  dt 

d  i   

an  positiver  Elektricität  ^  ds  dt;  die    negative  Blektricität 

strömt  in  gleichen  Mengen  durch  beide  Querschnitte  in  ent- 
gegengesetzt^^r  Richtung;  das  Drahtelement  gewinnt  also  in 
der  Zeit  dt  m  negativer  Elektricität  so  viel,  als  es  an  positiver 
yerliert;  seine  fireie  Elektricität,  d.  h.  der  Unterschied  seiner 
positiven  und  seiner  negativeni  verringert  sich  also  in  dem 

Zeitelemente  um  2^  dsdti  diese  freie  Elektridttt  ist  aber 

edsj  und  daher  ist^) 

w         2r— Ii- 

Die  in  den  vier,  mit  Zahlen  bezeicluieteii  Gleichungen 
enthaltene  Theorie  will  ich  jetzt  weiter  entwickeln  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Gestalt  der  MitteUinie  des  Drahtes 
der  Art  ist,  dass  nie  die  Entfernung  zweier  Punkte  derselben, 
zwischen  denen  ein  endhches  Stück  des  Drahtes  liegt,  unend- 
lich klein  ist.  Es  wiid  diu-ch  diese  Voraussetzung  der  Fall 
ausgeschlossen,  dass  InductionsroUen  sich  in  der  Leitung  be- 


^  Der  Ableitung  dieser  Gleichung  liegt  die  Vorstellung  za  Gründe, 
dass  nucli  hei  dem  nicht  stationitren  Strome  durch  jeden  Querschnitt  des 
Lcitt  rs  glrichzcitig  frleichc  Meiigpii  der  beiden  Elektricitilten  in  ent- 
gegengesetzter Kichtuug  sich  bewegen.  Wollte  mau  diese  Vorstellung 
nieiit  IMhiHen,  so  vrMs  ab«  die  Gleiehnqg  dooh  noch  gelten;  nun 
nOnto  dann  mir  die  Stromfaiteniitft  definiren  als  das  srithinÄtlMhe  Mit- 
tel aus  den  Mengen  beider  Elektricititeiiy  welche  in  der  ZeiteiidMÜ  durch 
den  QMRMhnitt  das  Leiten  hi  entgegeagMetrtar  Bichtei^  gahan. 
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finden.  Durch  dieselbe  yereinfaclien  sich  wesentlich  die  Glei- 
chungen (1)  und  (3). 

Bezeichnet  A  den  Ort  des  Elementes  ds  und  bezeichnen 
B  und  C  zwei  Punkte,  die  auf  den  beiden  Seiten  in  endhcher 
EntfemoDg  von  A  auf  dem  Drathe  liegen,  so  ist  das  Integral 

amgedehnt  über  den  gansen  Draht  mit  AusschliMS  des  Stflckee 

BA  Cf  eine  endHdie  OrOsse,  also  nnendfioh  Ueb  gegen  2«]g^; 

es  darf  deshalb  in  der  Gleichung  (1)  dieses  Integral  nur 
ausgedehnt  werden  über  das  Stück  Ii  A  C  mit  Ausschluss  des 
Theiles  26.  Bezeichnet  man  daher  durch  a  den  Bogen  zwischen 
A  imd  einem  variablen  Pmikte  des  Drahtes,  so  darf  das  ge- 
nannte Integral  gesetzt  werden: 

AB  AO 

/e  da    ,  Ce'da 

t  • 

Die  Grosse  ^  ist  eine  Funktion  von  6,  die  sich  dem  Werthe 
nSher^  irann  <r  sieh  der  0  nfthert;  die  Integrale 

«  ff 

haben  daher  endhche  Werthe,  denn  die  zu  integrirende  Funk- 
tion wird  nie  unendlich  gross;  man  darf  deslialb  für  das  in 
der  Gleichung  (1)  vorkommende  Integral  auch  setzen: 

Ali  AC 

/e  d  a  .    f  e  d  <r 

-cT  +J  — 

«  t 

.AB  ,  \„A0 
d.h.    elg-y-  +  ^lg— . 

Die  Wahl  der  Längen  AB  und  ^  C  ist  willkürUch,  nnr 
mflsaen  dieselben  endlich  sein  gegen  die  Länge  des  Drahtes: 
man  wird  ftr  beide  die  Hälfte  dieser  Länge  setzen  dürfen; 
beieidmet  man  die  ganae  Länge  dnroh  so  wird  also  die 
Oleidrang  (1): 
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d.  h. 

Durch  Betrachtungen  ganz  derselben  Art  sieht  man  ein,  dass 
die  (jrleichuug  (3)  eine  ähnliche  Form  erhält;  sie  wird: 

IHm  Weithe  toh  V  und  10  sind  in  Gkiehung  (2)  zu  sob- 
Btüniren;  tinit  man  diesem  setst  der  Ettrae  wegen 

mid  bezeichnet  den  Widentand  des  ganzen  Brahtee,  d.  h.  die 
GrOflse 

l 

durch    ao  erhftlt  man: 

•  1     l  [de   .    4  dt\ 

Aus  dieser  Grleichnnft  in  Yerbindnng  mit  der  Glelohimg  (4) 

sind  {  und  e  als  Funktionen  von  s  und  t  m  bestimmen. 

Eine  partikuläre  Lösung  dieser  Differentialgleichungen 
hndet  man,  indem  man 

e  OB  Xmam 

t-rcosiif 

setst^  «o  II  eine  inUkllrfidie  Oonstante  bezemhnet»  nnd  X  nnd 
y  imbetaumte  Fimklamien  Ton  I  bedeoten»  Die  Ojcidhongen 
werden  Merdnrcb: 


Darob  EBminalion  von  T  ergiebt  sieb  bierans: 

Das  aUgemeine  Integral  dieser  Differentialglfliohnng  ist: 

jr-(^e-M+c,e-*«S 


I 
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WO  Q  und  Q  zwei  wfllkOrliche  Oonstanten  bedeuten,  e  die 
Basis  der  naiMriichen  Logarifhmen  ist,  und  il|  und  die 
Wurzeln  der  qnadraÜBchen  Gleiclrang  smd: 

Die  Werthe  von     und     smd  demzufolge: 

üm  ein  ürtheil  daiüber  zu  gewinnen,  ob  diese  Wurzeln  reell 
oder  imaginär  sind,  soll  ein  specieller  Fall  betarachtet  werden. 
Es  sei  der  Draht  der  Jaoobi'sche  Widerstandsetaion,  dessen 
Widerstand  Weber  gemessen  bat  Dieser  Draht  ist  ein 
EiqifMralit  Ton  7*|620  Länge  imd  0^,833  Radius.  Der 
Werth  Ton  y  ist  biemaoh  sehr  nahe  10.  Den  Widerstand 
desselben  niMh  elektromagnetischem  Maasse  hat  Weber ^) 

11698.10' 

gefunden  bei  Zugrundelegung  von  MOfimeter  und  Sekunde  als 
Einheiten  der  L&nge  nnd  der  Zeit  X7m  den  Widerstand  nach 
mechanischem  Maasse,  also  den  Werth  von  r,  zu  finden,  hat 

8  •  . 

man  diesen  \V  erth  mit    ,  zu  mulüpliciren.   Da  nun,  bei 

nntzmig  derselben  Einheiten.^, 

c- 4,89.10^^ 


ist,  so  ergiebt  sich 
£s  folgt  hieraus 


r«  2,482.10-". 
-  2070. 


Die  Grltese  n,  wdche  noch  unbestimmt  gelassen  ist,  soll  spBter 
so  gewShlt  werden,  dass  nl  ein  l^el&ches  von  ir  ist  Bs  wird 
dann  das  negative  Glied  unter  dem  Wurzelzeichen  in  den 
Aosdrilclran  von  und  so  gross  sein  gegen  1,  daas  es  als 
nnendfich  gross  irird  betrachtet  werden  dürfen.  Dieeer  Um- 
stand bringt  dne  bedeaiende  TeremfiMfanng  der  Aii%abe  herror. 
Es  soll  im  Folgenden  nur  der  Eall  untersucht  werden,  dass 
d^nelbe  Umstand  statt&idet,  d.  L  dass 


s)  EtoktrcMtyiuaiiBche  MaiMbeatanmimgeB  1860,  8.  868. 
*)  Elektro^nuuniMfaelCauBbefltiiiiiiii^^ 
1866,  &  864. 
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als  unendlich  gross  gegen  1  angesehen  werden  kann;  es  wird 
diese  Voraussetzung  um  so  näher  erfüllt  sein,  je  kleiner  der 
Widerstand  des  Dralites  bei  gleichbleibendem  Yerhältniss 
zwischen  Länge  und  Radius  ist;  es  wird  aber  dieser  Wider- 
stand noch  beträchtlich  grösser  als  der  des  Jacobi' sehen 
Drahtes  sein  dOrfen,  ohne  dass  die  Resultate,  sa  denen  wir 
gelangen  werden,  anfhören  Gültigkeit  zu  besiteen. 

Unter  den  gemachten  YoraaseetRoigen  werden  die  Werthe 
Ton  itj  und 

WO  der  KOne  wegen 


gesetzt  ist.  Durch  Einfuhrung  neuer  Constanten  an  Stelle  von 
Tj  und  kann  man  dann  den  Ausdruck  Ton  X  auf  dief^orm 
bhDgen: 

Dabei  ergiebt  sich 

Idi  werde  Toranssetzen,  dass  fikr  <  >-  0,  t «  0,  also  auch  F»0 

ist;  diese  Bedingung  giebt: 

ne  ' 

die  GrOsse  n  soU,  wie  oben  schon  bemeil^t  worde,  einem  Viel- 

facheu  von  ^  gleichgesetzt  werden ;  es  wird  deshalb  der  Nenner 
des  Ausdrucks  von  B  gleich  einem  Yielfekchen  Ton 

e 

^  hlV2 

sein;  die  hier  mit  n  multLpUcirte  Grösse  ist  aber 

32  Y 
*  rc  V  ä 
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d.  h.  gerade  die,  Ton  der  yoraosgesetKt  wurde,  dass  sie  unend- 
lich gross  ivftro;  es  wird  deshalb  B  unendKeh  Ueni  gegen 
sein,  und  man  irird  setsen  können: 


-y»^.e-**.cos-^ 

VW 


Moltiplicirt  man  diese  Ausdrücke  resp.  mit  sinn.?  mid  cosn» 
und  setzt  die  Produkte  den  Grössen  e  und  i  gleicli,  so  er- 
hält man  eine  partikuläre  Lösung  der  für  e  und  i  geltenden 
Differentialgleichungen.  Diese  Lösung  lässt  sich  dadurch  ver- 
allgemeinem^  dass  man  in  ihr  aa  #  eine  irillkQrliche  Consfcanto 
addirt;  dadurch  erhfiÜ  man: 

«  »  e     GO8  yL  (Amnt  +  AeoB  n$) 

I-  -  -^e-*«8m^(.icosiii— uTsmii«). 

2y  2  V  2 

Eine  partikuläre  Lösung  von  anderer  Form!,  die  ebenfalls  der 
Bedingung  genügt,  dass  i  für  ^  =  0  verschwindet,  ist: 

wo  a  und  b  zwei  wiDkllrfiche  Oonstanten  beaeichnen.  Dass 
den  beiden  BiffereDiiali^chungen  hieKdorch  genügt  wird,  da- 
Ton  übeneogt  man  sich  leidit^  wenn  man  beiiutat,  dass  die 
eine  durch  die  Einf&hmng  der  Grösse  h  die  Gestalt  eth&lt: 

Man  erhalt  eine  IiQsong,  die  man  den  anderweitigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  anpassen  kann,  wenn  man  e  nnd  t 
gleich  Summen  von  partiknlSren  LSsongen  der  angegebenen 
Eoimen  seist 


Es  soll  nun  der  Fall  nälier  betrachtet  wtjrdeii,  dass  der 
Draht  ein  in  sich  ziuückkehrender  ist  In  diesem  Falle  müssen 
e  und  i  gleiche  Werthe  erliahen  für  5  =  0  und  für  s  —  l,  und 
zwar  muss  dieses  stattfinden,  welches  auch  der  Anfangspunkt 
von  s  sein  möge;  das  erfordert,  dass  e  und  i  Funktionen  von  s 
sind,  die  periodisch  sind  um  l\  hierzu  ist  nöthig,  dass 
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h  «Otindn  —  ^-j 

ist,  wo  m  eine  gauze  Ziihl  bedeutet  Maa  bat  daher  für  e  und 
I  die  folgenden  Ausdrücke: 

— 5-^6-»* 8m»??-4=^coBm^, 

+       e-**  ^«  8mm??-^/.8mm^* 

Die  Oonstanten  a,  A,  A  lassen  sich  nach  dem  Poarier'achen 
Satze  bestimmen,  wenn  e  fttr  <  b  0  a^s  Funktion  Ton  «  gegeben 
ist  Die  Lösung  lässt  sich  aber  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen^  welche  deutlicher  das  CharakteristiBcbe  derselben  aeigt 
Es  sei  fbr  /  — 0 

e  -/(*); 

die  Ansdrftcke  unter  den  Srnnmenzeicheii  in  «  and  t  üsrme 
man  um  nach  den  Gleichungen 

cos^smya  l8in(y +  «)  +  lBm(y— 
cosdroosy»  lco6(y +  «) +  }oo8()f — 
sin  «Biny  «  — lco8(sr  +  «)  +  leo8(y — »); 

wenn  man  dann  erwägt,  dass  die  Funktion  f  nothwendig  um  / 
periodisch  ist,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Ausdrücke  von  e 
und  i  folgendenuassen  sich  schreiben  lassen: 

Die  Grösse  a  ist  dabei  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

0 

d.  h.  la  ist  die  Menge  freier  Eiektridtät,  die  der  ganze  Draht 
enthält. 

Klxclkhgff,  GMABUMit«  AbhandliinfMi.  10 
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Der  Avsdmck  Yon  0  «igt  eine  sehr  merkvtlidige  Ana- 
logie zwisehen  der  Fortpflanzung  der  Elektridtftt  in  dem  Drahte 
und  der  Fortpflamnmg  einer  Welle  in  einer  gespannten  Seite 
oder^einem  longitndinal  sdiwingenden  elastiBchen  Stabe.  Wenn 
a  B  0,  d.  h.  die  G^esammtmenge  der  freien  Etektridtit  gleich 
0  ist»  80  zerfUlt»  irie  ich  mich  ansdrOolren  irill,  die  Mektridtit 
in  zwei  Wellen  Ton  gleicher  Sttrke,  die  in  entgegengesetzten 

Bichtuugen  mit  der  Greschwiudigkeity=  durch  den  Draht  lau- 
fen. Dabei  nimmt  die  Dichtigkeit  der  ElehtricatSit  llberall  pro- 
portional mit  e~*'  ab.  Diese  Abnahme  ist  aber  im  Yer^eich 
mit  der  Qeschwindi^Eeit  der  Wellen  eine  sehr  langsame.  Die 
Zeit  nftmlich,  welche  eine  jede  Ton  bmden  Wellen  zn  emem 

Umlaufe  gebraucht,  ist  = — ^ — ,  und  daher  das  Verh&Hniss  der 

Dichtigkeiten  der  Elektricititt  an  einem  Pnnkte  vor  und  nach 
einem  Umlaufe  das  von 

dieses  ^  ( rbältniss  ist  aber  unendlich  wenig  Ton  1  yersohieden, 
da  der  Exponent  yon  e  der  gemachten  Voraussetzung  gemftss 
nnendlich  klein  ist.  Im  Vergleich  mit  Greschwindigkeiten, 
welche  unserer  Anschauung  zugänglich  sind,  wird  freilich  die 
Abnahme  der  elektrischen  Dichtigkeit  immer  eine  sehr  schnelle 
sein.  WIbre  der  Draht  der  Jaoobi'sche  Widerstands-Etalon, 

80  wäre  y  sehr  nahe  ^eich  dem  2000  sten  Theile  einer  Se- 
kunde :  es  wüi-de  mithin  in  diesem  kurzen  Zeiträume  die  elek- 
trische Dichtigkeit  in  dem  Verfaältuiss  von  e:l,  d.  h.  von 
2,7 : 1  abnehmen. 

Wenn  a  nicht  gleich  0  ist.  oder  die  mittlere  Dichtigkeit 
der  Elektricit&t  nicht  fileich  0  ist,  so  ändert  sich,  wie  der 
Ausdruck  von  e  zeigt,  der  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  über 
die  mittlere  Dichtigkeit  gerade  so,  als  ob  die  letztere  gleich 
0  wäre. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  elektiischen  WeUe 

hat  sich  hier  ="j7^  ergeben,  also  als  unabhängig  sowohl  von 
dem  Querschnitt,  als  von  der  Leitungafähigkeit  des  Drahtes, 
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als  endlich  von  der  Dichtigkeit  der  Elektricität;  ihr  "Werth 
ist  der  von  41950  Meilen  in  einer  Sekunde,  also  sehr  nahe 
gleich  der  Gesclnviiuhgkeit  des  Lichtes  im  leeren  Räume. 

Wenn  der  Draht  nicht  em  in  sich  zurückkehrender  ist, 
so  darf  die  Grösse  b  nicht  gleich  0  sein,  und  die  Grössen  n 
können  andere  Werthe  als  in  dem  betrachteten  Falle  haben; 
datur  sind  für  die  Enden  des  Drahtes  gewisse  Gleichun<?en  zu 
eifiilh'u,  je  nach  den  Bedingungen,  denen  die  Enden  unter- 
worfen sind.  Lst  ein  Ende  isolirt,  so  muss  au  diesem  imuier 
i  =  0  sein ;  ist  dasselbe  mit  der  Erde  in  vollkommne  Verbin- 
dung gesetzt,  so  rauss  hier  das  Potential  V,  also  auch  e  für 
alle  Weilhe  von  t  verschwinden.  Es  hat  keine  Sch\Nierigkeit, 
die  Ausdrücke  für  e  und  i  zu  bilden  für  die  Fälle,  dass  beide 
Enden  isoUrt,  beide  mit  der  Erde  verbunden  sind,  oder  das 
eine  isolirt,  das  andere  mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt 
i-'t.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  an  einem  Ende  innner  eine 
K<'liexiou  der  Welle,  die  es  trifft,  statttindet;  ist  das  End»^ 
zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  mit  der  Reflexion  eine  Umkehrung 
der  Welle  yerbunden,  d.  h.  es  geht  negative  Elektricität  von 
demselben  aus,  wenn  es  von  positiver  getroffen  wurde;  an 
«inem  isolirten  Ende  findet  die  Befiexion  ohne  Umkehning 
statt  Es  entspricht  also  in  gewisser  Hinsicht  das  abgeleitete 
Ende  dem  festen  Ende  eines  longitudinal  schwingenden  Stabes, 
das  insolirte  dem  freien  Ende  des  Stabes. 

Es  soll  näher  ein  anderer  hierher  gehöriger  Fall  betrachtet 
werden«  Es  soll  nämlich  mitersueht  werden,  wie  sich  die  Mek- 
tricit&t  in  dem  Schliessungsdrahte  einer  gahaiiischen  Kette 
bewegt,  bevor  der  Strom  ein  stationärer  geworden  ist.  Ich 
werde  dabei  vorwissetKen,  dass  der  Widerstand  der  Kette 
unendlich  klein  gegen  den  des  Sohliessungsdrahtes,  und  dass 
der  eii^e  Pol  derselben  ToUkommen  zur  Erde  abgeleitet  ist 
Kit  diesem  soll  der  Anfimg  des  Drahtes  Terbonden  sein,  mit 
dem  andern  das  Ende  desselben  zur  Zeit  t »  0  in  YerbindiiDtg 
geeetst  werden.  Man  wird  dann  ftimehmen  dürfen,  dass  im 
Anfange  des  Drahtes,  oder  f&r  i  0,  das  Potential  immer 
gleich  0  ist,  und  im  Ende,  oder  Uta  9^1,  immer  einen  oon- 
fltanten,  von  der  elektromotorischen  Kraft  der  Kette  abh&ngigen 
"Werth  hat  Dieser  Werth  mnss,  wenn  JTdie  elektromotorische 
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Kraft  bedeutet,  |ür  sein.  Die  Bedingimgen,  denen  die  Aus- 
drücke von  e  und  i  genügen  müssen,  sind  daher  die  folgenden: 

Es  muss  für 

*r 

sein. 

Der  ersten  Bedingimg  wegen  müssen  die  Grossen  Ä  ^0 
sein,  und  es  muss  auch  =  0  sein.  Da  <?  für  *  =  /  unabhängig 
von  t  sein  soll|  so  müssen  die  Grössen  n  der  Bedingung  ge- 
nügen. 

sin  n/  =s  0, 

d.  h.  es  muBS 

ft  SB  m-j 

seiii,  wo  m  dne  ganze  Zild  huSmML  Damit  ttberdieBS  «  ftr 
«  SB  /  den  angegebenen  Werth  amielime,  wm 

gemacht  werden. 

Setzt  man  der  Küize  wegen 

i 

und 


T 


80  hat  man  hiernach  für  e  die  Gleiohiing: 

4yZ 


1 

Die  Oonstanten  il  bestimmen  nch  durch  die  letxte  Be- 
dingimg; nach  dieser  mnas  Atar  alle  Werthe  Ton  qp  zwischen  0 
und  ff 

sein;  aber  nach  dem  Fourier 'sehen  Satee  gilt  zwischen  den- 
selben Qrenzen  die  Gleichnng: 
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man  hat  daher  zu  setzen: 
Man  erh&lt  dadnroh: 

OD  _ 

Bildet  man  den  entsprechenden  Ausdruck  von  i  und  erinnert 
sich  dabei  an  die  Gleichtuig,  durch  welche  h  defisirt  worden 
ist,  80  findet  man: 

Es  BoU  mm  die  Bedeoftiiiig  dieser  AusdrQdke  entwickdt  werden; 
zmiftolttt  die  des  AnsdmclBee  Toa  u  Bs  kommt  dabei  tot« 
nehmÜoh  darauf  an,  den  Werth  der  in  demselben  Torkonunenden 
Summe  an  finden.  In  derselben  soll  tp  als  eine  Oonstante  an- 
gesehen, nnd  sie  als  eine  V^mktion  Ton  t  betrachtet  werden. 
Dieee  Funktion  ist  periodisch  nm  2»;  sie  hat  femer  entgegen- 
geeekite  Werthe  ftr  r  und  2ic — r;  es  genflgt  also  die  Werthe 
n  enmttehiy  die  sie  dorchliafk»  wenn  r  zwischen  0  nnd  tf 
liegt  Esist 

OD  00 

l 

Es  ist  aber  die  Summe: 

2«  sin  mar, 

wenn  x  zwischen  —  n  und  +  n  liegt,  «  —  ^,  und,  weil  sie 
periodisch  am  2«  ist^  daher  allgemein 

--l(*-2pn), 
wo  p  diejenige  ganze  Zahl  bedeutet»  ftr  welche  w  —  2p7i  zwi- 
schen —  n  nnd  +  n  liegt.  Bei  den  Gitnzen,  welche  ftr  r 
angenommen  sind,  liegt  r  —  9  immer  zwischen  —  n  nnd  +  ^> 
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du  (f  IUI  alle  Punkte  des  Drahtes  einen  Werth  zwischen 
0  und  71  hat.    Es  ist  deshalb: 

Wus  den  Werth  von  r  -f  <^  anbetrifft,  so  kann  dieser  kleiner 
oder  grösser  als  n  sein.   £s  wird 

2         sin  I»  (r  +  1/;)  =  —        ,         wenn  (f  <n  —  t 

Es  folgt  daraus: 

^^^^^^  COB  mr  ooB      B  —  ^,  weDn^<sr  —  r 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  r  zwischen  0  und  »  liegt,  liegt 
es  zwiacheii  n  und  2^,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Summe 

•  t 

"I»  —  -j,  wenn  ^  <  t  —  ;i 

und 

sr  T 

Um  für  grössere  Werthe  von  r  die  Sunmie  zu  linden,  hat  man 
sich  daran  zu  erinnern,  dass  dieselbe  periodisch  um  27i  ist. 

Es  geht  liieraus  hervor,  dass  es  in  jedem  Augenblicke  in 
dem  Dralite  einen  Punkt  giebt,  in  welchem  die  Strominten- 
sität einen  Sprung  erleidet.     Dieser  Punkt  liegt  zur  Zeit 
am  Ende  des  Drahtes,  schreitet  von  hier  mit  der 

sdiwindiii^eit  g^gen  den  Anfimg  tot,  geht,  sobald  er  die- 
sen erreicht  hat,  mit  derselben  (xeschwindigkeit  gegen  das  End<^ 
hin,  kehrt  hier  wieder  um  und  durchläuft  so  fortwährend  di»' 
Länge  des  Drahtes  mit  derselben  Gesch\sindigkeit  hin-  und 
hergehend.  In  jedem  von  den  beiden  Theilen,  in  welche  der 
Draht  in  einem  Augenblicke  durch  diesen  Punkt  getheilt  \vird, 
tindet  dabei  in  diesem  Augenbhcke  tiberall  dieselbe  Stromin- 
tensität  statt,  so  dass,  wenn  s  und  /  zu  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eises  Punktes  gemacht  werden,  eine  Linie  entsteht  von 


1^  lyui^u 
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der  Vorm  dar  Fig.  8 

gezeidmetan.  Die   

Strommtensit&t  ist  vor 
dem  Pnnkte,  in  dem  *  ^ 

der  Sprang  stattfindet,  ^ 
abgesehen  vom  A'orzeichen,  immer  die  kleinere,  hinter  ihm  die 
grössere,  die  Worte  vor  und  hinter  dabei  im  Sinne  der  Be- 
wegung des  Punktes  gebraucht;  die  Fig.  8  gilt  dalier  nur  lür 
einen  Augenblick,  in  dem  dieser  Punkt  vom  Ende  des  Drahtes 

nach  dem  Anfange  läuft;   

auf  einen  Augenblick,  I 
in  dem  das  Entgej^en- 

gesetzte  statttindet,  !)<_'-    . 

zieht  sich  Fig.  9.  Die 
Grösse  des  Sprunges  ist 


Hg.  t. 

^-^^-e-M 

8V2y 

oder  wenn  man  durch  J  den  Werth  bezeichnet,  dem  i  bei 
wachsender  Zeit  sich  mehr  mid  mehr  nähert,  d.  h.  den  Werth 

Ton 

8>2j' 

Diese  Grösse  hat  ihren  f^rössten  Werth  ftir  ^  =  0;  aber  auch 
dieser  ist  in  Folge  einer  Voraussetzung,  die  gemacht  ist,  un- 
endlich klein  gegen  J.  Etwas  kürzer  lässt  sich  der  Ausdruck 
lui'  die  Grösse  des  Sprimges  schreiben,  wenn  man  die  Zeit 
einfilhrt,  die  der  Punkt,  an  dem  er  stattfindet,  oder  eine  elek- 
trische Welle  gebraucht,  um  sich  durch  die  Länge  des  Drah- 
tes fortzupflanzen.  Bezeichnet  man  diese  Zeit  durch  7)  d.  h. 
setzt  man 

so  findet  man  leicht,  dass  jener  Ausdruck 

=  y.2Are-''' 
ist  Bei  wachsender  Zeit  nimmt  die  Grösse  des  Spnmges  ab, 
aber  so  langsam,  dass  während  der  Zeit  T  nur  eine  imeDdlich 
Abnahme  stattfindet. 
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Um  den  ^'ürgaIlg  vollständig  zu  übeisehen,  ist  es  jetzt 
nur  noch  uöthig,  die  Aenderungen  der  Stromstärke  am  An- 
fange des  Drahtes  zu  untersuchen.  Es  sei  diese,  also  der 
Werth  von  e  fiir  ä  =  0,  i  „ ;  dann  findet  man  bei  Benutzung  der 
neu  eingeführten  Zeichen  J  und  T\ 

i,  =  J  (1  -  e-  "0  +  ^«  -        ^T-"  ^ 

Setzt  man  ßii-  die  Summe  ihieu  Werth,  und  bedenkt,  daas 

1  1 

ist,  80  ergiebt  sich: 

io='./'(l  —  6-2"')  + J2Ae-'"(2;?r— /), 
wo  j»  diejenige  ganse  Zahl  bedeutet,  ^  welche 

t  -  2;>r 
T 

eili  ftchtor,  positiver  oder  negativer  Bruch  ist  Es  ISsst  sieh 
y  auch  defimreu  als  die  grOsste  ganze  Zahl,  die  in  dem  Bruche 

2T 

entfaalteii  ist 

FOr  Wefihe  von  t,  fbr  wdche  die  Zahl  p  kerne  sehr 
groese  ist,  Iftsst  der  Ausdruck  von  nodi  eine  wesentliche 
Veremfanhnng  zu.  Es  ist  nftmlich  fttr  solche  die  Grtae  ht 
unendlich  Idein,  und  num  kann  bei  YernacUSssigung  von  Glie- 
dem  höherer  Ordnung  die  Gleidnmg  ftr  schreiben: 

d.  k 

i^=pJ4hT. 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  die  Strominteiisität  am  Anfange 
des  Drahtes  0  ist  bis  zur  Zeit  t  =  T\  hier  und  in  den  Zeit- 
punkten f  =  3  T,  t  =  h  T  u.  s.  f.  ändert  sich  dieselbe  sprung- 
weise, und  zwar  ist  der  Sprung  doppelt  so  gross,  als  m 
andern  Punkten  des  Drathes.  In  den  Zwischenzeiten  ist  sie 
coDstant. 

ük  iüinlicher  Weis^  Iftsst  sich  der  Ausdruck  vom  e  dis* 
outiren.  Se  ist 
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2*  --~  OOS  »T  rin      « 1  2-  ^^"  "™  ""fr  +  9) 
i  i 

1 

oder,  sobald  t  zwischen  0  und  n  liegt: 

—  — -|,        weim^<ii— r 

-  —  •l  +  ff  weimy>ji  — r; 
liegt  r  zwischen  ;x  und  2;i,  so  ist  dieselbe  Sunuue: 

--|,  twniiv<T-jr 
«  — l  +  ^f  woimy>T— «. 

Die  zweite  Thatsache  folgt  aus  der  ersten,  wenn  man  erwägt, 
djiss  die  Summe  gleiche  Wertlie  hat  für  t  und  27i  —  r.  Man 
findet  für  grössere  Werthe  von  t  den  Werth  der  Summe,  wenn 
man  bedenkt,  dass  sie  um  27i  periodisch  ist. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  in  jedem  Augenbücke  an 
emem  Punkte  des  Di-ahtes  auch  e  einen  Sprung  erleidet;  die- 
ser Punkt  fällt  immer  mit  demjenigen  zusammen,  in  welchem 
der  Sprung  von  i  stattfindet.  Grösser  ist  e  immer  auf  der 
Seite  dieses  Punktes,  auf  der  das  Ende  des  Drahtes  liegt^  Jden 
auf  der  Seite  des  AoftngB.  Die  Grösse  des  SprongeB  ist 

oder,  wenn  man  durch  £  den  oonstanten  Werth  Ton  «  am 
Ende  des  Dnlifcet  beieiotmei: 

Auf  der  Seite  des  Punktes,  in  dem  der  Sprang  stattfindet^  auf 
welcher  der  Aniang  des  Drahtes  liegt,  ist 

nnd  anf  der  Seite  dee  Endes 

e-£;|j  (1  — e-*0  +  e-''*}- 
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ICadit  man  e  und  $  m 

rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes,  so 
entsteht  daher  für  einen 
gowisson  Wortti  t 
dne  Linie  von  der  Form 
Fig.  10;  wenn  t  ein 
massiges  VieU'aches  von 
T  nicht  ttberschreitet^ 
80  hat  die  Linie  die  Ge- 
stalt Ton  Fig.  11;  sie 
n&faert  sich  der  geraden 
Linie  Fig.  12,  je  weiter 
t  wächst 


Heber  die  Bewegung  der  EldMdttl  im  Leitern.^) 

In  einer  iMheren  AMiandhmg*)  habe  ich  eine  Theorie  der 
Bewegong  der  Elektrioit&t  in  linearen  Leitern  ani^sestellt;  ich 
iviU  jettt  ae^eny  irie  die  dort  dorchgefilhrten  Betraditaiigen 
sich  80  yerallgemeinem  lassen,  dass  sie  auf  Leiter  jeder  G(e- 
stalt  anwendbar  werden. 

loh  bezeichne  dnrcih  y,  ;r  die  rechtwinldigen  Coordinatea 
eines  Ptaaktea  des  Leiters;  den  Strom,  der  aar  2ieit  t  in  die- 
sem Punkte  fliessty  zerlege  ich  nach  den  drei  Ooordinatenaxen 
und  nenne  u,  v,  w  die  Stoomdfdhtigkeiten  dar  Componenten; 
diese  Stromdichtigkeiten  werden  gtoich  sein  mttssen  den  Pro- 
dukten aus  den  Oompommten  der  im  Funkte  (;r,  y,  z)  whdc- 
samen,  anf  die  Einheit  der  ElektridtBismenge  bezogenen,  elek- 
tromotorischen Kraft  in  die  Leitungsfähigkeit  Diese  elektro- 
motorische Kraft  rflhrt  her  zum  Thefl  Ton  Torhandener  freier 


1)  Pogg.  AnuaL  Bd.  102.  1857. 
8)  &  oben  p.  181. 


i^iyui^ud  by  Googl 


Ueber  die  Bewegimg  der  JEUekthcität  in  Leitern. 


155 


IilflktricHli,  mm  Theil  tob  dur  Lidootioii,  die  oi  Folge  der 
Aendemngea  der  Stromstfirke  in  allen  Theflen  des  Leiters 
stattfindet  Beieidmet  52  die  Polentialfanktion  der  freien  Elek- 
tridtiU  In  Beeng  auf  den  Punkt  z),  so  sind  die  Gompo- 
nenten  des  ersten  Theiles  der  elektromotischen  Kraft 

'  tt^^  Q^-^ 

Um  die  Componenten  des  zweiten  TheQes  angeben  ro 
kftnnMi,  beieichne  Ich  dnrch  at^  /  die  Ooordinafcen  eines 
sweiten  Fimktes  des  Leiters,  durch  i^,  e^,  die  Werthe  ten 
ifi  V,  t0  illr  diesen  Pimk^  durch  r  die  Butfemong  der  Punkte 
(j?,  y,  jr)  nnd  (j^,  jf^^mA  setse: 

SIS [tt  (^-^)  +    (y-y  )  +  w  iz-z)] 

y^jjjd»^  (y -I/)  [«        + 1''  (y-y') + 

wo  die  Integrationen  über  das  ganze  Volumen  des  Leiters  aus- 
gedehnt gedacht  sind.  Nach  dem  Weber'schen  Gesetze  der 
Indoclion  sind  dann  die  Componenten  des  zweiten  Theiles  der 
betrachteten  elektromotorischen  Kraft: 

s  du     9  er     8  dw 

wo  e  di^enige  oonstaste  Geschwindigkeit  beseiofanet,  mit  der 
swei  ElekkricitBtsäieile  gegen  einander  bewegt  werden  mfkssen, 
damit  sie  keine  Kraft  auf  ehiaader  ansOben.  Ist  daher  k  die 
Lejtimgsfthigkftit  des  Leiters»  so  hat  man: 


Dass  die  freie  Elektricität  auf  die  Oberfläche  des  Leiters  be- 
schränkt ist,  wie  beim  Gleichgewicht  oder  bei  constanten  Strö- 
men, darf  man  hier  nicht  annehmen ;  es  wird  sich  in  der  That 
zeigen,  dass  im  Allgemeinen  das  Gegentheil  stattfindet  Idi 
beseichne  durch  •  die  Dichtigkeit  der  freien  £lektricitlt  im 
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Ponlcte  (tj  i/y  z)j  dmdi     cUa  im  Punkte  (a^,  durch  e 

Ihre  Dichtigkeit  in  einem  Elemente  der  Oberfläche  dS  nnd 
durch  /  dieeelbe  für  em  sEweltes  Element  der  Oberfläche  dS^^ 
dann  ist: 

(4)  si^p^J-:,'+Jfe; 

wo  die  erste  Integration  über  das  ganse  Ydomen,  die  zweite 
llber  die  ganze  Oberfl&che  des  Leiters  auszudehnen  ist 

Zu  diesen  Gleichungen  lassen  sich  noch  zwei  hinznfllgen, 
die  sich  auf  die  mit  der  Zeit  stattfindenden  Aenderungen  der 
Dichtigkeiteii  der  Men  Elektricität  beziehen.  Fttr  jeden  Fnnkt 
im  Innern  des  Leiters  ist  nämlich: 

und,  bezeichnet  man  durch  N  die  nach  dem  Innern  des  Lei- 
ters gerichtete  Normale  des  Elementes  dS  seiner  Oberfläche, 
so  ist  fwner  fftr  jeden  Punkt  dieser  Oberfläche: 

(6)    u  OOS        +  »  OOS        +  w  cos  (N,z)  =  —  i~. 


Aus  den  aufgostelltou  Gleichungen  lässt  sich  eine  merk- 
würdige Relation  z^^ischen  e  und  12  herleiten.  Substituirt  man 
nämlich  die  Werthe  von  «,  o,  w  aus  (1),  (2),  (3)  in  (5),  und 
benutzt,  dass: 

ist»  so  findet  man: 

Da  die  Gleichung  für  U  sich  schreiben  lässt: 

U=^-Jd^' dy  dz'      [«'  (x-x')  +  V  (y-sf  )  +  w  iz-z)], 
so  ist: 

^Jdx  dy  dz  ^  [u  +  v  (y-y  )  +  w  (z—z'}]. 


i^iyui^ud  by 


TJeber  die  Bewegung  der  Eiektricität  iu  Leitern. 


157 


dV 

Bildet  mau  in  ähnlicher  Weise  die  Werthe  von  und 

9U,  er  ,ew 
8«  "•■  8y  ■*■  St 


denn  es  ist: 


ö«l    d*-  ö*l 


ftr  alle  Punkte  (^^     «T»  ^  dem  Punkte  i) 

lasammenfidlen;  und  aiuigedelmt  ttber  einen  miendKch  kleinen 
Raom,  in  dem  der  Punkt  (r,      z)  Hegt,  sind  die  Integrale, 

welche  die  zweiten  Theile  von  ^  ,      ,        bilden,  unendlich 

ö.r'  By^  Bz  ' 

klein.  Von  der  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  überzeugt 
man  sich  leicht  durch  dasselbe  Verfahi-en,  durch  welches 
Gauss  nachgewiesen  hat,  dass  zu  dem  Potentiale  Ton  Massen, 
die  continuirlich  einen  Baum  erftUen,  in  Beziehung  auf  einen 
Punkt  in  diesem  fiaume  die  Massen,  die  dem  Pinikte  unend- 
lich nahe  liegen,  nur  unendlich  wenig  beitragen.^)  Ersetzt  man 
in  dem  Integrale,  welches  die  rechte  Seite  der  gefundenen 
Gleichung  bildet,  die  nach  j-,  y,  z  genommenen  Bifibrential^ 
qnotienten  durch  die  negativen  nach  9\  ^  genommenen, 
zerlegt  dasselbe  in  drei  Theile  und  integrirt  den  ersten  partiell 
nach  d^,  den  zweiten  nach  y',  den  dritten  nach  xi',  so  erfaAh  man: 

dU     BV  dW 
dx      'By  B» 

-  -        [tt'  cos  (y,  x)  +  o'  OOS  (iV',y)  +  WWB{N,  z)] 

_  fdy  dldz^  (Bu  .5»'  Bw\ 
J        r        \Bx-      By  ds'j' 

wo  iV'  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  des  Oberflächen- 
elementes dS'  bezeichnet  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichnngen 
{d),  (5)  und  (4)  Itot  sich  diese  Gleichung  aber  schreiben: 


*)  Benltate  ans  dm  BeobaditiiBgea  des  magneMieB  Ytntm; 
1S8S,  &  7. 
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d«"^    "**    "  2  "SF* 

Hierm  folgt: 

(7)  |^«^8a(2..-1.^-^). 

Man  endeht  ans  dieser  GleichiiDg  8^  deutikh,  dass  nur  ans- 
nahniBwdfle  «  «  0  sein  kann,  daas  alao  im  AUgemeineii  auch 
im  Lmeni  dea  Leiters  aich  freie  Elektridtftt  befindet  Es  ist 
wohl  wabracheinliohy  daas  bei  den  sogenannten  mechaniaclieii 
Wiikungen  des  EnUadongsstromee  eines  Leydener  Fbwche;  z.  K 
dem  Zerstftaben  eines  feinen  Drahtes,  diese  im  Innern  befind- 
Uohe  fireie  Elsklrieitftt  eine  wesentliche  Bolle  spielt 


leb  die  liier  entwickelte  Tlicori«'  jetzt  auf  den  Fall 
anwenden,  den  ich  in  der  im  Eingange  angefühi-ten  Abhand- 
Inng  betrachtet  habe,  auf  den  Fall  nämlich,  dass  der  Leiter 
ein  unendlich  dünner  Draht  ist,  in  dessen  Nähe  keine  andere 
elektrische  Körper  vorhanden  sind.  Ich  will  nachweisen,  dass 
diese  allgemeinere  Theorie  dieselben  Besultate  liefert,  die  ich 
dort  hergeleitet  habe,  ausserdem  aber  noch  gewisse  Fragen 
beantwortet,  die  dort  unbeantwortet  geblieben  sind. 

Ich  werde  die  allgemeinen  Gleichimgen  zonftchst  Terein- 
fiushen  durch  die  Einffthmng  der  Yoraassetsongi  dass  der 
Leiter  ein  Ojlinder  von  kreisfikmigem  Querschnitt  ist,  und 
dass  die  Strömungen,  sowie  die  Vertheilung  der  freien  Elektri- 
citftt,  fymmetrisQh  zur  Axe  sind.  Ich  nehme  die  Axe  zur 
d^-Aze;  ftr  y  und  x  f&hre  ich  neue  Ooordinaten  q  und  (p  em, 
80,  dass 

!/  —  Q  cos  (ff    z  »  Q  mn  ip 
ist;  entqnrecheud  setze  ich: 

y  i=  o'  cos  (f  ',  z  =  o  sin  (f'. 
Ich  bezeichne  ferner  die  Stroradichtigkeit  dei*  auf  der  Axe  des 
Cylinders  senkrecliten  Componente  des  Stromes  —  positiv  ge- 
rechnet in  der  von  der  Ax<'  fortgehenden  Richtung  —  für  den 
Punkt  [xj  Q,  (f)  durch  a  und  für  den  Punkt  {x',  q  (f  )  durch  a. 
Es  ist  dann: 

V  =  a  cos  rp.  w  tss  (T  tan  (p, 
v'  =  a'  cos  (f  j    w  =  a  sin  <p'. 
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Man  hat  daher: 
wo 

Veniuchlussigt  man  die  Wii-kiing  der  auf  den  Grundflächen 
des  Cylinders  bofiiidlichen  freien  Elektricität,  so  lässt  sich, 
wenn  a  den  Radius  des  Clünders  bezeichnet,  die  Gleichung  (4) 
schreiben: 

(10)  Si^J±LJL^J£9^  +  aJ^^^. 

Die  Gleichniig  (5)  wird: 

(11) 

und  die  Gleichung  (6),  die  sich  auf  die  Oberfläche  bezieht: 

(1«)  —  iji- 

Die  Ansdrfidn  toh  i2  und  U  nehmen  eine  wesentliöh  em- 
femhen  Geetatt  an,  wenn  man  die  yoraossetzong  einfthrt,  daas 
der  Querschnitt  des  Cylinders  unendlich  klein  ist,  während 

seine  Länge  eine  endliche  ist.  Ich  nenne  /  diese  Länge,  den 
Anfangspunkt  der  Coordinateu  lege  ich  in  den  ^littelpunkt  des 

Qylinders,  die  Integrationen  nach  ^  sind  dann  von  —  j  bk 
+  ^  aoBzndehneiL  Der  Kürze  wegen  setze  ich 

für  ds  kann  dann  in  den  Integralen  geschrieben  werden^ 
die  Intogiationen  naeh  f  rind  iwisfllien  den  Gilnaen  —  ^  —  x 

und  ^  —    zu  nehmen,  von  denen  die  erste  stets  negativ,  die 

sweite  stote  poBÜz?  Ist  Die  in  den  Integralen  ▼orhominmide 
GrOeee  r  ist  beetunmt  dnroh  die  Gkidning 

wo 

iö"  »    +     — 2^^' cos  (9)  —  9^0. 
Um  mit  der  ümfonnnng  dea  sweiten  TheOes  twi  12  ni  be- 
ginnen, denke  ich  mir  in  dem  Integrale 
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nach  dem  Taylor'schen  Satze  nach  Potenzen  von  J  ent» 
wickelt,  aläo  gesetzt: 

die  einzelnen  Theile,  in  welche  das  Integral  sich  dann  zer- 
legen läsat^  sind  Ton  der  Eoim: 

Es  ist  aber: 

und 

Wenn  unendlich  klein  ist,  was  stattfindet»  irann  «  unendlich 
klein  is^  80  wd  hiernach  der  erste,  imd  nur  der  erste,  jener 
Theile  unendlich  gross.  Man  darf  daher  alle  folgenden  l^ieile 
gegen  den  ersten  ▼emachlisfligen,  also  setEen: 

oder  auch,  indem  man  wieder  Endliches  gegen  unendlich 
Grosses  vernachlässigt: 

-2*log-J. 

Weiter  ist  mm: 

wenn    >■  ^« 

0 

In  dem  zweiten  TheOe  yod QiA  q' seteen;  es  ist  da- 
her dieser  zweite  Thefl,  nlmfich 
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s4iia«log-^. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  in  Beziehung  auf  den 
erBten  Theil  von  D  anstellen.  Bezeichnet  man  den  Werthy 
den  c  in  dem  Punkte  («,  Qf  9')  hat»  durch  so  findet  man 
durch  dieselben,  dass 

geaetst  werden  darf;  weiter  ist: 

j\ogßd(p  =  2 71  log      wenn  g  >  q 
und  =  2islog^i  wenn  q  >  g: 

ftr  den  einen,  wie  ftr  den  andern  dieser  beiden  Ansdrüd» 
kann  man  aber  2« log«  schreibeii,  wemi  man  Endiiches  gegen 
nnendHch  Grosses  Temachlftssigt;  es  wird  deshalb 

JJ±.Q\^J±  ^=4«  log  4  jVrf^Vo. 

0 

Setzt  man 

d.  h.  beieichnet  man  durch  £dx  die  Menge  freier  Elektrid- 
tity  die  in  dem  dem  Elemente  ds  entsprechenden'  Thdle  des 
Drahtes  enthalten       so  ergiebt  sich  also: 

(18)  ß  =  2^1og-^. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  der  Ausdruck  von  U  in  der 
Gleichung  (9)  behandeln.  In  demselben  denke  ich  mir  v'  und 
&  nach  Potenzen  von  |  entwickelt,  und  dabei  die  Werthe  von 
«  und  (T  för  den  Punkt  o',  durch  und  a\,  bezeichnet. 
In  den  Theflen,  in  welche  der  Ausdruck  sich  dann  zerlegen 
Itest,  kommen  Integrale  ytjx  Ton  der  Forms 


*)  Es  ist  F  hit  r  diesrlbu  Grö88«,  die  ich  in  der  oben  AOgeßihrten 
Abiiandluug  e  genannt  habe. 
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Bs  Ist: 

Von  den  Integralen  der  betrachteten  Form,  wenn  sie  genom- 
men worden  von  einer  negativen  bis  zu  einer  positiven  end- 
lichen Gränze,  ist  daher  dasjenige,  für  welches  w  =  2  ist,  und 
nur  dieses,  unendlich  gross,  falls  ß  onendlich  idein  ist  Alle 
fLbrigeii  Integrale  lassen  sich  daher  gegen  dieses  yemachläsei- 
gen  und  in  ihm  kann  der  endliche  Theil  auch  fortgelassen 
werden.  Als  i'aktor  kommt  in  demselben  die  Qxdsse 

ti'o-^(pcos(^-^')-(>') 

vor;  wegen  der  Kleinheit  von  o  und  q'  kann  aber  hieiflu*  Uq 
gesetzt  werden.  Hiemach  erliält  man  dui'ch  eine  Rechnung, 
die  derjenigen  gleich  ist,  welche  oben  in  Bezug  aufi2  ange- 
stellt ist: 

Bezeichnet  man  die  Elektricitiltsmenge,  welche  in  der  Zeitein- 
heit durch  den  Querschnitt  des  Drahtes  fliesst,  also  die  Inten- 
sität des  Stromes,  durch  so  lässt  sich  diese  Gleichung  ein- 
lacher schreiben: 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  U  und  den  Werth  von  Q 
aus  (13)  in  die  Gleichung  (8),  so  erhält  man: 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  unabhängig  von  ^  es 
ist  also  anoh  «  von  q  unaMiftngig  und  daher 


mithin  ist  auch: 
(U)  f-_4«,.»logl(|f+^|i). 

zweite  Gleichung  zwischen  den  Grössen  £  und  i  erhält 


* 
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man  ans  den  Qlfliofanngen  (11)  und  (12).  Mnltiplicirt  man 
nimHeli  die  erste  Ton  dieeen  mit  gdgäip,  integrirt  sie  Uber 
den  Qnenohnitt  des  Drahtes  nnd  zieht  Ton  ihr  die  zweite  ab^ 
nachdem  diese  mit  2ivi»  mnitipfidrt  ist,  so  erhSlt  man: 

(^*^)  in;--TW 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  ist  voraus- 
gesetzt, dass  der  Draht  gerade  ist.  Da  dieselben  aber  zeigen, 
däss  auf  den  elektrischen  Zu.stauJ  au  einer  Stelle  des  Drahte:* 
die  elektrischen  Zustände  aller  Punkte,  die  in  eudlicher  Ent- 
fernung von  dieser  liegen,  von  keinem  Einfluss  sind,  so  wer- 
den sie  auch  gelten,  wenn  der  Draht  gekiümmt  ist,  sobald 
nur  der  Radius  der  Kiümmung  überall  endlich  ist  und  nicht 
Punkte  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  zwischen  denen  ein 
endliches  Stück  des  Drahtes  sich  befindet.  Die  Grleichuugeu 
(14)  und  (15)  sind  aber  dieselben  wie  diejenigen,  zu  denen  ich 
ftlr  denselben  Fall  in  der  oben  angeliihrten  Abhandlung  ge- 
kommen bin.  Die  hier  entwickelte  allgemeinere  Theorie  tuhi't 
also  zu  denselben  Resultaten,  wie  die  dort  auseinander  gesetzte ; 
sie  fuhrt  aber  auch  noch  zu  weiteren.  Hat  man  nämlich  aus 
(14)  und  (15)  £  bestimmt,  dann  aus  (13)12,  so  kann  man  durch 
Integration  von  (7)  f,  oder  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
truatftt  im  Lmem  des  Drahtes,  finden,  sobald  nur  füi*  den  An- 
fuigspnnkt  der  Zeit  a  gegeben  ist  Ist  der  An&mgswerth  von 
f  unabhängig  von  p,  so  ist  immer  6  hiervon  unabhängig,  d.  h. 
die  Dichtigkeit  der  freien  Elektiioit&t  in  allen  Punkten  eines 
Qoerschnitts  ist  dieselbe;  demi  nach  (18)  ist  12  nnahhilngig 
Ton  vnd  in  der  Gieiohnng  (7)  kommt  q  nicht  vor.  Nach 
der  Besthnmmig  Ton  «  ksnn  man  weiter  •  finden;  irenn  der 
Anikiigswerth  von  <  nnahhilngig  von  q  ist^  was  Toransgesetzt 
werden  soQ,  so  dient  Merza  die  Qlei«ümng: 

Unter  derselben  Voranssetzung  ist  es  endlich  leicht  a  ans  < 
zu  berechnen;  es  ist  nämlich: 

Dass  diese  Gleiohnng  ftr  p  »  »  richtig  ist»  lehrt  die  Gleichmig 
(12),  nnd  dass  a  proportional  mit  ^  ist»  die  Gleichung  (11); 
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miiltiplicirt  man  nämlich  diese  mit  o</ü  und  integrirt  sie,  in- 
dem man  benutzt,  dass  u  und  6  imubliüiigig  von  q  sind,  so 
tindet  mau  aus  ihr: 

Die  Constunte  der  Integration  muss  aber  gleich  0  sein,  denn 
für  0  =  0  darf  a  nicht  miendlich  werden,  sondern  es  muss  im 
Gegentheil  verschwinden ,  weil  in  der  Axe  des  Drahtes  die 
Strömungen  die  iüchtuug  der  Axe  haben  müssen. 


Ich  habe  die  Dteung  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  an 
dem  mehrÜBiCh  erwähnten  Orte  ftlr  einen  Fall  discutirt,  dem 
man  sich  tun  so  mehr  nähert,  je  kleiner  man  den  Widerstand 

des  Drahtes  macht,  und  habe  nachgewiesen,  dass  in  diesem 
Falle  sich  die  Elektricität  in  dem  Drahte  ähnlich  Ibrtptlanzt, 
wie  eine  Welle  in  einer  gespannten  Saite,  und  zwar  mit  der 
Geschwindigkeit,  die  das  Licht  im  leeren  Räume  hat.  Es  ist 
von  Interesse  auch  den  entgegengesetzten  Fall  zu  untersuchen, 
den  nämlich,  dem  man  siili  um  so  mehr  nähert,  je  grösser 
der  Widerstand  des  Drahtes  wiid.  Ich  will  dieses  hier  thun 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  Enden  des  Drahtes 
mit  einander  verbunden  sind. 

Ich  bezeiclme  wieder,  wie  in  der  frülieren  Abhandlung, 
den  Widerstand  des  Drahtes  durch  r,  und  setze 

log  "7  «  y; 

dann  ist  die  Lösung  der  Differential^eicfanngen  (14)  und  (15), 
welches  auch  der  Werth  Ton  r  sein  möge,  die  folgende: 

»  =  ^  -  ^(Aj  q  e-*»*  +     Q  e-^.*)  COS  Hj; 

+  ^  (Ai  C,'    M  +  A,     e- W)  dn  n», 

wo  Ji  ein  Yiel&Ghes  von  ^  beniohnety     nnd    die  Weartfae : 
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halMO,  <\f  Q,  C/y  Cg'  inUkQiliehe  Oonatanteii  sindi  und  die 
Sammation  Uber  aUe  Werthe  von  n  anBzadehnen  ist  Dia 
Oonstanton  C  beflAmunen  noh  leichi^  sobald  E  und  t'  ftr  t^O 
gegeben  nnd;  bai  man  nBmlicb  die  Funktionen  Ton  in 
welobe  E  mä  t  ftr  < »  0  ttbergeben  aollen,  daigesteOt  in  der 
Fonn: 

2(En  m.ug  +  Kn  coe  nm) 

nnd 

4o08fi4r  +  f.siniijr), 
80  bat  man  die  Gleicbongen: 

-e;  -  ci  +  Q 

nnd 

die  Anflteongen  dieser  sind: 

^  *  ^"K 

^  "     ;.,  - 

gy,  -  2ni'n 

^  iT-TT' 

^"  1.-1. — 

In  der  früheren  Abhandlung  ist  der  Fall  untersucht,  dass 

82f 

als  nnendUoh  gross  betrachtet  werden  kann;  es  soll  nnn  an- 
genommen werden,  dass  diese  Grösse  unendlich  klein  ist  Es 
sind  dann  die  beiden  "Wurzeln  >tj  und  reell;  ist  >!,  die 
grössere  yon  beiden,  so  ist  bei  Vernachlässigung  ron  Gliedern 

niederer  Ordnung: 

ffierans  folgt: 

dieser  Ansdnusk  ist  vnendlicb  Uein,  da  n/  em  YieUkohes 
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2«,  also  encQicb  ist  Die  AmdrllGke  dar  Ghrtaen  C  laflsen  wh 
biemadi  schreibeii: 

Der  Ck)Moient  von  ein  n«  in  dem  Ausdrucke  von  E  iHid 
daher: 

oder 

und  der  CoSfficient  yon  —  cos  »jt  in  dem  Ausdrucke  Ton  t: 

Man  erhält  hieraus  die  Coefticionten  von  cos  nx  m  E  und 
von  sin  nu-  in  /,  wenn  man  für  nnd  setzt  En  und 
Schliesst  man  den  Fall  aus,  duss  der  Anfangswerth  von  i  im- 
endlich  gross  ist  gegen  die  Werthe,  die  i  bei  ungeändertem 
Anfangswerthe  von  E  erhält,  wemi  der  Anfangswerth  von 
1  =  0  ist,  so  vereinfachen  sich  diese  Ausdrücke.  Es  ist  näm- 
lich aus  ihnen  ersichtlich,  dass,  wenn  i  =  ü  für  /  =  0,  d.  h. 

wenn  4    0  ist,  i  von  der  Ordnung  Ton       ist;  ee  ist  also 

bei  der  ausgesprochenen  Beschränkung  von  der  Ordnung 
.£^^,  und  es  werden  sich  die  Coefdcienten  von  smnx  m  E 
nnd  Ton  ^  cos  nx  in  t  schreiben  lassen: 

nnd 

Schliesst  man  fiamer  yon  der  Betracbtong  diejenigen  Werthe 
Ton  t  ans,  die  so  Uein  sind,  dass  \i  nnendlich  klein  ist»  so  ist 
X^t  nnendlich  groe%  nnd  daher  der  zweite  Term  in  dem  zwei-' 
ten  dieser  Ausdrucke  gegen  den  ersten  zu  yemachUbisigen. 
Da  dieselben  Betraditangen  anch  in  Benig  anf  die  Oofifificien- 
ten  Ton  cos  nx  nnd  Ton  sin  nar  in  den  Ansdrttcfcan  von  i?imd 
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I  geUeHy  10  mden  dieie  AnadrOcke,  wenn  nttn  nodi  flr 
den  oben  an^eeteSton  WerHi  sobetitiiiri; 

(10)  J?(^8mfidf  + J^bCOBh«)«  ' 

(17)        I «  ^  -S«  ( -  .C;  coB  iM?+^«  sin  »«)  e-^«'«. 

Diese  Ausdi-ücke  sind  unabhän^g  von  c;  es  sind  die  Lösungen 
der  Differentialgleichungen,  die  aus  (14)  und  (15)  entstehen, 
wenn  man  c  unendlich  gioss  setzt,  nämlich  der  Differential- 
gleichungen: 

dt 

2f«  "    a  Tt' 
Eliminirt  man  aus  diesen     su  erhält  man: 

BS  8Wö*^ 

wdclie  Gkicbnng  von  derselben  Fom  ivie  di^emge  ist,  welche 
die  Portiiflannmg  der  geleiteten  Wtene  beatinunt  in  dem 
betrachteten  Falle  pflanrt  sieb  also  die  EleiktricUAt  llmlidh 
wie  die  geleitete  "Wtene  fort 

Dass  bei  der  Uber  den  Widerstand  r  gemaditen  Yoraas- 

setzung  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  wirklich  Lösungen  der 

Gleichungen  (14)  und  (15)  sind,  lässt  sich  auch  leicht  a  pogte^ 
riori  nachweisen.    Man  überzeugt  sich  nämlich  ohne  Schwie- 

zigkeity  dass  bei  jener  YonHusetziing        unendlich  klein 

d  JE 

gegen       ist,  wenn  für  i  und  E  ihre  Werthe  aus  (17)  imd  (16) 

goootit  werden* 

Li  gans  SlmliGlier  Weise,  wie  der  IUI,  dass  der  Dsahfc 
em  in  sidbt  mrOokkehrender  ist,  hier  behandelt  ist,  iBsst  sich 
anch  der  Fall  behandeln,  dass  die  Enden  des  Drahtes  getrennt 
sind  und  in  ihnen  das  Potential  zwei  oonstante  Werthe  hat 
Man  findet  ftr  diesen  imter  der  Yoranssetcang^  dass  der  Wider- 
stand des  Drahtes  gross  genug  ist,  dieselbe  Analogie  zwisohen 
der  For(|iflanzung  der  Elektiicitftt  nnd  der  der  geleiteten 
Wime,  die  sich  hier  gezeigt  hat 
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A  Jaoobi'Bchen  WidentandBetalon,  emem  Kupfer- 
drabte  von  7«,e2  Lange  und  0»,SS8  Badins  ist,  wie  an  dem 
mehi&ch  erwfilmten  Orte  gezeigt  ist, 

-  2070; 

bei  einem  Brabte  Ton  demselben  Material^  demselben  Quer* 
schnitt  und  einer  Lange  von  1000  Kilometer  ist  dieselbe  Grösse 
0,034;  sie  kann  bei  jenem  lAbenmgsweise  aJs  uneodHob 
gi'oss,  bei  diesem  als  uneiidMch  Uein  betraebiet  werden;  es 
pflanzt  sich  bei  jenem  die  MeJdaicitftt  ähnlich  wie  eine  Welle 
in  einer  Saite,  bei  diesem  wie  die  geleitete  Warme  fort, 

Thomson^)  hat  die  Bewef^mg  der  Elektricität  in  einem 
unterseeischen  Telcgi-aiihendnüite  untersucht;  er  hat  dabei  die 
Amiahme  gemacht,  ohne  die  Zulässigkeit  derselben  zu  prüfen, 
dass  die  Induction  keinen  merkUt  hen  Einüuss  ausübt,  mid  hat 
gezeigt,  dass  dann  die  Elektricität  sich  wie  die  geleitete  Wärme 
bewegt.  Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  beweisen, 
dass  jene  Amiahme  schon  bei  einem  einfaclien  Drahte  ertiillt 
ist,  wemi  die  Länge  dessell)on  nur  gross  g«'nug  ist;  sie  wird 
um  so  melir  richtig  sein  bei  einem  unterseeischen  Telegraphen- 
di'ahte,  bei  dem  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Fol^e  der 
im  Meereswasser  stattfindenden  Leitung  erheblich  Teriaog- 
samt  wird. 


Zur  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener  Flasche.^ 

Bei  seinen  scbSnenVersnchenOber  die  elektrische  Flasohen- 
entladong")  ist  Mr,  Feddersen  m.  dem  Schlosse  gefthrt,  dass 
nnter  gewissen  Umstanden  der  Entladungsstrom  emer  Leydener 
Flasche  aus  aufeinanderfolgten  Strömen  Ton  abwedisehder 
Biobtong  zusammengesetzt  ist,  einem  Scfalnsse,  der  Ton  ande- 
ren Seiten  mannigfache  Bestätigungen  erfahren  bat,  mid  dessen 
Bichtigkeit  dnrcb  die  Beobachtung  des  Hrn.  y.  Dettingen, 


»)  Phil.  Mag.  Sor.  IV,  Vol.  II,  p.  IM. 

»)  Pogg.  Aunal.    Bd.  121.  1864. 

*)  Pogg.  AnnaL  Bd.  118,  &  48  und  Bd.  116,  &  188. 
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naoli  der  eme  positi?  geladene  Slasche  oft  einen  negatiTen 
Büdntand  zeigt,  ^)  mir  über  jeden  Zweifel  erhoben  sa  sein 
scheint  Hr.  Feddersen  hat  weiter  gefunden,  dass  die  Daner 

der  einzelnen,  bei  einer  Entladung  aufeinanderfolgenden  Ströme 
dieselbe  ist,  aber  abhängt  von  der  Natur  dw  Flasche  und  des 
Schliessungsbogens;  er  hat  sie  unter  niaimigfach  abgeänderten 
Umständen  gemessen  und  mehrei'e  einfache  Sätze  über  sie 
auljgestellt. 

In  seinen  Abhandlungen  hat  Hr.  Feddersen  mehrfach 
auf  ein»'  Theorie  hingewiesen,  welche  einen  ähnliehen  Verlauf 
des  Enthiflungsstromes  einer  Leydenei-  Flasche  ergieht,  wie 
seine  Messungen  ilm  gezeigt  haben;  oluie  indessen  näher  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  mit  diesen  Messungen 
im  Ehiklange  ist.  Wenngleich  sicli  von  dieser  Theorie  vor- 
aussehen lässt,  dass  sie  nicht  in  vollständiger  Uebereinstim- 
niung  mit  der  Erfaluiing  sein  kann,  so  scheint  es  doch  von 
Interesse,  eie  mit  den  Beenltaten  der  Versuche  des  Hrn. 
Feddersen  nt  Tergleichen.  Diese  Yergleichnng  durchsufidi- 
len  ist  hier  meine  Absicht. 

Ein  wesentliclics  Hindemiss.  welches  sieh  der  Aufstellimg 
einer  strengen  Theorie  des  EnÜadangsstromes  einer  Leydener 
Flasche  entgegensetzt»  ist  die  mangelhafte  Kenntniss,  welche 
man  von  den  Bedingnngen  besitzt,  nnter  denen  der  elektrische 
Fnnke  n  Stande  kommt  nnd  fortbesteht  Es  soll  hier  an^ 
genommen  werden,  dass,  so  lange  die  Entladung  dauert»  das 
Potential  der  Torhandenen  freien  Elektriditftt  in  den  beiden 
EOipem,  zwischen  denen  der  Fmk»  flbeigehty  denselben  Werth 
hat  Bine  swäte  yoransBetsaig»  die  gemacht  werden  soUi 
md  die  der  Wirkfichkeit  eben  so  wenig  genan  entqpredien 
wird,  wie  jene^  ist  die,  daes  swischen  den  ElektricH&tsmengen, 
die  die  beiden  Belegoogen  der  Flasdie  enthalten,  nnd  den 
Potentialwerthen  in,  diesen  in  jedem  Angenbücke  der  Ent- 
ladong  dieselben  Besiehungen  beetehen,  wie  wenn  die  Elek- 
trictttten  sich  Im  Qleiohgewiehte  befinden.  Drittens  soll  die 
YoranssetBnng  gemacht  werden,  dass  gleichzeitig  in  allen 
Theilen  des  Schliessungsbogens  die  gleiche  Stromstärke  statt- 


*)  P<^.  Aua.   Bd.  115,  8.  313. 
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findet;  eine  Voraussetzung,  deien  Zulässigkeit  später  aber  ge- 
prüi't  werden  wird. 

Es  sei  i  die  Stromstarke  im  Schliessungsbogeu  zur  Zeit 
t,  positiv  gerechnet,  wenn  die  positive  Elektricität  von  der 
innen  11  Belegung  zur  "äusseren  fiiesst,  und  gemessen  nach  der 
von  Weber  sogenannten  mechanischen  Einheit;  dann  ist  i 
die  Menge  positiver  Elektricität ,  die  in  der  Zeiteinheit  der 
inneren  Belegung  entzogen,  der  äusseren  zugeftihrt  wird,  und 
gleichzeitig  die  Menge  negati?er  Elektricität,  die  in  dar  Zeit- 
emheii  der  inneren  Belegung  zugeführt  und  der  äusseren  eufe* 
zogen  wird.  Bezeichnen  Qi  und  Qa  die  Elektndt&tamangen 
dar  beiden  Belegungen  zur  Zeit    so  ist  daher: 

Bedeutet  ferner  w  den  Widerstand  des  Schliessungsbogens  nach 
mechaniHohffln  Mnaiwei  so  ist  das  Produkt  wi  gleich  der,  nach 
demselben  Maasse  gemeseeneii  elektromotorischen  Kraft,  die 
auf  den  Schliessungsbogeu  wirkt.  Diese  elektromotorische 
Kraft  rOhrt  zum  Theil  von  der  Veraohiedenheit  der  Potential- 
mrHie  in  den  Enden  des  J>rahte8  —  oder,  was  dasselbe  is^ 
in  den  beiden  Belegungen  —  her,  znm  Theil  Ton  der  Ia- 
dnclion,  die  in  Folge  der  Aendenmg  der  StromsMEe  in  dem 
SddieasongBbogen  eintritt  Sind  Vi  und  die  Potential- 
werthe  in  den  beiden  Belegungen,  so  ist  der  erste  dieser  bei- 
den Theile 

Um  den  zweiten  ausdrucken  zu  kOnnen,  bezeichne  man  durch 
d$  nnd  «f/  zwei  Elemente  des  Schfiessongsbogens ,  doroh  6 
mid  6^  die  Winkel,  die  sie  bflden  mit  der  Ton  dt  nach  d/ 
gezogenen  Linie^  durch  r  die  lAnge  dieser  Linie^  und  setze: 

"WO  jede  der  beiden  Integrationen  über  die  ganze  Länge  des 
Schliessungsbogens  auszudehnen  ist.  Hierbei  bedeutet  IV  das 
Potential  eines  Stromes  in  Beziehung  auf  sich  selbst,  der  den 
Sclüiessungsbogen  mit  einer  Intensität  durchfliesst,  die  der 
Einheit  der  Intensität  nach  elektronuiLMietischem  Maasse  gleich 
ist   Jener  zweite  Theil  der  elektromotorischen  Kraft  ist 


Digitized  by  G 


* 


2m  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener  Flasche.  171 

wo  e  die  in  dem  Webei^schen  daktriBdiaB  GhnmdgQeelae  Tor- 
kommfinde  OoDstante,  nSmEch  die  oonatante  Gesdiwiiidi^eife 
bedeulel^  mit  der  zwei  ElekfancilfttsÜieQGhen  gegen  einander 
bewegt  werden  mflsBen,  damit  sie  keine  KnA  auf  einander 
snsBben.  Man  hal  Uemadi  die  Gkiöhimg: 

(2)  u,i^2(Vi-V^^^JVp^. 

Die  Grössen  Qi  und  Qa  sind  ferner  lineare  homogene  Funk- 
tionen von  Vi  und  Va]  nnd  zwar  ist,  wenn  man  die  Grösse 
der  Belegungen  als  unendlich  gross  gegen  das  Quadrat  der 
Dicke  des  Glases  der  Elasche  betrachten  darf: 
(8)  Q,=.Q,  =  ß{Vi-Va), 

WO  ß  die  Capacität  der  Hasche  Ii e deutet. 

Ans  den  Gleiishongen  (1),  (2)  und  (8)  findet  man,  wenn 


setzt»  mit  Leiohtigkeit  ftr  Q  die  Differentialgleic.hnng! 
Die  LOnrng  deraelbeir  ist; 

wo  ^1  nnd  willkürliche  Gonstanten  und  und  die 
Wnneln  der  quadratischen  Gleichung 

bedevten.  Die  LQsong  Iftsst  äch  anf  die  Form  bringen: 

wo  A  nnd  B  neue  willkürliche  Constanteu  sind,  und  A  und  T 
die  Werthe  haben: 

h 

16 IF 


Die  GHelehungen  stimmen  mit  denjenigen  überein ,  weldie  bei 
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anderer  Bezeichnung  und  auf  einem  andern  Wege  W.  Thom- 
son in  seiner  Abhandlung  on  transient  electric  currents^)  ab- 
geleitet hat. 

Wenn  T  reell  ist,  so  ist  die  Entladung  eine  oscillatorische 
und  der  Werth  von  T  ist  die  Dauer  einer  einfachen  Oscillation. 

Um  dieses  theoretische  Resultat  mit  den  Versuchen  des 
Hrn.  Feddersen  zu  vergleichen,  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen, ob  unter  den  Umständen,  unter  denen  dieser  seine 
Messungen  angestellt  hat,  die  Theorie  oscillatorische  Ent- 
ladungen ergiebt,  d.  h.  ob  der  Ausdruck 

10* c*  § 

kleiner  als  1  ist 

Man  nehme  Millimeter  und  Sekimde  als  Einheiten  der 
Länge  und  der  Zeit  an.  Der  Werth  von  c  ist  dann  nach 
Weber  und  Kohlrausch: 

c  =  4,39 .  W\ 

Bei  der  Berechnung  von  w  kann  man  davon  ausgehen, 
dass  für  den  Jacobi'schen  Widerstandsetaion,  d.  h.  fiir  einen 
Kupferdraht  von  7»,620  Länge  und  0™",333  Radius^) 

w  r=  2,482  . 10"" 

ist;  fUr  einen  Kupferdraht  von  der  Länge  /  und  dem  Radius 
u  ist  demnach: 

,-18  l 


w  =  3,612  . 10' 


«2 


Bedeutet  femer  S  die  Fläche  einer  Belegung  der  Flasche,  ö 
die  Dicke  und  ju  den  Liductionscoefficienten  des  Glases,  so  ist : 

(4)  /»=,«i^. 

Was  endlich  den  Werth  von  W  anbelangt,  so  ergiebt  die 
Rechnung,  die  ich  in  meiner  Abhandlung  über  die  Bewegung 
der  Elektricität  in  Drähten^)  durchgeführt  habe,  unter  der 
Voraussetzung,  dass 

log^ 


')  Phil.  Mag.  June  1853. 

*)  S.  oben  p.  142. 

■)  S.  oben  p.  131  u.  154. 
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als  imendHch  gross  betrachtet  werden  dar^  und  dass  dasYer- 
hSttuifla  einer  jeden  Sehne  der  Lmie,  die  der  Drahfc  bildet» 

zum  zugehörigen  Bogen  ein  endliches  ist: 

(5)  fF^2nog±. 

Man  ersieht  hieransy  daeSi  wenn  der  SchEsesnngsbogen  aoa 
einem  gMchartigen  Drahte  gebildet  ist»  jener  Ausdruck 

einen  um  eo  grosseren  Werth  hat,  je  grösser  die  Belegung 
der  Hasche  (oder  Batterie)  ond  je  Iflnger  der  SohHessmigs- 
bogen  isL  Die  grösste  Batterie,  die  Hr.  Feddersen  bei  den 
hier  in  Bede  stehenden  Versuchen  angewandt  hat,  bestand 
aus  16  Flaschen  von  je  0,2006  Quadratmeter  innerer  Belegung 
und  4  bis  o'"™  Ghisdicke;  der  längste  Scliliessungsbogen  ans 
einem  Drahte  von  1343'"  Länge  und  1"'™,35  Dicke.  Setzt 
man  mit  Hrn.  Siemens*)  fiir  Glas  u  =  2,  so  ergiebt  sich  für 
diese  Batterie  und  diesen  Scbliessungsbogen: 

1,135.10'^ 

w-i,oe4.io"" 

ira8»896.10' 

und 

=  0,000497. 

Der  fragliche  Anadruck  ist  daher  kleiner  als  1,  und  mithin 
die  Entladung  auch  nach  der  Theorie  eine  oscillatorisc  he. 
Sehl  Werth  ist  so  klein,  dasa  er  ohne  jeden  merklichen  Feh- 
ler gegen  1  Temachlftss^  werdoi  kann;  mit  noch  grosserem 
Bechte  kann  daa  bei  den  YerBiichen  gesdiehen,  die  mit  kOr- 
lerem  Schfieesangsbogen  oder  mit  geringerer  ilasohenzahl  an*' 
gesteint  afaid;  ffeb^  alle  diese  Yersache  kann  man  daher  setaen: 

(6)  y^»fV2?F 

Diese  Gleichung  spricht  mehrere  von  den  S&tzen  aus,  dieBr. 

Feddersen  aus  seinen  Versuchen  geschlossen  hat  Sie  zeigt 
zunacliät,  dass  die  Osciilationsdauer  von  der  Grösse  der  La- 


*)  Pogg.  Ann.  Bd.  102,  S.  112. 
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düng  unahhtegig  ist,  dfinn  diese  Gxtae  kommt  in  dem  Aus- 
druck Ton  T  niclit  vor;  sie  zeigt  iraitery  dass  die  Osoillatioiis- 
dauer  auch  von  dem  'Wldentande  des  SobUessongsbogens  im« 
abh&Dgig  ist,  demi  der  Widerstand  to  ist  dem  Avsdmeke  tqh 
7  Tersehwiudea;  femer  ssgt  sie,  dass  die  Osoülationsdaiier 
mit  der  Qaadratwnizel  aus  der  FUUshe  der  Belegung  propoiv 
üonal  ist,  demi  ß  ist  dieser  FUtohe  proporttonaL  IXeses  leteto 
Gteaetz  fand  Hr.  Feddersen  bei  den  längsten  Schliessongs- 
bögen,  die  er  anwandte,  nicht  mehr  strenge  richtig;  es  zeigte 
sich  iiim  eine  Abweichung  von  demselben  iii  dem  Sinne,  dass 
die  Oscillatioiwdauer  bei  Verkleinerung  der  Fläche  der  Be- 
legung nicht  so  rasch  abnahm,  als  das  Gesetz  es  erfordert 
hätte;  weiter  unten  werde  ich  nachweiseu,  dass  die  Theorie 
eine  Abweichung  von  demselben  8inne  ergiebt,  wenn  man  die 
Voraussetzung  lallen  lässt,  dass  in  allen  Punkten  des  Schhessungs- 
bogens  gleiclizeitig  dieselbe  Stromstärke  stattfindet.  Denkt 
man  sich  in  die  Gleichung  (6)  ftir  W  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  (5)  gesetzt,  so  sieht  man,  dass  die  Oscillationsdauer 
zunimmt,  wenn  die  Länge  des  Schliessungsbogens  /  vergrössei-t 
wird,  und  zwar  so,  dass  sie  etwas  schneller  als  die  Quadrat- 
wurzel aus  der  Länge  wächst.  Alan  sieht  dabei  femer,  dass 
die  Oscillationsdauer  langsam  zunimmt,  wenn  der  Eadius  des 
Drahtes  a  yerringert  wird.  Jene  Gleichung  (5)  setzt  eine 
Au&pannnung  des  Drahtes  voraus,  bei  der  irgend  zwei  Punkte, 
zwischen  denen  ein  endliches  Stück  des  Drahtes  liegt,  in  end- 
licher Entfernung  von  einander  sich  befinden.  Werden  zwd 
Theile  des  Drahtes  einander  genShert^  die  in  derselben  Rich- 
tung von  dem  Strome  durchflössen  irarden,  so  inrd  das  Po- 
tential W  TorgHtasert;  es  ivird  dieses  Teridemert,  irenn  man 
swei  Theile  nttherti  die  der  Strom  in  entgegengesetzter 
Biobtong  dorohfliesst  Es  mnss  deshalb  im  .ersten  Falle  die 
OsfliBationsdaner  Tefgrössert,  im  iweiten  verideinert  irerdea. 
Das  Alles  ist  in  vOlliger  UebereinsHmmimg  mit  den  Scklllssen, 
die  Hr.  Feddersen  ans  seinen  Beobaohtongen  gezogen  hat 
Es  bleibt  znr  FrOfong  der  Formel  (6)  nnn  aber  noch  za 
untenochen  1Um%  in  wie  weit  die  absolnten  Werthe  der  Os- 
cillationsdaner,  die  sie  giebt,  mit  den  Messungen  des  Hrn. 
Feddersen  übereinstimmen.   JSine  genaue  TJebersniBtiwi- 
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mimg  kann  hier  nicht  erwartet  werdeOi  da  die  Werthe,  die  die 
QrOflMii  ß  und  W  bei  diesen  Meesungen  hatten,  niohlfc  genau 
bereohnet»  eondem  nur  gesch&tzt  werden  kOnnen;  es  kann  sich 
nur  darom  handeln,  sa  entachfliden,  ob  die  Theorie  ftr  die 
OgqjUationfldaner  Wertfae  toq  derselben  Ordnung  gieht,  ivie 
die  Yemiohe  sie  ergeben  haben.  loh  wfiUe  za  dieaem  Zwecke 
die  Venaohreihe,  deren  Beaoltate  Br.  Fedderaen  S.  164 
*  aeiner  Abhandlang  im  116»  Bande  von  Pogg.  Ann.  angegeben 
hat;  de  ist  anagefilhrt  mit  emer  Batterie  von  10  Flaschen  der 
oben  angegebenen  Dimensionen  nnd  einem  SchEessungsdrahte 
Ton  1"*,85  Dicke.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  in  der  ersten 
Oolnmne  die  L&ngen  des  ScUiessungsdrahtes  angegeben,  in 
der  aweiten  die  beobachteten  Osoillatbnsdanem^,  in  der  dritten 
die  mit  Hülfe  der  Gleichungeu  (4),  (5),  (6)  berechneten  Werthe 
derselben  in  Zehnmilliontel  einer  Sekunde. 


1 

T 

m 

beob. 

berachiL 

6^8 

18 

8 

15^ 

81 

15 

25,26 

41 

20 

45,26 

60 

27 

65,26 

75 

33 

85^6 

84 

3Ö 

115,S6 

88 

46 

180^ 

181 

67 

817,0 

177 

77 

446/) 

827 

88 

Man  aiefat^  das«  ^  Werthe  von  T,  auf  wekhe  die  Theorie 
ftthrt^  Ton  derselben  Ordmmg,  wie  die  beobaditeten  smd,  aber 
im  Dnrohsohnitt  mir  etwa  halb  so  grosse  ala  diese.  Es  ist 
nohl  nicht  wahischeuBlich,  daaa  em  ao  grosser  Unterschied 
dnrch  die  üngenanigkeit  der  Werliie  heri)eigefthrt  ist^  welche 
Ibr  ß  nnd  bei  der  Bechnnng  sn  Gnmde  gelegt  sind;  viel- 
meihr  scheint  man  sa  dem  Schlnsse  genöthigt  zu  sein,  dasa  bei 
der  Bntladnng  der  Batterie  eine  Ursache  mitwirkt^  welche  bei 


^  Au  dar  Abhandhiiig  des  Bn.  Feddersen  geht  idofat  mit  Sicher» 
hat  hervor,  ob  die  für  die  OscülatioiHdnar  u^(^^|»eim  ZsUeiiwwflie 

«ich  auf  einfac  he  oder  doppelte  Schwingongen  bendien;  auf  meine  A»> 
frage  ist  Hr.  FiMlderscn  so  freundlich  gOWMCtt  mir  die  Auskunft  lU 
geben,  daw  das  erstere  der  Fall  ist 
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0 


"Wollte  mau  di;m  Schliessiiiigsdrahte  die  Gestalt  einer  Schrauben- 
linie geben,  so  mttsste  man  denselben  in  seiner  giinzen  Länge 
mit  einer  Unterlage  in  BeriÜirung  bringen  und  man  hätte 
einen  wesentlichen  Einfluss  dieser  auf  die  Bewegung  der  Elek- 
tricität  in  dem  Drahte  zu  fürchten.  Dieser  Uebelstand  fällt 
fort,  wenn  man  den  Draht  um  4  isolirende  Stützen,  die  in  den 
Ecken  eines  Quadrats  senkrecht  zu  seiner  Fläche  befestigt  sind, 
so  herumwindet,  dass  jede  Windung  nahe  den  Umfang  eines 
Quadrats  bildet  Bezeichnet  a  die  Seite  des  Quadrats,  «  die 
Entfernung  zweier  aufeinaDderfolgender  Windungen,  n  die  An- 
zahl der  Windungen  imd  cf  den  Badins  des  Drahtes,  so  iat 
diesen  Fall: 

JF-  fi/(0)  +  2(11-         +  2(fi-2)/(2€)  +  etc, 
■wo   

und 

m-8a(k>g'<v^-')«-i+M). 


Von  einer  der  VonniaBefamngeiiy  aas  wekher  die  Qleioliiing 
(8)  abgekitet  kt^  kftnn  man  die  ISieorie  unahhihrigiy  maclien; 
Ton  der  Yoranssetanmg  n&mHoh,  dass  in  allen  TheOen  des 
ScUleKiingBbogens  gleioliieitig  die  Reiche  StromstBilce  atatt- 
findet;  fniKoh  nur  in  dem  FUle,  dass  die  Bedingungen  eifbllt 

sind,  miter  denen  die  Gleichung  (5)  gilt,  d.  h.,  dass  log  ~  un- 
endlich gross  ist  und  der  Dralit  eine  linie  bildet^  bei  der 
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mohen  jeder  Seime  mä  dem  sngdiSrigiBii  Bogen  em  endUdieB 
TeMIttiom  bestellt  SHir  diesen  FaU  habe  ich  in  der  aohon 
iben  angefilhrten  AbhamnuTig  Ober  die  Bewegung  der  fiSlek- 
ridttt  in  Biithen  die  folgenden  DiflEiBrenliiJgleiitoigen  abge- 
BEtet: 

„öi  dE 

'^dg'~  dt' 

vo  i  die  Stromstärke  zur  Zeit  t  in  dem  Querschnitte  des 
Drahtes  bedeutet»  der  um  s  Ton  seinem  Anfange  absteht,  po- 
itiv  gerechnet,  wenn  der  Strom  in  der  Richtung  fliesst,  in  der 
wächst.  E  die  Menge  freier  Elektrioititty  die  aof  der  Längen- 
einheit des  Drabtee  an  demselben  Orte  zur  selben  Zeit  sich 
rafindet^  wo  weiter 

log|  =  r 

^setzt  ist,  und  die  übrigen  2ieicfaen  dieselbe  Bedentang,  wie 
»ben^  haben.  Diesen  Gleichnngen  wird  genttgt,  wenn  man 

^«  JTsinii« 
t Fcosiif 

»der 

Xoosn« 
IM  —  J'sin  «# 

imd  jedesmal 

>otzt,  indem  man  unter  n  eine  Constante  versteht,  über  die 
später  Terf&gt  werden  soll.    Die  Gleichung  f&r  X  ergiebt: 

werm      und  Cg  zwei  willkOrliche  Oonstanten  und  nnd 
die  Warthe  toh 

beieichneny  wo  h  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat,  u^lo^^^ 

k 
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ist  Fflhrt  man  in  dem  AuBdracike  Yon  X  zwei  neue  willkQr- 

liche  Gonstanten  ein,  fUr  die  aber  die  Zeichen  Cj  und  bei- 
behalten werden  mögen,  so  wird  derselbe: 

Eme  Lösung  der  fibr  und  t  aii%e8te]iten  Bifferedialglei- 
dnmgen  ist  daher  die  folgende: 

^Bin*  j/^rrÄ«(q  siniif  + -Dj  coe«#) 
+  006  ^|/^'-  Ä"  (qannf  +  2>,coBfij) 

+  sin  ^1/  h^(A^QO%m — jB,  sin 

wo  die  Oongfcaaten  B  m  gewisser  Weise  dnich  die  Oon- 
slanten  Cy  D  aosdrUdcbar  sind  und  wo  die  Srnnmenseicben 
sich  auf  yerscliiedene  Werthe  des  ii  bemehen. 

Diese  Lösung  soll  nun  dem  Falle  augepasst  werden,  dass 
der  Draht  den  Schhessungsbogen  einer  Leydener  Flasche  bildet. 
Das  Ende  des  Drahtes,  für  welches  s  =  0  ist,  sei  mit  der 
inneren,  dasjenige,  für  welches  s  —  l  ist,  mit  der  äusseren  Be- 
legimg  in  Verbindung.  Die  Zeichen  Q<,  Qa,  Fi,  und  ß 
sollen  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  haben;  zwischen  diesen 
Grössen  bestehen  dann  die  Gleichungen  (3).  Bei  der  Ableitung 
der  hier  behundclten  DiÜerentialgleichungen  ist  bewiesen,  dass 
das  Fol*  ntial  cbr  freien  fUektricität  in  irgend  einem  Querschnitt 
des  Drahtes 

ist;  daraas  folgt: 

Vi  =  2YEo 

wo  die  Indioes  o  und  /  andeuten  soUeiiy  dass  das  ftr  « «■  0 
und  swml  geltende  E  wo,  nehmen  Ist  Die  Gkiohungen  (3)  er- 
geben daher: 


f 

/ 
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Den  Gleichuiigeii  (1)  entsprechen  hier  diese: 

-515^« -21». 

Daraös  folgt: 

oder  bei  Bttckacfat  auf  die  zweite  der  b 
gleicbangen 

Diese  Doppelgleichung  drückt  die  Bedingungen  aus,  die 
für  jeden  Werth  von  t  an  den  Enden  des  Dnihtes  erfüllt  sein 
müssen.  Man  genügt  ihr,  indem  man  sowohl  für  den  Index  1 
als  für  den  Index  2: 
A  ==  Aco8nl  —  B  8m  nl  =  2ßyn[A  sin  nl — 5(1  —  cos  w/)] 
setzt.  Durch  Eliminatioix  von  A  und  B  aus  diesen  Glei- 
chungen folgt: 

oder  . 

nl  ,    nl        l  \ 

y  ^  y  =  8  ^  •  \y 

Die  Wmaeh  dieser  tnuiBceodeiiieii  Glekahnjg^beBtnninen  £e 
Warthe  Ton  n,  irelehe  in  die  angegebenen  AM^^ttdce  ton  E 
und  i  zu  aetieii  sind.  Die  noch  udiekaiuitlÜei^ 
stauten  in  diesen  lassen  sicli  bestunmen,  iraiin  dieV^^*^  ^ 
S  und  i  ftr  f  »  0  gegeben  suicL  A 

Bin  BBok  auf  den  Ausdruck  Ton  %  zeigt,  dask  ^  joder 
Stelle  des  SoUisssungsbogens  der  Strom  zosammeng^^  ^ 
ans  einer  unendUehen  Zahl  iron  oscilUrenden  Ström V' 
Daner  einer  eb&ohen  Oscillation  bei  diesen  Strömen  istV^^^^ 
den  WerÜMii»  die  der  Ausdruck 


1/ 


annimmt^  wenn  darin  für*  n  die  Wurzeln  der  eben  abgeleitJf 
transcendenten  Gleichung  gesetzt  werden.    Unter  den  Im™* 
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ständen,  unter  denen  Hi*.  Feddersen  seine  Versuche  angestellt 
luAf  ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine  kleine  Grösse; 

nm  den  Werthen  von  ^  wird  daher  einer  klein  mUf  wfthrend 

die  anderen  nahe  m,  2%  3«,..  sind.  Bei  dieaon  Venmehen 
ist  weiter  die  Gftae  A  so  Idein,  dass  anoh  ftr  den  Ideinsten 
WeriJi  von  ii  die  Quadratwmzel»  die  die  OscillalieiiBdaaer  be- 
stimmt, reell  ist;  daraus  folgt  dann,  dass  eine  von  den  Os- 

cillationsdauem  viel  grösser  ist  als  die  übrigen.  Man  muss 
aniielimcn,  dass  die  Messungen  des  Hrn.  Feddersen  sich  auf 
die  langsamsten  Oscillationen  bezogen  haben;  vielleicht  rührten 
von  den  schnelleren  die  Unterabtheilungeu  her,  die  Hr. 
Feddersen  in  den  breiteren  Streifen  seiner  Photographieen 
des  Funkens  bemerkt  hat  ^). 

Betrachtet  man  die  rechte  Seite  joner  transcendenten 
Gkiohung  als  unendlich  klein,  so  wird  für  die  kleinste  Wurzel: 

l 

das  iieisst 


(*)■- 


also  die  grösste  Oscillationsdauer 


 Ät 

Dieser  Ausdruck  zeigt  sich  als  identisch  mit  dem  oben  tui*  T 
abgeleiteten,  wenn  man  für  h  seinen  Werth  setzt  und  die 
Gleichnng  (5)  berücksichtigt  Es  ist  oben  nachgewiesen,  dass 
f&i  die  hier  in  Bede  stehfinden  Versuche  dieser  Ausdruck  sich 
auf  die  in  (6)  angegebene  Form  briqgen  lässt,  d.  h.  dass  die 
Gifiaee  unter  dem  Wurzelseißhen  Temachlässigt  werden 
kann.  Biaaea  iai  aadh  erlanbl»  warn  man  die  Ghtae 

l 

Wf  ^ 
nidht  ak  anandlioii  kkin  betraditen  will;  anah  dann  dacf 


T 


TxVT 


*)  Pogg.  Ann.  Bd.  116,  S.  148. 
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gesetzt  werden,  wo  n  die  kleinste  Wurzel  der  mehrfach  er- 
wähnten transcendenten  Gleichung  bedeutet.  Ein  genauerer 
I^äherungswertb  dieser  Wui-zel,  als  der  vorher  angegebene,  ist: 


Diese  GHeichung  erklärt  die  von  Hrn.  Fedderseii  gemaclite 
Beobachtung,  dass  bei  selu-  langem  Schhessungsbogen  die  Os- 
cülationsdauer  bei  Verkleinerung  der  Flaschenzahl  der  Batterie 
langsamer  als  die  Quadratwui'zel  aus  dieser  Zahl  abnimmt. 
Bei  einem  Schhessungsbogen  von  1343™  Lilnge  und  1"",35 
Dicke  fand  Hr.  Feddersen.  als  er  einmal  16,  dann  2  seiner 
Flaschen  entlud,  zwei  Schwingungsdaueni,  deren  Verhältniss 
2,64  war;  wären  die  Oscillationsdauem  der  Wurzel  aus  der 
Flaschenzahl  proportional  gewesen,  so  hätte  cüeses  Verhältniss 
2,83  sein  müssen;  die  eben  abgeleitet*»  Gleichimg  giebt  dasselbe 
SS  2,53.  Es  zeigt  sich  also,  dass  das  Ghed,  durch  welches 
diese  Gleichimg  von  der  Gleichung  (6)  sich  unterscheidet« 
wenigstens  yon  derselben  Ordnung  ist,  wie  die  Abweichung  TOn 
der  Gleichimg  (6),  welche  die  Beobachtong  ergeben  hat 


Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektricität  in  nnterseeischen 
oder  unterirdischen  TelegraphendrähteH.^) 

Sir  William  Thomson  hat  sohon  im  Jahre  1855,  tob 
der  Hypothese  ausgehend,  dass  bei  emern  miteneeiBcfaen  oder 
unterirdiBchen  Negraphendrafate  der  Einflnss  der  Induktion, 
die  eine  Folge  der  Aenderungen  der  Stromintensitäten  ist, 
gegen  den  Einfluss  der  Ladungen  vemaclilässigt  werden  kann, 
den  Satz  abgeleitet,  dass  die  Elektricität  in  einem  solchen 
Drahte  sich  nach  denselben  Gesetzen  fortpflanzt,  wie  die  ge- 
leitete Wärme.  Ich  erlaube  mir  der  Akademie  eine  Ableitung 

*)  Monatsbericht  d.  AJuuL  d.  Wies,  zn  Berlin  vom  29.  Oct  1877. 


woraus  folgt; 
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dieses  Satees  yonol^gen,  die  auf  decselbeii  Hypothese  beroB» 
aber  tob  allgemeiiiereii  Fkincipien  ansgehti  als  die  tob  ELol 
Thomson  gegebene,  und  einige  ^Onneln  ansnknüpfen,  die, 
sofiel.iQh  weiBs,  nodi  nichfc  TerOffenÜicfal  sind. 

Die  Grondlage  der  Rechnung  sollen  die  AwifMJwwAn  bK. 
den,  die  Hr.  Helmholtz  in  seiner  Abhandlung  im  72.  Bande 
TOn  Borchardt's  Journal  ausgesprochen  hat.  Es  handle  sich 
mn  ein  System  von  sich  berührenden,  ruhenden  Leitern,  von 
düueii  jeder  einzelne  homogen  ist,  und  die  von  einander  sich 
imterscheiden  durch  ihre  Leitmigstiüiigkeit  und  dielektrische 
Polarisirbarkeit ;  an  ihren  Berührungstiächen  mögen  constante 
elektrische  DiÜ'erenzen  stattfinden.  Es  seien  x,  y,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  der  Leiter, 
M,  y,  M?  die  Coraponenten  der  Stromdichtigkeit,  er,  y  die 
Componenten  des  auf  die  Volumenemlieit  bezogenen  eleküi- 
schen  Moments  in  ihm  zur  Zeit  /,  A  die  Leitiujgsfahigkeit,  h 
eine,  die  dielektrische  Polarisirbarkeit  des  Leiters  bestimmende 
Constante;  man  hat  dann 


wo  (f  das  elektrostatische  Potential,  eine  Punktion  von  jf,  t 
und  t  bedeutet  Diese  lässt  sich  als  aus  drei  TheUen  zusam- 
mengesetzt betrachten;  der  erste  rührt  her  von  der  freien 
Elektricität,  die  theils  im  Lmem,  theils  auf  den  Oberflächen 
der  Leiter  sich  befindet,  der  zweite  von  der  dielektrischen 
Polarisation,  der  dritte  endlioh  Ton  den  elektrisohen  Doppel- 
schiohtsp,  die  in  den  BerOhnmgflflftohen  heterogener  Iieitery 
awisdieii  denen  dflktrisdlie  I)iffiBrenien  ste^  Es 
mOgen  diese  TfaeOe  der  Beobe  nach  V,  W  genami*  wer^ 
den.  üm  Ansdriloke  Ar  sie  bilden  za  kOnnen,  beseidme  man 
daroh  t  die  Diofatif^  der  freien  JSlektiiGtttt  im  Lmem, 
dorob  «  diejenige  an  der  Obeifliebe  ftr  den  PonlA  (se^  y,  s) 
xnr  Zeit  duch  /  md  /  die  enteprechenden  Qrösson  fllr 
einen  andern  Fnnkt  (x',  y,  /),  dnreh  «ft^  ein  Yofaimenelement» 
dnroh  di  em  Jlacbepdement,  in  dem  der  Ponkb  y', 
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liegt,  durch  r  die  Entfenmog  der  Ponkto  (x,  jf,  z)  und  [d,  j/^  £)\ 
num  dftDii 

wo  die  Integrationen  über  den  ganzen  Raum  und  alle  die 
Flächen  auszudehnen  sind,  wo  freie  ElectricitÄt  sich  befindet. 
Bei  entsprechender  Bezciclmung  ist  ferner 

und  endlich  ist 

i?0      ein  Element  der  Fl&cben  bedeutet,  an  denen  elektrisohe 

Differenzen  ihren  Sitz  haben,  n  eine  Normale  dieses  Elemen- 
tes und  \n}i  die  entsprechende  elektrische  Differenz. 
Aus  der  Bedeutung  der  Zeichen      r,  tü,  c,  e  folgt 

bu  .hvi  de 

Wi'^dg'^  d»  "  ""^ 

und,  wenn  man  die  Lddioes  1  nnd  2  anf  sirai  dcih  berObrende 
Leiter  benefat  uid  die  nach  dem  Innern  dee  enten,  n,  die 
nacb  dem  Lmem  des  zweiten  gerichtete  Nonnale  eines  Ele- 
mentes der  BerQhnmgsflaebe  nennt, 

«1  cos  {7i^x)  +     COS  {71^7/)  +     COS  (n,z) 

+  M,  cos  (njO-)  +     cos  {n^^)  +  to,  cos  (n^z)  »=  —  ff • 

SdMtitmrt  man  in  diese  beiden  Qleiclnmgen  die  Werthe  vm 
«,  «,  w  ans      so  weiden  dieselben 

(2)  K^9-U 

und 

Es  ist  leicht  aus  den  aufgestellten  Relationen  eine  partielle 
Differentialgleichung  und  Gronzbedingungen  zu  bilden,  welche 
nur  ,d;ie  eine  unbekannte  Funktion  tp  enthalt^   Zu  diesem 
Zwecke  soljien  zunächst  die  drei  Theile  Ton  q>  einzeln 
tratet  i^erdev-  Ans  dem  Ausdrucke  von  ü  iolg^  dass 

und  lemery  dass  U  selbst  tiberBll  stetig  isi^  asuib  DiflTersiitialp 
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qnotieiiteD  ium^  x,  y,  z  aber  an  der  BerOhnmgsflftohe  zweier 
Tenduedenea  Leiter  so  nmrtotig  emd,  daas 

du ,  eu  . 

Der  für  V  aufgestellte  Ausdruck  lässt  sich  durch  partielle 
lutegraüon  so  umgeatalten.  dass  man  erhält 

-       ((</  OM  («V) + /T  00«  {«'jr) + /oo.  (üfi^), 

WO  dt  ein  Element  der  Oberfläche  irgend  eines  der  Leiter, 
n'  die  nach  dem  Innern  dieaes  geiiohtato  l^onnale  Jon  be- 
deutoi.  HiersoB  folgt»  dass 

dass  V  selbst  überall  stetig  ist,  seine  Differentialquotienten 
aber  an  der  BerOhmngsfläohe  zweier  Leitor  so  unstetig  sind,  dass 

+  ^  ■«  4«  I «1  cos  (ii^x)  4-  ßy^  cos  (n^y)  +     cos  (n^z) 

-i-fl% COS («,*)  +  h^ishv)  +    OOS (v)). 

Bd  Jlüoksicht  auf  (1)  werden  diese  beiden  GMakihnngen 

Der  Ausdruck  von  }V  endlich  zeigt,  dass 

AW'=  0. 

und  dass  an  der  Grenzfläche  zweier  Leiter  W  so  unstetig 
ii«^  «dass 

.die  Differentialquotienten  von  W  aber  stetig  sind,  dass  also 
Nun  war 

gesetzt;  es  ergiebt  sich  also  fktr  9,  dass 

also,  wenn  man  naeb  t  differenzirt  mid  (2)  benutst» 
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(4)  (1+4;tä)  ^^^^  +4«AA^=0, 

dass  iemer  au  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter 

(5)  ^  —     s  _  4„A 
und 

ist.  Die  letzte  dieser  Gleichungen  wird  durch  DifiereutiAikioii 
nach  t  und  bei  Eückfiicht  aut'  (3) 

«)  (l+4«X-,)|,|-: +(1+4«*.)  1,1^, +4.^1*  +4*i,|:^  =a 

Man  hat  also  für  (jp  die  pai  tiellt'  Differentialgleichung  (4)  und 
die  beiden  Grenzbedingungeii  (5)  und  (6)  gefunden.  Durch  be- 
sondere Annahmen  sollen  diese  nun  vereinfacht  werden. 

Bezeichnet  mau  durch  den  Werth  von  (p  &üc  ^sO, 
80  folgt  aus  (4) 

WO  e  die  Basis  der  nftUbüelieii  Logaritfamen  bedeutet  Es  w- 
sobwindfit  also  immer,  ireim  es  ftr  #«0,  d.  h.  ftr 
einen  Wertii  Ton  t,  Tmchwindet  Die  Gkidinng  A^«0 
ist  gleiddiedeotoid  mit  der  GHeidrang  «  0  vegen  der  Betar 
tion  swiechen  und  am  der  eben  (4)  abgeleitet  kt  Es 
verde  angenommen,  daee  in  einem  Augenblick  keine  freie 
Elektricitit  im  Lmem  der  betrachteten  Leiter  Tonbanden  uA, 
dann  befindet  sich  bier  nie  firaie  Elektricitit  uid  an  SteDe 
Ton  (4)  iritt  die  partielle  IXfferentialn^teiobnng 

A9P-O. 

Ferner  möge  ToramgesetBt  werden,  da»  elektrisobe  Dübrenien 
in  dem  betradbteten  By«^«  mcht  wirksam  sind,  die  OrOssen 

h  also  Terschwinden;  dann  lässt  sich  die  Gleicbmig  (5)  durch 
die  Bedingung  ersetzen,  dass  (f  überall  stetig  ist.  Hierzu 
konmit  die  Gleichung  (6),  die,  wenn  man 

aetrt,  also  durch  4fffi  die  sogenannte  DiSlektrioit&toconfltanle 
beieichnet, 
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iML  Dordi  die  Annahme^  dass  9  in  der  Art  ton  t  aUiängt, 
daBB  68  den  Faktor 

enUAlty  wo  y  eine  Oonatante  bedenket,  Terwandelt  dieselbe 
och  in 

Ea  BoU  dieae  Annahme  gemadit  nnd  ir  imaginär  geirSUt 
werden;  es  wird  dann  ip  complex;  aber  in  dem  reellen  Theile 
desselben  hat  man  eine  reelle  Lösung  der  Gleichungen  (4), 
(5),  (6),  da  diese  Gleichungen  linear  und  humogen  sind  und 
nur  reelle  Coeflicienten  enthalten.  Das  Leitersystem  sei  so 
gestaltet,  dass  alle  Berührungsflächen  verschiedener  Leiter 
kreisfürmige  Cylinder  sind,  die  die  r-Axe  zur  gemeinscbaft- 
licben  Axe  haben,  und  es  sei,  wenn 

geaetrt  wird,  9  nnr  eine  Funktion  Ton  t,  £  nnd  par- 
tielle Djjfawptialgleifihnng  ftr  ^  iat  dann 

J^^  d(>'^  Q  dg 

nnd  die  Qienzbedingungen  sagen  aus,  daas  an  den  BerUbnmgs- 

ip  nnd  {l  +  Pfi)  1^ 

stetig  sind.  Eine  Lösung  der  partiellen  DifTerentialgleiclimig, 
die  diesen  Grenzbedingungen  sich  anpassen  lässt,  erhält  man, 
wenn  man  annimmt,  dasa  9  gleich  dem  Produkt  ans 

in  eine  Ton  z  nnabhiagige  Gftae  ist,  wo  1'  —  y  —  1  nnd  m 
eine  Conatante  aein  aoU,  deren  redkr  Theil  poatti?  iat  Ba 
rnnsa  dann 

Min  and  maii  geuBgt  der  pvtwIUD  Diggrentiniglwinlwing,  in- 

setzt,  wo  A  nnd  ß  willkürliche  Constanten  bedeuten,  die  fttr 
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die  Tenoliiedeiien  Leiter  Tenohiedeiie  WM»  haben  kfioneDy 
und  F  mid  Q  durch  die  Gkichnngen  definirt  and 

+    +  + 

«(*)--i^W(log|  +  0,577.)+|;  +  ^^^  +  

Zar  VenroUstfadigmig  der  Definition  yon  Q{»)  nuus  noch 

liinzugefUgt  werden ,  dass  der  daiin  vorkommende  log  y  reell 

sein  80D9  wenn  x  reell  und  positiv  ist.  und  sich  stetig  ftndem 
soll,  wenn  x  sich  ändert.  Da  der  reelle  Theil  von  m  poslÜT 
bleibt,  so  ist  hierdurch  Q  {x)  eindeutig  bestiiiimt  für  uUe  Werthe, 
die  sein  Argument  in  der  Gleichung  (7)  erhält.  Es  hat  dabei 
Q  {mg)  die  Eigenschaft  ftkr  p  »  00  zu  verschwinden;  f&r  ^»0 
ist  Q{mp)  wendHch;  P{mQ)  dagegen  bleibt  fBa  q^O  end- 
lich und  nM  unendlich  filr  ^  *  oo. 

Der  betrachtete  Fall  soll  nun  dahm  ipeoiailiflirt  nordeD^ 
dass  nur  drei  Xisiter  Torhandisn  smdy  ein  Eii[^bcdiBhjfc  tou 
Badius  eine  HttUa  von  Gutti^erdhay  deven  nuaporor  Badtua 
^1  ist)  imd  ftusaerhalb  dieser  einey  sich  ins  Unepdlicfae  er- 
streckende Wassennasse.  Auf  den  Eupferdiaht  möge  der 
Index  1,  auf  das  Wasser  der  Index  2  bezogen  werden,  wihrand 
die  anf  die  Quttaperdia  bezflglichen  GrOssen  ohne  Index 
bleiben  sollen.  Wegen  der  erwihnten  Eigenschaften  der  Funk- 
tionen P  und  Q  muaa  dann 

«  0  und  ^  =  0 
sein  und  die  Stetigkeitsbedingungen  sind,  wenn  man 

aetaty 

A  P(m  Q,)  +  BQ  (m  g,)  ^A,P[m  q^) 
Daraus  ibolgt,  dass  die  Determinante 

i + -  -  .  (i + »f.)      -  ( ». + )  ^ 
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vwgciiwiBdrti  Dar  Modnl  itm  v  M  bo  Uem  sein,  dass  p 
gegen     xmä    .femacliliBsigt  werden  kann;  da  fty  und 
nicht  sehr  grosse  Zahlen  sind  nnd  X  sich  als  unendlich  klein 
gegen     und     betrachten  lässt,  so  wird  dann  diese  Gleichung 

Nun  werde  die  Hypothese  gemacht,  dass  der  Modul  von  mg^j 
also  auch  der  von  mp^,  als  unendlich  klein  angesehen  werden 
kann;  die  Kechnuiig  wird  zeigen,  dass  es  einen  solchen  Werth 
Yon  m  giebt    Setzt  man  der  Küi*ze  wegen 

so  hat  man  unter  der  genannten  Hypothese 

Q("»j»)--logy""ft 


0» 


Daher  wird  die  Gleichung  zwischen  v  und  m 


oder  da 


+  gegen  ^ 


unendlich  klein  ist, 
iß)  A  +  irfi  +  ;iim»^log^«0. 

Diese  Gleldhiuig  ut  Ton  derselben  Fonn,  irie  etne^  auf  die  man 
bei  der  Tbeone  der  Wtomeleitiing  in  enieitt  Stabe  geftbrt 
nird,  womia  der  Eingangs  erwlbnie^  zoerafc  Ton  Hzn.  Thomson 
aosgesprochene  Sata  folgt 

Für  das  Innere  des  Drahtes  ist  bis  anf  unendlich  Kleines 

P(mQ)  -1 

md  daher  naeh  (7) 
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WO  ^  die  oben  mit  beuichneto  Oonstante  bedeutety  oder 
aacb,  warn  S  eine  neue  Oonatanto  isty 

Nun  mache  man 

fr  B3  tu, 

wo  n  eine  leetle,  podtive  Qitae  bedeuten  aoU;  dann  wird 
(9)  <p^  ^^M+M  +  ^««(•«-••». 

Um  aus  dieser  complcxen  Lösung  der  für  (p  ao^estellten  Be- 
dingungen eine  reelle  zu  finden,  mache  man 

wo  u  positiv  sein  moss,  da  der  reelle  Theil  von  m  positiv  sein 
sollte,  und  setze  9  =  dem  reellen  Tbeile  des  in  (9)  gegebenen 
AnadrodcB.  So  erbfilt  man 

m  =  e^'  (C  COS  Int  +  az)  -f  C  sin  (nt  +  az)) 
+  ^*      COS  + sin     -  ax)). 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Welle iizüge  dar,  von  denen  der 
eine  in  der  Richtung  der  z- Achse,  der  andei  e  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  mit  der  Geschwindigkeit 

n 

a 

fortschreitet,  luid  bei  denen  die  Höhe  einer  jeden  "Welle  bei 
ihrem  Fortschreiten  in  einem  Yerhältniss  abnimmt,  das  durch 
den  Werth  von  ß  bestimmt  ist  Die  Dauer  der  Periode,  die 
^  in  Bezug  auf  die  Zeit  hat,  ist 

n 

Zur  Bestimmung  von  a  und  ß  hat  man  der  Gleichung  (8) 
zufolge 

^»Jlogfe 

ßa=  

die  zweite  Ton  diesen  Gleichmigen  u^fi,  daae  ß  ponÜT  iat^  da 
«  es  ist  Ist  die  Leftangsfittagkeit  der  Gntt^^eroba,  «■  0^ 
so  wird 
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Kimmt  iL  Ton  Kuli  an  zu,  so  miiBB  Ton  den  Grössen  »  und  ß 
infolge  dor  sweüen  der  für  de  anQjesteilttea  Oleichuiigea  die 
eine  za-,  die  andere  abnehmen;  zufolge  der  ersten  nunmi  ß  sn 
imd  «  ab.  Je  grOeser  die  LettongsfiUu^rait  der  Onitepercha 
ist,  um  80  gitaer  ist  also  die  Fog^ifflanzBngageeohwnidiglKwt 
der  WeDen,  nm  so  scbneller  nehmen  diese  aber  anoh  an  Hohe 
bei  ifaram  Fortschreiten  ab.  Ist  A  sehr  Uem  gegen     so  wnd 

Wenn  der  Draht  in  der  Biehtong  der  podtiTen  «-Aze 
ab  unbegrenzt  ansosehen  ist,  so  müssen  die  Oonstanton  C 
nnd  C  in  der  GHeichnng  (10)  ^sich  Null  gesetzt  werden,  damit 
innerimlb  des  Biahtes  9  niöfat  nnendEoh  werde.  Ist  ttberdies 

(11)  für  JT  B  0  9  «  cos  n^y 
80  folgt  ans  (10) 

ff  —  e"^'  cos  {nt  —  az). 
Es  soU  mm  noch  der  Fall  behandelt  werden,  dass  die 
Bedingung  (11)  besteht^  der  Draht  aber  bei  s  «■  /  begrenzt  und 
hier  mit  der  einen  Belegung  eines  Oondensaton  terbunden  ist, 
dessen  andere  Belegung  mit  der  Brde  in  gut  leitender  Ver- 
bindung steht  Ist  c  die  Gapaoltftt  des  Ooodensators,  so 
niuss  d^mfi 

(12)  ftr*-/  e|f«_„p;;^«? 

sein,  da,  wenn  J  die  Intensität  des  Stromes  in  irgend  einem 
Querschnitt  des  Drahtes  bezeichnet^ 

(18)  j^^nglX,'/^ 
ist 

Znnidist  weide  der  in  9)  ftr  9  gegebene  compleze  Aus- 
druck der  Bedingung  (12)  und  der  Bedingung  angepasst,  dass 
(14)  flaraf  =  0  <p 

ist;  der  reelle  Theil  davon  genügt  dann  den  Gleichungen  (10), 
(11),  (12).    Setzt  mau 

cn 
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80  geben  die  Gleichungen  (12)  und  (14)  zwischen  den  in  (9)  Tor- 
kommenden  Constanten  A  und  B  che  fielfttionea 

A{y  +  m)««  +  B(y  —  —  0 

A  +B  -1; 

berechnet  man  ans  diesen  A  nnd  B  und  sobetitiiirt  ihre  Werihe 

in  {9\  80  erhUt  man 

(y  +  I»)  e*^ (t-»)  -  (r  —  »t)  e-»* 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  der  Stroniinten- 
sität  J'f  aus  (13)  folgt,  dass  diese  gleich  dem  reellen  Theüe  Yon 

iBt  Biesen  Ansdnick  setze  man 

»«<Ma(eosa  +  t8ina), 
wo  a  posiüy  sein  soll;  dann  ist  also 

J*  BS  a  cos     +  ^. 
Die  beiden  Grdssen  a  und     die  Ampfitnde  nnd  die  Fbase  der 
StromintensHftt»  findet  nian  aof  die  folgende  Weise.  Man  mache 

(/  +  m)  e         ^{y  —  m)  e =  iV/  (cos  0^  +  i  sin  ^) 
(y  -f  w)  c    —  (y  —  w<)  Ä-**  SS     (cos  1?  +  I  sin  ij), 

d.  h. 

if  CO«  ^  «  c'^*-'^  ((y  +  flf)  cos  «(/—«)+/?  sin  tf  (/-4) 
+  «^0-«)  ((y  -  «)  COS  «(/-«)  +   sin  « (/—«)), 
itf  sin  »5^  =  e/»«»-')  ((y  +  «)  sin  ß  (/— z)  -    cos  a 

-  «-/»»+»)  ((y -  «)  am  «{/-«)-/?  008  « (/-«)), 
iVcos  ij «  e^<(0'  +  er)  cos  flr/+    sin  «/) 

—  tf-^'  ((/  —  «)  cos  «/  +  /5  sin  «/^y 
sin  1?  >■  e^*((;'    u)  tm  al  —  ß  eoß  »t) 

+       ((y  —  «f)  sm  «/  —  /?  coe  «J), 

mit  der  Bestimmung,  dass  M  und  N  positiv  sindj  dann  ist 

a  =  arctg|J  4-1^- 
WO  der  actg  im  ersten  Quadranten  za  wählen  ist 
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M  mid  19*  sind  tob  z  abhfiogigi  vftbrend  alle  ttbrigen  in 
den  AnadTttoken  yon  a  imd  6  Torkoimnftndfln  GrOasen  davon 
QnaUiSngig  sind.  Für      Z  hal  man 

üfcos     =  +  a)  coe  «/  4-    sin  «/) 

4-  c-^'      —     cos     4-    sin  «/) 
Jtr  gin  ^  -  e''^  ((/  +  «)  am  0^  —    COB  «2) 

—        ((y  —  df)  sin  «  /  —    cos  aiy 

Nimmt  man  die  Capacitiit  des  Coudensators,  also  auch 
als  unendlich  gross  an,  so  liat  man  denselben  Fall,  >vie  wenn 
das  Ende  des  Drahtes  :  =  /  unmittelbar  mit  der  Erde  in  gut 
leitende  V^erbindung  gesetzt  ist.  M  mid  N  erhidten  daim  den 
Faktor  miterdrückt  man  diesen,  was  geschehen  kami,  ohne 
die  Bichtigkeit  der  Gleichungen  für  a  und  Ö  zu  beeinträch- 
tigen, da  in  diesen  nur  das  YerbäUnisB  yon  M  und  N  Tor- 
kommty  80  erhält  man 

i»f  cos  .V-  =  (<?<»(»-•)  -I-  «-^(t-«))  coB  a  (/—  z) 
M  sin  ^  «  («^(«— )  -  e-fi^^-^)  sin  tt  (l-z) 
iV  cos  ij     («^*  —  e"^')  cos  al 


lieber  deu  iuducirteu  3lagiietisiiiu^  eines  nnbegreuzteu 
Cyliuders  von  weichem  Eisen. ^) 

Die  Gleichungen,  auf  welche  die  Ton  Poisson  an^ieBtente 
inintfi«MftAMftltA  Theorie  dee  in  weichem  Eisen  indncirten  Mag- 
netisrnns  gefthrt  hat,  sind  ftr  den  Fall,  daas  der  EisenkOiper 
ein  BotaliDiis-iniipsold  ist^  von  Neumann  in  Grell e's  Jour- 
nal, Bd.  87,  allgemein  tat^geHlkit  Ein  unbegrenzter  Qylinder 
kann  als  ein  BotttüonB-Ellipeold  mit  unendlich  grosser  Eacoen- 
tridtlt  betrachtet  werden;  die  Beihen-Enlwickelungen  Ton 
Keumann  verlieren  aber  ihre  Anwendbarkeit,  wenn  man  in 

I)  QraUe't  JonaaL  Bd.  4S.  1868. 
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denselben  die  fixcontncität  unendlich  grom  setzt,  ausser  in 
dem  Falle,  dass  der. Mittelpunkt  der  magnetisirenden  Krftfte 
in  unendlicher  Ent&nnmg  liegt.  Es  soll  luer  die  Lösung 
jener  Gleichungen  für  einen  unbegrenzten  Cylinder  unter  der 
Annahme ,  dMB  die  Mittelpunkte  der  inducirenden  Kräfte  im 
Endlichen  liegen,  auf  einem  andern  Wege  entwickelt  werden. 

§1. 

Nach  der  Theorie  von  Poisson  finden  ftir  jeden  Punkt 
eines  Eisenkörpers,  der  durch  Yertheiiung  maguetisirt  ist,  die 
beiden  Uieichungen: 
(1)  O^V+<p+U 

statt  In  denselben  bedeutet  Fdas  Potential  der  magnetiairen- 
den  Kräfte,  k  eine  tod  der  Natur  des  £isens  abhängige  Oonstante^ 
ip  eine  Funktion,  welche  den  magnetischen  Zostand  des  KAr- 

pers  dadurch  bestimmt,  dass       »  ^®  magneti- 

schen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  in  dem 
Punkte  sind,  welcher  ;r,  y,  r  zu  rechtwinkligen  Coordinaten 
hat;  ds  ist  ein  Element  der  Oberfläche  des  Eisenkörpers,  N^ 
ein  unbestimmtes  StQck  der  nach  Innen  gerichteten  Normale 

▼on  tby  ~^fr  der  Weräi  des  nach  Ni  genommenen  Diffarential- 

quotienten  von  (p  für  iV{  =  0,  e  die  Entfernung  des  Elements 
(h  von  dem  Punkte,  auf  welchen  sich  U  bezieht;  die  Iiitegi'ii- 
tion  endlich  ist  über  die  ^aiize  Obci-fläche  des  K<»ii)ers  aus- 
zudehnen. Hat  man  diesen  beiden  Gleichungen  gemäss  rp  be- 
stimmt, so  stellt  der  Ausdnick  für  in  der  Gleichung  (2), 
sobald  man  in  ihm  unter  e  die  Entfeniung  des  Elements  ds 
von  einem  äusseren  Punkte  versteht,  das  Potential  des  raag- 
netisirten  Eisenkörpers  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  dar. 

Ich  werde  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zunächst  auf  eine 
andere  Form  bringen,  die  ihre  Lösang  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  erleichtert 

Nach  einem  von  Gauss  bewiesenen  Satze  kaim  jedes 
Potential  von  Massen,  die  ausserhalb  eines  begreniten  Kammee 
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fiegen,  beaogen  auf  einen  Funkt  in  diesem  Baume,  ak  her- 
rOhrend  yon  Massen  'auf  der  Oberfläche  desselben  betrachtet 
TOden.  V  mid  9  sind  Potentiale  Ton  Massen,  die  ansserhalb 
des  EäsenkOtipers  Uegen;  sie  sollen  als  tou  MassenverÜieilungeu 
auf  der  Obeiflfitihe  EAipers  herrllfarend  angesehen  werden. 
Bezogen  anf  einen  änsseren  Punkt  sollen  V  und  (f>  die  Po- 
tentiale Yon  denselben  Massenvertheilungen  auf  der  Obertliiche 
bedeuten.    Bezeichnet        ein  imbestimmtes  Stück  der  nach 

Aussen  gecushteten  Normale  von  dt,  und       den  'W^Hh  des 

naeh  Nm  genommenen  DiffBrentiak^uotienten  you  9  für  «  0,  so 
ist  die  Dichti^eit  der  Masse,  Ton  welcher  ^  heiTtthrt,  in  dem 
Elemente  du 

Die  Dichtigkeit  der  Masse^  yon  wehdier  V  herrOfart,  ist  bei 
entsprechender  Bezeichnung: 


1    (dV  dV\ 


Perner  ist  U  ein  Potential  von  Massen,  die  auf  der  Obertliiche 
liegen,  und  deren  Dichtigkeit  in  dem  Elemente 


dNt 

ist;  die  Dichtigkeit  der  Massenvertheilung  auf  der  Oberfläche, 
deren  Potential  K  4-    4-  Z7  ist,  ist  dalier: 

_  •  r    +     +  (1  +  4,*)    +    1 . 

Da  das  genannte  Potential  für  alle  Punkte  des  Eisenkörpers 
0  ist,  80  muss  diese  Dichtigkeit  für  alle  Punkte  der  Ober- 
fläche verschwinden;  d.  h.  es  muss  flir  alle  diese  Ponikte  die 
Gleichmig: 

^  +  ^.  +  li  +  ^-^)w  +  yiT-ö 

stattfinden.  Diese  Gleichung  gilt  zunächst  nur  fftr  den  Fall, 
dasB  der  Eisenktiiper  ein  endlicher  ist;  doch  läset  sie  sich 
auch  auf  eben  unbegrenzten  OyUnder  anwenden,  sobald  die 
Krikfte,  dnrdi  welche  derselbe  magnetisirt  wird,  von  Polen 

ausgehen,  die  in  der  Endlichkeit  liegen. 

18* 
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§  2* 

Um  für  den  lu'Z^'icliiioteii  Fall  (p  aus  der  Gleichung  (B) 
ermitteln  zu  können ,  sollen  zuerst  Entwickelungen  für  ein 
Potential  von  Massen  abgeleitet  werden,  die  auf  der  Cylinder- 
fläche  liegen,  dessen  Werth  in  dieser  Fläche  gegeben  ist,  in 
Beziehung  auf  einen  inneren  und  auf  einen  äusseren  Punkt 

Es  seien  .r,  y,  r  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  Beziehung  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  ar-Axe 
die  des  Cylinders  ist,  und  es  sei  F  das  Potential  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Funkt.  Soll  angedeutet  werden ,  dass  das 
Potential  sich  auf  enMn  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Qylinders  bezieht,  so  boU  dem  V  der  Index  i  oder  a  beigefUgt 
werden. 

£8  ist 

15?  +        äi?  ^  " 

oder,  wenn  man 

y  —  r  cos    ,  «  =a  r  sin  I?- 

setzt: 

Ö«F  ,  ö'F  ,   1    er  ^  1  Ö'F 

Es  handelt  sich  darum  F{  so  zu  bestimmen,  dass  es  inner-  j 

halb  des  Cylinders  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ge-  i 
ntigt.  und  für  die  Oberfläche  in  eine  gegebene  Funktion  von 

X  und  iV-  übergeht;  desgleichen  F«  so  zu  bestimmen,  dass  es  i 

ausserhalb  des  Cylinders  derselben  Gleichung  Genüge  thut,  ' 
und  für  die  Oberfläche  derselben  Funktion  von  x  und  &  gleich 
wird. 

Eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  (4)  ist  folgende:  j 

V  —       cos  m    +  W'n  sin  m  i7 ,  | 

WO  m  eine  ganze  Zahl  sein  soll,       und  1V\  Funktionell 
Ton  »  und  r  bedeuten^  die  der  Gleichmig 

genügen. 

Man  kami  setzen: 

^  »  TU  (^«H» .  cos  iidf  + -^Cm  •  an  na) 
IT»»  rMi(VMi«opi»«  +  irM «01111«), 
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WO  fi,  Gnm)  ffumt  G'nui  ^  nm  wilfiEttrlksho  Ooii8ta&t6iii  flind  und 
Tnm  «ine  Funktion  yon  r  ist,  die  der  Gldchung: 

GenOge  thnt 

Ist  8m(Q)  eine  Funktion  Ton     welche  die  GHeidumg: 

(»)  pt^+C  +  DtI^-«'-» 

erlttDt»  80  genügt  man  der  Gleichxmg  (5)  dnrdi: 

Das  allgemoinc  Integral  der  Gleichung  (6)  ist  von  Kummer 
in  Grelle  s  Journal,  (Bd.  17,  S.  229),  in  folgender  Greätalt  an- 
gegeben: 

S^w^  a  .'ip  [\  ^  rrij  o)  -\-  b  o-'"  .  r//  (1  —  m,  q)\ 

hier  sind  a  und  b  die  willkürlichen  Constanton,  und  die 
Funktion  ^  wird  durch  die  Gleichung: 

definirt  Ich  setze 

^(l+iii,rt«i*«(p); 

dann  ist 

ein  particuläres  Integral  der  Gleichmig  (5)»  und  zwar  ein 
soUdiM,  welches  für  (>  s  oo  unendlich  gro«  wird,  und  filr 
^  m  0  endlich  bleibt  oder  Tenohwindet 

Kammer  leigt  a.  a.  0^  daaa  die  Gleichung  (0)  aadi  durch: 

0 

eifUtt  wird,  und  er  findet  den  Werth  dieses  Integrals: 

(7)     -ZZ(-m-l)v'(l  +  «,ri  +  Ä(«-l)^— 
wo  27  (z)  die  von  Gauss  In  seiner  Abhandlung 
uijiniiam**       In  den  Oonuneni  Goetting.  Tom  Jahre  181S, 
beiraeblete  Funktion  bedeutet 
Der  Anadruck  (7)  soll  durch 
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ein  pai-ticuläres  Integral  der  CTleicliung  (5)  und  zwar  ein  solches, 
welches  fOr  r  a>  0  unendlich  gross  wird,  aber  ^  r  »  go  Ter- 
schwindet. 

Der  Anadmck  (7)  stellt  sich,  wenn  m  eine  ganse  Zahl 
ist»  wekher  IUI  hier  gerade  in  Belzadit  komu^  in  einer  nn- 
beetunmten  Form  dar.  Man  findet  seinen  Werth,  indem  man 
in  ihm  m  +  t  statt  m  schreibt,  wo  «  eine  nnendlich  Ideine 
Grosse  ist 

Setzt  man,  mit  Gauss: 
nnd  benntat  die  Gleidhimgen: 

n(z  +  i)^(z-^i).n{z) ,  /z(0)  =  i, 

so  ergiebt  sich: 

nnd,  wenn  m  nicht  »  0  ist: 
Dabei  ist: 

und  I 

^(0)=  -0,577  2167...  [ 

f'emer  findet  man  I 

I 

■"•l^Ä+i.i"*'^  «i+i.iii+Ä.i.a"^^  M-i-i.M-fa.M-i-8.1.2.8 

«»— 1,1»— 1 
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4.  ^  , 


«•  +  1.1^*^  «+I.«i4*t.l.2^^  fli-fl.fli<l-2.fl»-|- 8.1.9.8^' 

Endlich  ist 

=  (>-«(l-e  log  q). 

Snhstitiiirt  man  diese  Werthe  in  den  Avadnick  (7),  so  er- 
giebi  sioli:^ 

<^ (g)  =  I.2..  m -  1  .g- { 1  -  i;^^  +  -  . 

+  l 

+  ixS  { V  (1  + e)  ( V  W  +  V  (0)  -  log  (. ) + e  -^ä- 

»1  +  2. 1.2    ■'■'^      «■|-l.n  +  2.)it  +  3.1.2.S  ■**•/" 

Hb  den  fall  m  •  0^  hat  man: 

— i+v»(0), 
ii(«-i)-+'j+v(0), 

ip  a + f )  -  V  (1 ,  -  { e  f. + ?'  (1  ■'2^  H-f^T^ 

p-*«  1  — alog^; 
daraus  fi>]gt: 

+(av(0)-iog(.)v(i,e). 


')  Ks  ist  hier  ein  Fehleri  der  nch  im  ursprüngUcben  Texte  befindet, 
verbessert 
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bezeichuct  werden;  dann  ist  auch 

ein  particiiUkres  Integral  der  Gkichimg  (5)  und  zwar  ein  solohfiB, 
welches  fÄr  r «0  unendlich  gross  wird,  aber  ftr  r » oo  vö> 
Bohwindet. 

Der  Ausdruck  (7)  stellt  sich,  wenn  m  eine  ganze  Zixhl 
igt,  welcher  Fall  hier  gerade  in  Betracht  kommt,  in  einer  lui- 
bestimmten  Form  dar.  Man  tindet  seinen  Werth,  indem  mau 
in  ihm  /n  +  <  statt  m  schieibt,  wo  £  eine  unendlich  kleine 
Grösse  ist 

Setzt  man,  mit  Gauss: 
und  benntxt  die  Gkicbongen: 

n(z  + 1)  -  (z  +  i).izw  ,  xr(0)  =  i, 

so  ergiebt  doh: 

.  ^H».-«-l)-i^'(i-vH> 

und,  wenn  m  nicht  »  0  ist: 

n(m  +  1.2..IW- 1  ( 1  +  1)). 

Dabei  ist: 

^(m)  =  v/(0)  +  1  +  j  +  .  +  l 

und 

^(0)s -0,577  2167... 

Ferner  findet  man 

y  (l  +  m  +  t^oj  =»  v(i  +  "he) 
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(1.2..m— Ij-j» 


+  O        ^         In«  ^  +  ^  In'  i 

«»  +  1.1^*^  M -1-1. «1  + 2.1.8^^  M  +  l.»-|-2.«i  +  8.1.9.8^* 

Endlich  ist 

(»-^  =  «  log  p). 

Sübstitmrt  man  diese  Wertbe  in  den  AoBdrack  (7),  so  er- 
giebt  sich:^) 

+  S  { V  + e)  ( V  W + V  W- + ^Vo- 

M+l.m  +  S.l.S  ai+l.*-M.ai+S.l.S.S  "•"■1* 

fOr  den  Fall  m  =  0,  bat  uum: 

-  n(-.-         +      +  /?(•-  l)«r-^{l-t,t), 
22(_,_l)=_l  +  y(0), 

J2(«-l)-  +  ^  +  V(0), 
daraus  folgt: 

«.(p)=2{pf.+e^i^+,'i±*ii+...} 

  +(2v(«)-i««p)v(i.rt. 

0  Xs  ilt  hier  ein  Fehler,  der  eich  im  urgprünglichen  Texte  befindet, 
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Es  giebt  für  Q«(p)  ebe  einfacho  spmimnverpente  Reihe, 
die  nach  fallenden  Potenzen  von  g  fortBchreitet,  und  die  hier 
beiläufig  angeführt  weiden  mag.  Kummer  hat  in  der  ange- 
führten  Abhaudhmg  gezeigt,  dass 

und  dass 

OB 

0 

ist  Setzt  man  in  der  zweiten  Qleiohmig: 

und  verbindet  sie  mit  der  ersten,  so  erhält  man: 

(1— 4m«)  (9 -4m*)     (l-4««)(9— 4m^(»— 4*t*)  .  \ 
1.9.(1«9^^)*  1.8.8.(16/9)'  T«/* 

Es  wurden  die  beiden  folgenden  partikulären  Integrale 
der  (jrleichung  (4)  gefunden: 

r=  coBm&T^Fni^^^(Gnm<iOsnx  +  i4«»sinnx) 
+  ttnin  t^r»/"»        ((?  »Mcosa«  +  »»Binajr) 

imd 

+  8inm^r»Q.(^)  (rMOoefi«+ jr»«nnii»), 

wo  die  neu  eingeführten  Grössen  il»«.  A';,^,  ITn«  will- 
kürliche Constanten  bezeichnen;  das  erste  Integral  wird  00 
für  r  =  CO,  und  nicht  =00  für  r  ■>  0;  das  zweite  wird  QO 
für  r  0  und  yerschwindet  lÜr  r  =  00.  Von  jeder  dieser 
Losungen  kami  in  Beziehung  auf  n  das  Integral^  in  BesiehuDg 
auf  m  die  Summe  genommen  werden;  man  kann  setzen: 
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1  0  ^     '  • 

+  2"  fORtn&J r'  (^B, r -'^  ■» (n)  COS «ar  +  JT« (n)8innx)(f n, 

&U8  sich  zeigen  lässt,  dass  die  Funktionen  von  n:  G^y  S^, 
Imt  K^,  I'mi  K'n  sich  80  bestimmen  lassen,  dafls 
die  Ausdrücke  von  P^-  and  emer  gegebenen  Funktion  yon 
X  und  &  gleich  werden,  wenn  man  in  ihnen  fktr  r  den  Badios 
des  Cylinders  setzt. 

Eb  86L  der  Badhis  des  Ojlinden,  T  die  Fonktion  von 
#  md      In  welohe  Fi.und  F«  flir  r    Jl  tibeigehen  «ollsn. 

MH  Hülfe  des  JPonrier'sdken  Saties  Itat  odi  7anf  folgende 
Fonn  bringen: 


(8) 


V  s ^» cofi »t  i^J  (^(ft)co8adr  +  B^{jii)f^nx)dn 


f 

OB 


OD  /-» 

+2«»8inmt9' J  (^«(i»)co8ndr  +  ^>i(ii)siniix)<^fi. 
t  f 

Irt  dietes  geschehen  und  nmunt  man  die  Werthe  yon  (?» (n), 
JSUM  ^  ^  ^*  <^  Gleichnngen: 

(n)      g«(n)       G  m  (n)  ^  H'm{n)  ^  _1  

^«  («)  ^  KÖÖ  (n)         •  (»)  ^ü!*!^ 

^(»)      Bm^)  "  ÄOÖ     J"«  W  ~  ' 

80  wird  der  gestellten  Fordei  Liiig  genügt. 

Hat  man  daher  die  Funktionen  ^(n),  -^«(*)>  «^'»Mi 
BmiA  ^  OieifshoDg  (8)  gemte  bestimmt^  so  ist: 
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üeber  dm  indnoirton 


.0 


^n)co8Ju;+^«(ii)8Uifa#)d^ 


und 


0 

1  J 


§  8. 

Eb  sollen  jetet  die  gefimdenen  Entwickehingen  benutzt 
werden,  um  9  am  der  GMeicluing  (8)  sn  beefammen.  Bei 
dieser  Qleidning  ist  yomugeseteti  dius  aowoU  F  ale  9  ab 
Potentiale  von  Maeaen  dargesteUt  sind,  die  auf  der  Oberfliohe 
des  PyKnders  liegen.  In  Beaielwmg  auf  V  wird  diese  Be- 
dingong  dnidi  die  in  (9)  aoQseetellten  AnsdrftdBe  erftOt;  sie 
auch  in  Beriehimg  auf  9  erftllt»  wenn  man,  entsprechend 


0 


)co8fu;  +DJin)wanx)dn 


00 

"  A(<^"4«)co8fW+iy4n)8iniu;)rfii 


(7i)cos  Nur+Z>'M(n)äin  nx)dn 
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setEi^  wo  CL(si)y  ^m{*)t  C'min),  2>'»(it}  Fanktiondn  bedeuten^ 
die  eben  diuöh  die  Gleichimg  (^)  ihre  Bestimimnig  eriialten 
soIleiL 

Man  bat: 

d  V     _  Ö^T^         -  _ 
dNi  ör  '  e'Ni  ~  dr 

d  V  dVa     df^  Bq>a 

weim  man  auf  der  rechten  Seite  ^dieser  Gleiciiuugen  r  ^  R 
setzt;  es  ist  daher: 


+Ä»(ji)giim«)rf« 


fiinmi 

T 

und  +      {n)  sin  nx)dn 


•  0 

+J%i(i»)8init«)<fii 


1  0  4- ^«(n)8innar)</n. 

Aue  dieeen  Aafldrttcken  erhält  man  die  AnsdrQcke  ftr  |^ 

und  wenn  man  statt  der  Buchstaben  AjB  die  Buch- 
etaben C,D  setzt.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
obniig  (8)y  80  leigt  sich,  dase  dieselbe  identisoh  eifüllt  wird, 
wenn  man: 

Omjn)  ^  Dm(n)  ^  C^m(n)  ^  7) '«(n) 
Amin)      Bm{n)       A'n,(n)  "  Ji  m{n) 

1— _  ~(l+4ff»)  »—^^j  
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macht  Führt  ;inan  in  diesen  Ausdrack 

(U)    .  .--^ 

ein,  80  nird  derselbe 

1 


Q.((,)(m/>„((,)  +  2(>'^^j 


dg  dq 

Nun  genügen  P»  {g)  und  Q;»  {g)  der  IMerentialgleichimg  (6); 
hieraus  eigiebt  sidi  leiduk: 


wo  c  eine  von  o  uniibhängige  Grösse  bedeutet.  Man  findet 
den  Werth  derselben,  wenn  man  o  als  unendlich  klein  voraus- 
setzt. Unter  dieser  Annahme  ist,  nach  den  im  vorigeu  Para- 
graphen über       {q)  und       [q)  gemachten  Angaben: 

1 


EOr  m  SB  0  ist  aber: 

hieraus  ergiebt  sich: 


m  +  V 

1  •  2  •  •  •  M 


1.2...i 


also 


(12) 


Ctw(n)  _  J)m(n)      (7m(n)  Z)'m(n) 
Ai(fi)     ^'«(11)  ~  B'm  in) 

1 


l  +  2nk 


und  I.2.,.« 

1 
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Dnreh  die  GlaiGhuugen  (12),  (11)  und  die  ente  der  Gleidnmgen 
(10)  ist  die  ISuiotion  9  fOi  alle  Punkte  im  Lmem  des  Eiaen« 

körpers,  und  dadurch  magnetische  Zustand  desselben  bestimmt. 

Es  ist  von  Interesse,  auch  das  Potential  des  magnetisirten 
Eiscnkörpers  iii  Bezii  liimg  auf  eiiu  11  ihis^^eren  Punkt,  d.  h.  die 
Grösse  Uaj  zu  eimittehi.  Wenn  V  und  y  als  Potentiale  von 
Massen  dargestellt  sind,  die  auf  der  Oberfläche  des  Körpers 
liegen  (wie  es  im  Früheren  geschehen  ist),  so  findet  die 
(jrleichung: 

Va+  (pa+    Ua  =  Oj 

statt.  Daraus  ergiebt  sich  leicht: 


(13) 


(Em  (n)  cos  nar 


+  -Fm  (n)  sin  nx^  rfn, 


-f       gm  mi 
1 


0 

+  Fm(n)  sin  nx^  dn, 

Smjn)  _  Fmjn)      E'»(n)  _  F'mjm) 
-  Ä (•)  "  STm in) 


2nk 


l  .2  ...m 


f-ft.  ((')('"  i*.  (f )  +  2,  if^^^) 


1 . 2 .  ..m 


^o(n)  _^in)_  E\  (n)  _  (n) 
^(«)      ^,(«)      ^o(n)  J?o(») 


Werth  hftt 


l+4;iÄe<i,(p).f^' 
den  in  der  Gleioliung  (11)  angegebenen 
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§  4. 

Die  aufgestellten  Formeln  sind  nicht  gültig,  wenn  die 
Kräfte,  welche  den  Eisencylinder  magnetisiren,  ganz  oder  zum 
Theü  von  einem  elektrischen  Strome  herrühren,  der  den  Oylin« 
der  umkreist.  In  diesem  Falle  haben  die  Integrale,  welche 
nach  dem  I'ourier'schen  Satze  den  mit  Ay  B,  A'j  H  bezeich- 
neten Grössen  gleich  aindi  keine  angebbaren  Werthe,  w^eil  das 
Potential  V  nicht  f&r  « «  ~  00  und  x  =  +  00  Tonchwindet 
Das  Potential  eines  geschlossenen  elektrischen  Stromes,  dessen 
Intensit&t  nach  elektro-magnetischeia  Maasse  »1  ist,  ist 
^eioh  der  Hache,  welche  der  Eegel,  der  zur  Spitse  den  Punkt 
hat|  auf  den  das  Potential  sich  beäeht,  nnd  der  dnxch  die 
Stromcnrre  geht,  yon  der  JSiigeUftche  ausschneidet,  die  um 
denselben  Ponkt  mit  dem  Badios  1  beschrieben  ist  lünn 
kann  nach  Willkör  den  einen  oder  den  andern  der  beiden 
Theile,  in  welche  die  Kogel  durch  den  Kegel  zerlegt  wird,  ab 
das  Potential  ansehen;  nnr  mnss  man  beachten,  dass  das 
Potential  sich  stetig  ändert^  wenn  der  Pnnkt,  auf  welchen  es 
sich  bezieht,  seine  Lage  stetig  ändert  (Vgl  Nenmann's 
Allgemeine  Gesetze  der  indudrten  elektrischen  Ströme;  Abh. 
der  £erl.  Ak.  1845.  p.  73.)  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  ein 
Strom  von  der  Litensität  1.  der  den  Cylinder  einmal  lunfliesst, 
beim  Mairnetisiren  mitwirkt,  das  Potential  V  so  angenommen 
werden  kann,  dass  es  für  r  =  —  oo  vei*schwindet,  dass  es  dann 
aber  tiir  .r  =  +  oc  den  Werth  4  n  erhält. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  in  einem  solchen  Falle 
der  magnetische  Zustand  des  Cylinders  und  seine  Wirkung 
nach  Aussen  sich  ermitteln  lässt. 

Es  möge  das  System  von  Körpern,  von  welchen  die 
magnetisirenden  Kräfte  ausgehen,  als  verschiebbar  in  der  Rich- 
tung der  d'-Ax^  betrachtet  werden,  und  es  sei  |  die  .r- Ordi- 
nate eines  mit  diesem  Systeme  lest  verbundenen  Punktes. 
Alsdann  werden  V,  rf  und  U  Funktionen .  nicht  bloss  von  r, 
r  und  &,  sondern  auch  von  |  sein.  Differenzirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  nach  ^,  so  erhält  man  Gleichungen,  che 
sich  Ton  diesen  nur  dadnrdi  unterscheiden,  dass  K,  q>  und  Ü 

duroh       ^1  und  |f  ersetzt  sind.  Daraas  folgt,  da«,  wenn 


Digitized  by  Google  J 


onb^gmiten  CyUndim  von  weichem  Eisen.  207 

^  das  Potential  der  maguetisironden  Kräfte  ist»  ^  diejenige 

Fonktum  ist,  deren  Bifferentialqnotienten  die  magnetischen 

liConieiite  im  Innern  des  OylinderB  bestinimen)  und  -^^^  das 

Potential  des  magnetisirten  Cjlinders  in  Beziehung  auf  einen 

ftoBieran  Funkt.  Eb  Terschinndet  aber  ^  sowohl  ftr  »  —  oo 

als  ftkr  X«  +  CX),  auch  wenn  die  Eo-äfte,  deren  Potential  V 
ist,  von  elektrischen  Strömen  herriilu*en ;  daher  können  die  iin 
vorigen  Paragraphen  ent\vickelten  Pormelu  benutzt  werden,  um 

nnd       ans      m  finden.  Bestimmt  man  die  Funktionen 

A,  B,  A\  B  80,  dass  die  Gleichung  erfüllt  wird,  in  welche  (8) 
1tf)ergeht,  wenn  man  V  durch      ersetzt,  so  sind  die  in  (10) 

und  (13)  für  (pi  und  27«  auijgesteliten  Ausdrücke  « 
und 

Die  Ghr58Mn  F,  ^,  ü  sind  aber  Funktionen  von  x  — 
es  ist  daher: 

BT  dV  öjjg        ^  öü"  dU 

Ersetzt  man  also  in  (8)  V  durch  1^,  so  geben  die  in  (10)  und 

OS 

(13)  ftr  ^<  und  CT.  au^eeteltten  Ausdrücke  die  Werthe  Ton 

Tcz"  ^Boä  V^.  Aus  diesen  erhält  man  durch  Integration  Wi 

und  Um  selbst  Die  hierbei  auftretenden  Oonstanfcen  der  Inte« 
gration  kOonen  Funktionen  von  r  und  &  sein.  Um  den  mag- 
netischen Zustand  des  Qyünders  und  seine  Wirkung  nadi 
Aussen  su  ermitteb,  ist  es  nur  nOtfaig,  die  Bifoentialquotien- 
ten  derselben  nach  r  und  &  zu  kennen;  diese  werden  daduroh 

bestimmt,  dass  ^  ,  ^  ,  ,  9dat»^±QO  verschwin- 
den mtbssen* 

§  5. 

Es  soll  der  Fall  näher  untersucht  werden,  dass  die  mag^ 
netisirenden  Kräfte  von  einem  Ereisstrome  herrCthren,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Aze  des  Gylinders  Uegt,  und  dessen  Ebene 
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Benkreoht  auf  dieser  Axe  steht  Der  Strom  habe  die  Inten- 
ailftt  1  und  den  Badins  «;  der  Mittelpanct  desselben  sei  der 
Aafimgspimkfc  der  Ooocdinateii;  dann  ist  ftr  r  »  0: 

also 

Bedeutet  /(«)  eine  Fnnktioii,  ftr  weldie/(— — /(+  ist» 
so  hat  man  nach  dem  Fonrier'sohen  Satze: 

OB  • 

0  0 

die  Funktion  genügt  der  für  /  (x)  ausgesprochenen  Bedin- 
gOD^  daher  ist  fOr  r  »  0: 

odeTi  wann  man      ftr  «  schreibt: 

4  f     .  cos  nr  f  »p. 

0 

Das  nach  »  za  nehmende  Integral  kann  man  aof  das  Integral: 

*C08 .  a< 


/cos  j>g .  dg 


zurückfahren,  und  dieses  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ündeu: 
Es  ist: 

X 

0 

alsoi  wenn     =^  l  +     gemacht  wird: 

0 

mithin: 
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oder,  weim  man       «  setst: 

0 

oder  endlich  bei  der  in  §  2  gebrauchten  Bezeichnung: 

0 

Statt  dieser  Gleichung  kann  man  auch 

f  cos  «du  IfM 

soineibeii.  IMierenzht  man  mm  nach     so  erhftlt  man: 

0 

odeVi  wenn  man 

di  

d9~ 


(15)  ^.^-«'o(ri 


setsi: 

X 

/cos  jj  (t  .  da  £!  /'^*\ 

0 

Der  Gleichung  (14)  zufolge  ist  daher  für  r  a  0: 

-  -  4 j  <ift  cos  »jf .    e^,  ^-^j. 

0 

Für  ein  unbestimmtes  r  hat  man  aber  nach  der  ersten  der 
Gleichungen  (9): 

0 

die  Yergleichung  dieser  beiden  Ausdiücke  zeigt,  dasa: 
Setat  man,  enliBpreohand  der  Gleudrang  (15): 

Xlr«]ikofr,  HwwwMlti  IMiMidlBitw.  14 
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und  daher  für  ein  unendlich  grosses  n: 

dieser  Auadruck  Terachwindet,  wenn  t  >  r,  er  wird  aber  nn- 
endtioh  gross,  wenn  «  <  r  ist 

§  6. 

Liegen  die  Mittelpunkte  der  magnetisirenden  Kräfte  in 
unendlicher  Entfernung,  so  sind  die  hier  angegebenen  Ent- 
wickelungen  nicht  anwendbar.  Aber  in  diesem  Falle  lässt 
sicli  der  magnetische  Zustand  des  Cyhnders  finden,  indem 
man  ihn  als  ein  Rotations  -  Ellipsoid  mit  unendlich  grosser 
Excentricitat  betrachtet. 

Ein  Ellipsoid  wird  durch  Kräfte,  die  ftlr  alle  seine  Punkte 
gleich  sind,  gleichmässig  magnetisirt,  d.  h.  so,  dass  die  mag- 
netischen Momente,  bezogen  auf  die  Volumen-Einheit,  constant 
sind.    Bedeuten  diese  magnetischen  Momente,  sind 

ferner  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids  die  Coordinaten  -  Axen 
und  a,  c  die  Componrnten  der  magneüsirenden  Kxd&tf  so 
iety  wie  Keumaun  gezeigt  bat: 


(17) 


ha 

_  ke 


WO  J^,  B^f  gewisse,  Ton  den  VerldUtmesen  der  Htmptaien 
sübhängige  GrOssen  beseichnen.  Für  ein  Botalions-EUqieold 
hat  Keamann  die  WerCbe  dieser  QrOssen  aniisestellt;  ftOirt 
man  in  diese  Werths  die  Bedingung  ein,  dass  das  EUipsold 

ein  unbegrenzter  Gjlinder  sei,  dessen  Axe  die  ssAze  ist,  so 
erhält  man: 
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ftr  den  Gylinder  ist  daher: 

kb 


ß 


1  +  2nk 

kh 


Keimt  man  den  magnetischen  Zustand,  in  welchen  eine 
Eisemnasse  durch  Kräfte  versetzt  wird,  deren  Mittelpunkt  in 
Quendlicher  Entfernung  sich  beßndet,  so  ist  maa  im  Stande^ 
die  magnetischen  Momente  derselben  Eisenmasse  anzageben 
für  den  Fall,  dass  sie  durch  irgend  welche  Kräfte  magnetiairt 
ist*   Man  gelangt  hierzu  durch  Anwendung  folgenden  Satzes: 

Diis  Potential  einer  Eisemnasse,  die  magnetisirt  ist  durch 
ein  System  I,  in  Beziehung  auf  ein  System  ist  gleich  dem 
Potential  derselben  Eisenmassey  wenn  sie  magnetisirt  ist  dnrdi 
das  System  II,  in  Beziehnng  auf  das  ^jiMm  L 

Dieser  Satz  Iftsst  sich  wie  folgt  beweisen. 

Es  sollen  Kj,  ^Pj,  die  drei  GrOasen  9,  CT  ftir  den 
Fall  bezeichnen,  dass  die  Eifmnmafifift  dnrch  das  System  I 
magnetisirt  ist,  V^,  (p^^  dieselben  GrGasen  ftr  den  Fafl^ 
dass  das  Syttem  n  den  Magnetismus  berroiraft.  Das  Po- 
tential der  dnrch  I  magnetisirten  EifienmaHse  in  Bemefanng 
auf  einen  Süsseren  Pmikt  ist  dann: 


wo  «  die  Entfernung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  von  dem 
Elemente  der  Oberfläche,  ^/^,  bedeutet;  das  Potential  der  Eisen- 
masse in  Beziehung  auf  das  System  H,  welches  durch  U^y^ 
bezeichnet  werden  mag,  ist  daher: 


wo      auf  den  Ort  des  Elements  dt  zu  beziehen  ist. 

Für  alle  Punkte  der  Eisenmane,  also  auch  für  ihre  Ober- 
flAche  ist  aber: 

+     +  üi«0; 

daraus  folgt: 
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Substituirt  man  iu  diese  Gleichung: 

17  -=  —  i  öy, 

wo  ds'  ein  zweites  Element  iler  Oberfläche,  AY  die  Normale 
desselh(!n  und  e  die  Entfemuug  der  beiden  Elemente  ds  und 
cU'  bedeutet,  so  erhält  man: 

der  Auflclnick  lechts  in  dieser  Gleichung  ändert  seinen  Werth 
meht^  wenn  man  die  Indices  1  und  2  Yertftaachty  denn  es  ist 

weQ  9|  mid  ^p,  Potentiale  von  Massen  ansserlialb  des  Eisen- 
kOrpers  dnd;  Üeraiis  gdit  die  Bichtigkeit  des  ansgesprochenea 
Sattes  lienror. 

Dieser  Satz  soll  nnn  aaf  den  VsSL  angewendet  werden, 
dass  das  System  II  ein  ICagnetpol  ist,  der  imendlidi  entfernt 
liegt  In  diesem  Ealle  ist 

=  —  {ax     by  +  cz) 

zu  setzen,  wo  o.  c  die  Componenten  der  Kraft  bedeuteui 
die  der  Pol  ausübt^  es  wird  also: 

=  akjds . X .         +  bkjds.if,  p^.,  +  c kjds .  z .  I . 

]>ie  OoSfficienten  von  a,  5,  c  rechts  in  dieser  Gleichung  sind 
die  negatir  genommenen  magnetisohen  Momente  des  Bisen- 
kOipers,  wenn  er  durch  die  KriUte,  deren  Potential  1\  isA, 
magnetisirt  ist;  bexekfanet  man  diese  Momente  dnrch  £|,  Al^, 
A^,  vnd  beachtet,  dass  sie  unabhängig  ▼on  bm  c  smd«  so 
eihSlt  man: 

A  -  -  -f« 

*  da 

^  —  ^ 

^ach  dem  voraosgeschickteu  Satze  ist  aber: 
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oder  auch,  wenn  man  durch  dv  ein  Klemeut  des  Yolumens 
des  Eisenköipers  bezeichnet: 

Substitnirt  man  einen  dieser  beiden  Warthe  von  ü^y^  in  die 
Gleichimgen  für  I^j  M^j  N^,  so  erhalt  man  diese  durch 
anBgedr&ckt»  welches  als  bcJmnnt  Toraosgesetzt  ist  Bei  der 
Ansfthnmg  der  Blfoantiationen  nach  a,  b,  e  Terschinndflii 
diese  Qrtaen  ans  der  Bechnongi  da  imahhtegig  nnd  ^ 
eine  lineare  Fonktion  Ton  ihnen  ist 

FOr  em  EDipsold,  dessen  flanptazen  die  Goordinalen- 
Azen  sind,  ist: 

daraus  ergieht  sieh  —  irenn  der  Index  1  jetst  weggelassen 
wird: 

KT         k    r,  dv 

Diese  AusdrOcke  sind  identisch  mit  deneot  welche  Neumann 
aof  eine  andere  Weise  hergeleitet  hat 

EOr  den  unbegrenzten  Cylinder  werden  die  Ansdrttcke  fikr 
die  magnetischen  Momente  folgende: 


(18) 


•  2nkJ      6k  * 


1  -f-SsvIr« 

Die  erste  dieser  Gleichungen  lässt  sich  fblgendenuassen  schreiben: 
wenn  man  durch       und  K.«  die  Werthe  Ton  K  fär  x  a  oo 
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und  X  «  —  00  bezeichnet  Bührt  V  nur  yon  Miignetpolen  her, 
die  im  Endlichen  liegen,  so  ist  =  FL 08  =  0,  also  auch 
X  =  0;  ist  der  Cylinder  durch  ekktrische  Ströme,  die  ihn  um- 
kreisen, magnetisirt,  so  ist,  welches  auch  die  Gestalt  der  »Stiom- 
curveu  sei: 

—  K_a)     4;r .  /17 , 

wo  /  die  Intensität  der  Ströme  und  /;  die  Zahl  der  Windun- 
gen bedeutet,  in  welchen  dieselben  um  den  Cjlinder  geführt 
sind.  £8  wird  dann  also: 

wo  R  nieder  den  BadioB  des  QrlmderB  besseiehnet 

§  7. 

Der  durch  die  Gleichungen  (10),  (11)  imd  (12)  bestimmte 
Ausdruck  Yon  ^1  yereinfacht  sich  sehr,  wenn  man  den  Radius 
des  Qylmden,  Bf  unendlich  klein  setst  In  diesem  Falle  wird 

Qj  d.  h.  — unendlich  klein;  die  Gleichungen  (12)  geben 

dann  £&r  jedes  m,  ausser  für  m  =s  0 : 

Cmjn)  ^  X>m  (n)  _  Cm(n)  ^  D'm(n)  ^  _  1 

Amin)      Jim{n)~Ämin)      Mm^n)'"      1  +  2n^ 

und 

B.{n)  2PSÖ 

Besddhnet  man  das  dem  m  »  0  entsprechende  GUed  der  in  (9) 
gegebenen  Entwickehmg  TOn  V%  mit  Vf^,  d«  h.  setst  man 

0 

80  giebt  der  in  (10)  aufgestettte  Ausdruck  ftr  ipa 
(19) 

Dieee  Cßeichmig  ist  lonftchst  nnr  ftr  den  Fall  bewiesen,  in 
welchem  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  gelten,  d.  h.  ftr  den  Fall, 
dass  der  Oyhnder  durch  Magnetpole,  die  in  der  Endlichkeit 
liegen,  magnetisirt  ist    Aber  auch  wenn  ein  elektrischer 

Strom,  der  den  Cyünder  umfliesst,  bei  seiner  Magnetisining 
iiiit'wnrkt,  kann  mau  sich  der  Gleichung  (19)  bedienen,  um 
seinen  Zustand  kennen  zu  lernen.  In  diesem  IT  alle  ist  nämlich: 
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Ix  ™       dm       i  +  2nk  \'S»       dm  / 

Doroh  Integration  aadi  «  eriiSlt  man  likrans: 

«de  Gh*össe  C  muss  hier  von  r  und  &  unabhängig  sein,  da 

,  ^1  und       ftr  ar  ^  ±  00  Tenohwindeii,  und  für  die- 

difi  dtp 

selben  Werthe  Ton  m  auch  ^  und       vencbwinden  sollen; 

wenn  daher  die  Ghrösse  C  auch  nicht  =  0  ist»  so  hat  ihr  Werth 
dodi  keinen  Einfloss  aof  die  Differentialquotienten  yon  (pi,  die 
allein  den  magnetischen  Zustand  bestimmen. 

Mit  fittlfe  der  GHeichuug  (19)  lassen  sich  leicht  die  mag- 
netischen Momente  des  ganzen  Cylinders  berechnen;  man  ge- 
langt dann  flir  den  hier  betrachteten  Fall  zu  denselben  Aus- 
drücken, die  in  (18)  angegeben  sind. 

Riiliren  die  magnetisirenden  Kräfte  von  einein  kreisförmi- 
gen elektrischen  Strome  her,  wie  er  in  §  5  betraehtet  worden 
ist,  so  wird  die  Wirkung  des  Cylinders  nach  Aussen  durch 
die  Gleichung  (16)  bestimmt.  Durch  die  Annahme,  dass  R 
unendiicii  klein  ist,  geht  diese  Gleichung  in 

-g-^  «=  4nkR^J  an  .  cos  nx  .  n-Q^  i-^  1        <«o  l-|-J 

0 

Uber.  Hieraas  l&sst  sich  leicht  der  Ausdrack  ftr  das  Poten- 
tial des  magnetisirten  Cylinders  in  Beziehung  auf  einen  zwei- 
ten Kreisstrom  bilden,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  des 

Cylinders  liegt,  und  dessen  Ebene  senkrecht  auf  dieser  Axe 
steht.  Es  sei  fV  dieses  Potential,  der  Radius  des  zweiten 
Kreisstromes  sei  =  r,  seine  Intensität  =  1,  und  .r  der  Ab- 
stand der  ^Mittelpunkte  der  beiden  Ströme;  dann  hat  man,  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  die  Sonmie  der  Massen,  deren  Poten- 
tial üa  ist,  verschwindet: 


Da  {p)  der  Differentialgleichung  genügt,  die  man  aus  (6) 
eihSl^  ivenn  man  m  «  0  setzt,  so  ist: 
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und  dfthfflr 
also 

r 

BierauB  folgt: 

=  -  lün'kB'  fd»  cos  nx       Q,  {ff)  =^  <2, 

0 

Anhang. 

Die  Qnindgleichimgen  der  Pols son'schen  Theorie  des  in- 
dacirteii  Magnetismus,  nämlich  die  Gleichungen  (1)  und  (2), 
können  aiis  der  Annahme  hergeleitet  werden,  dass  das  magne- 
tische Moment  einer  Kugel  Ton  weichem  Eisen,  bezogen  auf 
die  Volumen -Einheit»  wenn  die  Kugel  unter  dem  Einfluss  einer 
für  alle  ihre  Punkte  constanten  Kraft  sich  befindet»  gleich  der 
Intensität  dieser  Kraft»  multiplicirt  mit  einer  constanten  Gitoe 
ist  Die  Yenoche  Ton  Müller  und  Weber  haben  aber  ge- 
aeigt»  dass  diese  AtmaliinA  nicht  znUasig  ist,  wenn  die  magne* 
tiabende  Kraft  sehr  stark  is^  und  haben  za  dem  Schlnsse  ge- 
fUirti  dasa  die  GrOsse»  die  nach  der  Poisson.'8oben  Theorie 
conatant  sein  soD»  yon  der  Litensitit  der  magnetisuenden  Kraft 
abUngt»  in  der  Weiaei  dass  sie  nm  so  kleiner  wird»  je  mehr 
die  Kraft  wftdist.  Ich  wiQ  die  Gleichungen  ableiten»  die  bei 
dieser  Annahme  an  die  Stelle  der  Gleichnngen  (1)  nnd  (2) 
geeetst  werden  müssen. 

Es  seien  ^  die  magnetischen  Momente»  zedncirt  auf 
die  Einheit  des  Volumens,  einer  Kugel,  aaf  die  eine  ccostante 
magnetisirende  Kraft  wirkt,  deren  Oomponenten  Xj  Vy  Z  sind. 
Wenn  die  Coercitivkraft  des  Eisens  0  ist,  d.  h.  wenn  d«r 
ijiagiietische  Zustand  desselben  allein  von  den  Kräften  abhängt, 
die  in  dem  betrachteten  Augenblicke  auf  dasselbe  wirken,  so 
nmss  die  magnetiselie  Axe  der  Kugel  mit  der  Bichtung  der 
Kjraiit  zusammeufallen;  es  muss  daher 


218 


Ueber  den  iadneirten  Magnetiamm  eiMS 


sein,  und  folglich  nach  der  gemachten  Annahme: 


'  a  =  Xf  (y  A'2  +  F2  +  Z2) 


(20)  { ß  »  Yfiyx^  +    +  z*) 


wo  /  eine  Funktion  ist,  die  abnimmt,  wemi  ihr  Argument 
w&chst 

^un  stelle  man  sich  in  einer  beliebig  gestalteten 
Eisenmasae,  die  magnetisirenden  Kräften  ausgesetzt  ist^ 
zwei  concentrische  Kugelflächen,  8  wmi  S\  YOr:  beide  Uli- 
endlich  klein,  die  zweite  aber  gegen  die  erste  imend- 
lich  gross.  In  beiden  Kugeln  können  die  magnetischen  Mo- 
mente, redndrt  auf  die  Yolnmeii-Einheit,  als  oonstaat  be- 
trachtet werden;  die  KrSfte^  die  anf  die  Ponkte  der  UeinereQ 
Kugel  Yon  den  magnetischen  HolecQlen,  die  zwischen  den  bei- 
den Kngelflftchen  Hegen,  ansgeflbt  irarden,  heben  daher  om- 
ander  an£  Die  kleinere  Kugel  wird  demnach  in  ihrem  mag- 
netischen Zustande  dnrch  die  Krftfte  erhalten,  weldie  raa 
Aussen  her  auf  die  Bisenmasse  wirken  mid  den  Kriiften,  die 
Ton  den  magnetischen  Molectflen  dieser,  mit  Ansschlnae  der 
Engel  S'f  ausgeübt  werden.  Alle  diese  StSfte  können  innere 
halb  der  Kngel  S  als  constant  angesehen  werden;  man  darf 
daher  die  Gleichungen  (20)  auf  diese  Kngel  anwenden,  wenn 
man  unter  V,  Z  die  Componenten  der  Resultante  der  ge- 
nannten E[rä{te  versteht.  Es  seien  a-,  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Innern  der  Kugel  S,  V  sei  das  Potential 
der  äusseren  Kräfte  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt,  und 
{X\  (}  ),  (Z)  seien  die  Kräfte,  die  von  der  magnetisirten  Eisen- 
masse, mit  Ausschluss  der  Kugel  S\  auf  deuselben  Punkt  aus- 
geübt werden;  dann  hat  man: 


Setzt  man 
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(81)    17- j  ä^fd^dz'  \u  ,:.+ß'^.+ /  -S7I' 

wo  X,  y\  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Eisen- 
masse,  y'  die  entsprechenden  mugnetischen  Momente 

bedeuten,  c  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Punkte 
(xj  y,  z)  bezeichnet,  und  die  Integration  über  die  ganze  Eisen- 
masse  auszudehnen  ist,  so  ist,  wie  Poisson  gezeigt  hat: 


Es  wird  daher: 

 rf-^TP 

oder,  wenn  man  (p  durch  die  Gleichung 
(22)  K+ü'+y-O 
definirt: 


47r 
3 

do)  .  An 


xnaii  diese  Wertfae  in  die  Gleiobmigeii  (80),  nach- 
dem  man  diewKben  auf  die  Fonn: 

Y  =  /^[/;  (j/g^  "+  /^^  + 

^  =  r/i(y«*  +  /?*  +  y*) 

gebracht  hat,  so  erhält  maa: 

g-/j[/.(]^^H^7)-T] 
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uud  hieraus: 
(23)  \ 

Bezeicbnet  man  den  dem  Punkte  {x\  y\  z')  entspredienden 
Werth  von  y  mit  (f  ',  und  setzt 

80  eibSlt  man  ans  (21): 

Die  Gleichungen  (22)  und  (24)  gmd  es,  dnrch  weLofae  die  GHeU 
ohungen  (1)  und  (2)  bei  der  jetzigen  Aimiilmie  enetit  werden 
müssen;  sie  werden  mit  denselben  identisch,  wenn  man  ^ali 
constant  betrachtet  und  =  k  macht.  Ist  die  Funktion  F  be- 
kannt, und  hat  man  aus  (22)  und  (24)  (f  bestimmt,  so  geben 
die  CTleichuiigen  (23)  die  magnetischen  MonK  iito  im  InneM 
des  Körpers,  und  der  Ausdruck  fUr  in  (24)  giebt,  wenn  der 
Punkt  (.r,  ?/,  z)  ausserhalb  der  Eisenmasse  angenommen  wird, 
das  Potential  derselben  in  Beziehung  auf  diesen  Punkt  an. 

Ist  der  Eisenköqier  ein  Ellipsoid,  und  ist  die  Kraft,  die 
auf  denselben  wirkt,  eine  constante,  so  genügt  man  den  Glei- 
chungen (22)  und  (24)  welches  auch  die  Funktion  F  sei,  indem 
man  (f  einer  linearen  Funktion  von  ?/,  z  gleich  macht;  d.h. 
das  Ellipso  id  wird  auch  bei  der  jetzt  zu  Grunde  gelegten  An- 
nahme gleichmässig  magnetisirt.  Ist 

Ks=3  —  (ax  •\-  by  -\-  er), 

imd  smd  die  Haupt-Azen  des  fiUipaolds  die  Coordinaten-Azen, 
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zu  setzen,  wo  A^j  B^j  dieselbe  Bedeutung  haben  nie  in 
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zu  bestimmen  ist. 

Weber  hat  in  seitu  n  elektrodynamischen  Massbestimmun- 
gen S.  569  Messungen  mitgetheilt,  die  er  über  das  magnetische 
Moment  eines  Eisenstäbchens  angestellt  hat,  welches  einer,  in 
der  Richtung  der  Axe  wirkenden,  fiii'  alle  seine  Punkte  con- 
stanten  Knift  untenvorfen  war.  Substituirt  m:in  mit  Weber 
für  die  cylindinsche  Form  des  Eisens  eine  ilir  möglichst  nahe 
kommende  ellipsoidische,  so  kann  man  aus  diesen  Messungen 
und  den  eben  angegebenen  Gleichungen  die  Werthe  der  Funk- 
tion F  für  gewisse  "Werthe  ihres  Arguments  berechnen,  in 
der  folgenden  Tafel  sind  die  Ergebnisse  dieser  Rechnung  zu- 
sammengestellt; das  Argument  der  Funktion  F  ist  mit  u  be- 
zeichnet; die  mit  Nu.  überschriebenen  Oolunmen  enthalten  die 
Kmnmern  der  Web  er 'sehen  YersuGli%  ans  denen  die  neben- 
stehenden Zahlen  hergeleitet  sind. 


tt 

F(u) 

u 

F(u) 

1 

801 

23,5 

8 

8484 

5,6 

s 

828 

18^ 

9 

1875 

8 

1184 

.10,8 

10 

1688 

8,1 

4 

1512 

8,4 

11 

1297 

9,5 

5 

1778 

7,4 

12 

967 

12,0 

6 

2080 

6,4 

13 

612 

16,9 

m 

4 

2397 

5,7 

14 

296 

25,0 

F  (m)  ist  eine  reine  Zahl;  ii  abi  r  ist  eine  Kraft.  Als 
Einheit  derselben  ist  diejenige  Kraft  vorausgesetzt,  die  auf  die 
Masse  eines  Milligramms  wirkend,  in  einer  Sekunde  eine  Ge- 
schwindigkeit von  einem  Millimeter  hervorbringt;  ee  ist  dies 
dieselbe  JSinheit,  bei  deren  Zngrondelegang  Gauss  in  seiner 
Abhandhing:  „Infensitas  vis  magnelkae  etc,^  die  horizontale 
Componente  des  Erdmagnetismus  zu  Göttingen  =  1,78  findet. 

Weber  und  Müller  sind  durch  ihre  Versuche  auf  den 
Schlnss  geführt,  dass  das  magnetische  Moment  eines  Eisen- 
küipers  sich  einer  endlichen  Grenie  nfthert^  wenn  die  Intensit&t 
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der  magnetiareiKten  Ktsft  ins  ünendEehe  iv&chBt;  faiemis  folgt 
in  Bezog  anf  die  Funktion  F,  dass  ftr  ein  nneodlidi  grosBeB  «, 

(25)  =  ? 

UAf  wo  K  eine  Constante  bedeutet.  Man  sioht  diosos  leicht, 
wenn  man  sich  den  Eisenkörper  als  ein  Ellipsoid  vorstellt, 
welches  durch  eine  in  der  Bichtung  einer  Aze  wirkenden 
Kraft  magnetisirt  wird. 

Ist  der  Eisenkörper  ein  unbegrenzter  und  unendlich  dflnner 
QyHnder,  nnd  sind  flberdies  die  Mittel^nnkte  der  magnetisi- 
rräiden  ErSfie  flgrnunetrisch  nm  die  Aze  Tertibeitt,  so  daas, 
nadi  der  Bezeichnong  in  (19)  Fat  ist^  so  genOgt  man 
den  Gleiohangen  ^  nnd  (24)  dnrdi  die  Annahme! 
(20)  £7-0. 

Baas  die  GHeidning  (24)  dmrch  dieselbe  erfUlt  irird|  gebt 
ans  folgender  Betrachtang  hervor:  Wenn  der  Badins  des 
Cylinders  unendlich  klein  ist,  so  werden  zu  dem  "Werthe  des 
Int^pnls  U,  in  welchen  (p  durch  —  Vf  oder  9'  durch  —  V 
ersetzt  angenommen  werden  soll,  diejenigen  Thefle  des  Cy- 
linderS;  welche  in  endlicher  Entfernung  yon  dem  Punkte  (o*, 
liegen,  nur  etwas  verschwindend  Kleines  beitragen.    Man  wird 

daher  bei  der  Integration       ,  ^y-  >       ?        folglich  -F  als 

constant  betrachten  dOrfen;  die  zu  beweisende  Gleichung  geht 
hiemach  in 

über.  Die  Bichti^mt  hienron  folgt  aber  daraus,  dasa  bei 
der  Poisson'schen  Theorie  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
durch  die  Annahme  (26)  den  Bedmgungen  der  Angabe  genügt 
wild,  wie  in  §  7  gezeigt  worden  ist 

Die  magnetischen  Momente  cc^ß^y  dem  unendlidi 
dünnen  Cylinder  haben  folgende  Werthe: 


(27) 


V(av(gv(a') 
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Ich  bemerke  noch,  dese  dieee  Ausdrfloke  ftr  ttfßfy  ondh 
gelten,  irann  die  GMalt  der  "FfiBmuntWBe  eine  gans  bdiebige 
iäty  80  bald  die  magnetisirenden  Krilfie  Ton  unendlich  groBser 
Intensitftt  sind;  ee  ist  dann  nSmlich  V  nnendUoh  groBs^  U 
bleibt  endlich  in  Folge  der  durch  die  Gleichung  (25)  anad^ 
sprochenen  Eigenschaft  der  Fonktion  J^.  Ana  der  Gleiofanng 
(22;  folgt  also,  wenn  man  eine  endliche  GiOsse  gegen  unend- 
lich groeae  vemacUässigt: 

nnd  hieraus  ergeben  sich  unmittelbar'  die  Gleichungen  (27). 
Durch  Benutzung  von  (25)  kann  man  diese  hier  auf  die  Form 
bringen: 

dV  dV  , 

 1?  X,ß^  


Br 

Diese  Form  zeigt,  dass  die  magnetische  Litensität  in  allen 
Punkten  der  Eisenmasse  dieselbe  ist,  nämlich  =  K\  die  nuig- 
iietische  Axe  fallt  überall  mit  der  Bichtung  der  magnetisirenden 
Kraft  zusammen. 


Zur  Theorie  des  in  einem  Eisenkörper  indacirten 

Magnetismus. 

1. 

Bin  KU,  in  dem  die  Ton  Foisson  an^esteDte  Theorie 
des  in  weidunn  Bisen  indncirten  Magnetismus  sich  sehr  leicht 
dnrdifthren  Itafc,  der  anch  in  eiperimentelkrHinsiGht  Interesse 
darbietet  nnd|  soviel  ich  ^weiss,  bisher  theoretisch  nidit  be- 
baodeh  ist»  ist  der  Fall  eines  Binges  —  oder  vm  es  bestimmter 
angsodrttcken  —  eines  Botalionskörpers,  der  Ton  der  Botations- 

*)  P<w         BigiwwnigBbd.  1870. 
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axc  nicht  getroffen  wird,  von  Eisen,  der  durch  einen  elek- 
trischen Strom  magnetisirt  ist,  dessen  Windimgen  einen,  den 
Eisenkörper  umschliessenden ,  hohlen  Ring  hilden,  der  mit 
diesem  eine  gemeinschafthclie  Kotationsaxe  hat.  Die  Theorie 
dieses  Falles  soll  hier  entwickelt  werden. 

Die  Poisson'sche  Theorie  setzt  voraus,  dass  die  magneti- 
sirenden  Kräfte  ein  Potential  haben:  es  sei  dieses,  bezogen 
auf  einen  Punkt,  der  die  rechtwinkhgon  Coordinateu  x,  y,  z 
hat,  =  V\  es  seien  femer  a,  ß,  y  die  magnetischen  Momente 
in  dem  Pimkte  {x,  y,  z)  der  Eisenmasse,  bezogen  auf  die 
Volumeneinheit;  die  Grössen  «,  y  sind  dann  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  folgenden  Grleidrangeiiy  die  für  alle  Pimkte 
der  Eisenmasse  erflült  werden  rnttaaen: 

0-  v+<p  +  q 

Hier  bedeutet  k  die  Magnetisirungsconstante  des  Eisens, 
48  &Sk  Element  der  Oberfläche  desselben,  N  die  nach  dem 
Iimem  gerichtete  Normale  von  dS  und  r  die  Entfernung 
dieses  Elementes  Ton  dem  Punkte  der  fiimminftmftj  auf  den  Q 
sich  bezieht 

In  dem  hier  za  erörternden  Falle  giebt  es  ein  Potential 
es  ist  dasselbe  aber  innerhalb  des  Eisenkih^pers  eine  viel- 
werthige  Funktion  Ton  sp,     z.  üm  diese  sa  fbden,  lege  man 
die  z-Amb  in  die  Botatlonsaze  des  EisenkOiperB  und  fthre  p  und 
^  statt  9  nnd  y  e&a,  so  dasB 

ist  Eine  jede  Windung  des  dekfoischen  Stromes  soll  als  ein 
geschlossener,  ebener  Strom  angesehen  werden,  dessen  Ebene 
durch  die  jr-Aze  geht;  der  Winkel,  den  die  Ebene  einer  \\  u\. 
dung  mit  d^enigen  Ebene  bildet,  Ton  der  aus  der  ^'uik^d* 
gerechnet  wird,  sei      <f5  sei  ein  Element  der  eb^^iv^ 
der  Windung  begrenzten  El&che,  N  eine  Normale  (^^^^  ''^^ 
mentes,  r  die  Entfernung  desselben  von  dem  I*uu\t^^^^^  ^SV^ 
und  i  die  Intensität  des  Stromes.    Das  Potential 
teten  Windung  in  Bezug  auf  den  Punkt       O-,     v  ^'^  '  ^ 
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gesetzt  werden,  oder,  wenn  p'  die  Entfernung  des  Elementes 
dS  TOn  der  z-Aze  genannt  i^rd, 


dS 


oder  eudlicli,  wenn 

J  r  ff 

gesetzt,  d.  h.  durcli  U  das  Potential  einer  Masse  bezeichnet 
wird,  deren  Dichtigkeit    A  in  dem  Elemente  d8  ist, 

Das  Potential  der  betrachteten  Windung  ist  aber  Tiel- 
wertfaig:  ans  dem  angegebenen  Werthe  ediilt  man  die  Qbxigen 
doroh  Hmzofilgang  eines  Vielfachen  von  AnL  Die  Diffinential« 
qnotienten  desselben  Potentiab  nach  z  sind  einwerthige, 
stetige  Eanktionen,  die  ttberall,  ausser  in  der  Flftche^  deren 
Element  dS  genannt  ist,  dieselben  Werthe  haben,  wie  die 

entsprechenden  Difiereutialt^uotienten  Yon^^, .  Hiemach  findet 

man  leicht  die  nach  z  genommenen  Differentialquotienten 
Ton  F.  Es  sei  fi  die  Zahl  der  s&mmtlichen  Windmigen  des 

n  d&' 

Stromes;  auf  das  "W  inktluleinent  d&'  kommen  dann  — ■ 
Windungen  und  daher  ist: 

dV       n    r  d'  ü 

*^  2'nJ  dUfd& 

wo  die  Integrationen  von  ^  —  ^.f  «  bis  &*  »2n  +  & — < 
«QBgedehnt  werden  sollen  vnd  «  eine  nnendlich  Ueine  Ghrtae 

d  IT 

bedeutet   für  die  beiden  Grenzwerthe  von  i^  haben  nun  ^ 

0  IT  B  TT 

nnd  -ä-  immer  und  hat  «-^  dann  gleiche  Werthe,  wenn  der 

VZ  O  tr 

Punkt  {(),    z)  ausserhalb  des  Ringes  liegt,  den  die  Windungen 

JLirckkoff,  nMMiinlli  AbhMMlfaucm.  15 
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des  Stromes  bilden;  liegt  der  Punkt  innerhalb  dieses  Bioges, 
80  nntersoheiden  sich  die  beiden  Werthe  yon  ^— um4ick  Dsp 

raus  folgt»  dass      und      immer     0  smd  und  l^imersten 

dieser  beiden  FSlle  »0,  im  zweiten  s2iit  ist  Serans  e^ 
giebt  sich,  dass,  wenn  man  Uber  die  wiHkOrliche  additi?«  Oon- 
staute  iu  V  passend  Terfügt,  aosseihalb  jenes  Binges 

iuuerhalb  desselben 
ist 

Bei  diesem  Werthe  Ton  V  genügt  man  doi  beiden  GHä- 
chongeni  ans  denen  ip  mid  Q  sa  beetimmen  sind,  durch 

Hiernach  ist  die  magnetische  Aze  in  jedem  Ponkte  des 
Eisenkörpers  senkrecht  auf  der  dnroh  ihn  nnd  die  «-Aze  ge- 
legten Ebene  imd  die  anf  die  Vobmeneinheit  bezogene  mag- 
netische Intensit&t»  nSmlich  y    +    +  y», 

2nki 

SS  ■  • 

9 

Bildet  man  das  ftr  Q  angegebene  Integral  unter  der  An- 
nahme, dass  der  An&ngspnnkt  von  r  ausserhalb  der  Eisen- 
masse  liegt»  so  giebt  es  das  Potential  der  Eisenmasse  in  Be- 
zog anf  diesen  Punkt  an.  Bei  dem  hier  gefundenen  Werthe 
Ton  ist  dieses  Potential  «  0;  der  IHsenkQiper  Itibt  ebenso 
wie  der  Ring,  den  der  elektrische  Strom  bildet,  auf  Äussere 
Magnetpole  keine  Kräfte  aus. 

Dus  Potential  des  Eisenringes  in  Bezug  auf  einen  ge- 
schlossenen elektrischen  Strom  ist  aber  niclit  immer  =  0,  näm- 
lich dann  nicht,  wenn  dieser  Strom  den  Eisenriug  umschlingt 
Hierauf  beruht  es,  dass  ein  elektrischer  Strom  in  einem  ge- 
schlossenen Drahte,  der  den  Ring  umschlingt,  indueirt  wird, 
wenn  in  diesem  der  Magnetismus  entsteht  oder  verM'hwindet. 

Es  sei  A'  das  Potential  eines  Magnetpols,  der  die  Flüssig- 
ki'itsraenge  1  entliält  und  im  Piud^te  (./•,  i/,  z)  sich  befindet,  in 
Bezug  auf  einen  Strom,  der  mit  der  Intensität  1  den  gedachten 
Dralit  durchfliesst.  Das  Pcitential  des  magnetischen  Eisen- 
köipers  in  Bezug  auf  denselben  Strom  ist  dann: 
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oder 

wo  die  Integration  über  das  Volumen  des  Eiseiikörpers  aus- 
zudehnen ist.  Nach  dem  Green 'sehen  Satze  lässt  sich  dieser 
Ausdruck  auf  ein  nach  iler  Obei*fläche  desNciben  zu  nehmendes 
Intei?ral  reduciren;  da  aber  der  R;\um,  den  der  Eisenkörper 
einnimmt,  ein  doppelt  zusammenhängender  ist  und  in  ihm  q 
und  K  im  Allgemeinen  viehverthig  sind,  so  müssen  zu  dieser 
Oberfläche  die  beiden  Seiten  eines  Querschnitts  hinzugerechnet 
werden,  der  den  genannten  Kaum  in  einen  einfach  zusammen- 
hängenden verwandelt.  Ist  dS  ein  Element  der  OberHäcbe, 
die  man  dadurch  erhält,  und  N  die  nach  Innen  gerichtete 
Konuale  desselben,  so  ist»  da 

lenoB  Potential 

Für  alle  Punkte  der  Bingoberflftche  ist  nach  dem  fbr  q> 

gelunaenen  Ausdrucke  ^  =  0;  aul"   den  beiden  Seiten  des 

Qoenchmtls  hat  |^  entgegengesetzte  Werthe;  sind     und  K*' 

die  im  Allgemeinen  vei-schiedenen  Werthe  von  K  auf  den 
beiden  Seiten  des  Querschnitts,  so  ist  daher  dasselbe  Potential 

WO  die  Integratum  nur  Uber  die  eine  Seite  des  Qattscfanitts 
anasnidehnen  ist  XJmBchlingt  der  Strom,  auf  den  sich  K  be- 
siehty  den  Eisenzing  nicht,  so  ist  K—K' »  0,  nrnschlmgt  er 
ihn  euunal,  so  ist  diese  Differenz  » 4ir,  umschlingt  er  ihn 
üTmal,  so  ist  sie  «'  4fi;  In  dem  letzten  Falle  ist  daher 
das  betrachtete  Potentaal 

15* 
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Der  Qaerschiiitt  sei  so  gewShlt»  da»  er  einen  Thefl  einer 
durch  die  x-Aze  gelegten  Ebene  bildet;  dann  igt  der  abeolnte 

Werth  von 

_2ni 
9 

imd  daher  jenes  Potential  ohne  Kücksicht  aui'  das  Vorzeichen 

J  Q 

WO  die  Integration  über  den  Querschnitt  des  Eiseniinges  aus- 
zudehnen ist 

Ebenso  gross  ist  die  elL'ktromotorische  Kraft,  die  in  dem 
gedachten  Drahte  intUicirt  wird,  wenn  der  Magnetismus  des 
Eisenringes  entstellt  oder  verschwindet. 

Das  Entstehen  oder  Verscliwinden  des  })riniärt'n  Stromes 
selbst  inducii*t  in  dem  secundären  Leiter  eine  «-Irktnunotorische 
Kraft,  die  gleich  dem  Pot^^ntial  jenes  in  Bezug  auf  einen 
Strom  von  der  Intensität  1  in  diesem  ist,  d.  h. 


irenn  dS  ein  Element  einer  dm-ch  den  Becond&ren  Leiter  be- 
grenzten Fläche  und  iV  die  eine  Normale  dieses  Elementes 
bedeutet.  Bei  dem  für  V  gefimdenen  Werthe  sind  diejenigen 
Theile  dieses  Integrals  0,  die  sich  auf  Theile  der  genannten 
Elftche  beziehn,  welche  ausserhalb  des  Ton  den  Windungen 
des  primibren  Stromes  gebildeten,  hohlen  Binges  liegen.  Üm- 
schlingt  der  secondire  Leiter  diesen  Bing  in  einer  Windung 
so  kann  die  lüSehe  so  gew&hlt  werden,  dass  der  Thefl  der- 

selben,  füi*  den  nicht  =  0  ist,  einer  durch  die  r-Axe  ge- 
legten Ebene  augehört;  ist  dann  noch  die  Wanddicke  des  von 
den  Windungen  des  prim&ren  Stromes  gebildeten  Binges  als 

yerschwindendend  Idein  zn  betrachten,  so  ist  hier  überaü 
—  und  also  das  gesuchte  Potential 

wo  die  Integration  über  den  Qoerschnitt  des  eben  bezeichneten 
Binges  anssodehneu  ist   Ist  die*Wanddicke  dieses  Binges 
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akbfe  sa  veniadüteigen,  so  tritt  an  SteDe  des  abgeleiteten 
AmdrnokB  die  Summe  der  Werthe,  die  derselbe  für  die  Hinge 
TOD  imendlich  kleiner  Wanddicke  annimmt,  in  welche  der 
wirkliche  Bing  zerlegt  gedacht  werden  kann.  Umschlingt  der 
secundäre  Leiter  den  inducirten  Ring  n  mal,  so  ist  das  be- 
trachtete Potential  w 'mal  so  gross,  als  in  dem  Falle  einer 
einmaligen  Umschlingung. 

Wenn  der  primäre  Draht  unmittelbar  auf  den  Eiseuring 
gewunden  und  die  Wanddicke  des  Binges,  den  er  bildet,  zu 
vernaciiläsäigeu  ist^  so  hat  man 

/dS  fdS 

die  ganze  elektromotorieche  Erafty  die  in  dem  eecnndSren 
Drabte  beim  SeUiessen  oder  Oeffioien  des  primftren  Stromes 
indncirt  inid,  ist  dann 

oih'T  auch,  wenn  man  durch  dt  ein  Element  des  Volumens  des 
Eisenringes  bezeichnet, 

Ist  beispielweise  der  Querschnitt  des  Eiseniinges  ein  Kreis 
von  dem  Badius  a  und  ist  R  der  Kadius  des  Kreises,  auf  dem 
die  Mittelpunkte  der  Querscbnitte  liegen,  so  ist  dieser  Ausdruck 
»  4nnn'i(4Mk  + 1)  (Ä— yi^-«*). 

Der  Werth  der  GrOsse  der  in  der  Poisson'sohen 
Theorie  als  eonstant  betraditet  nird,  ist  in  der  WnUichkeit 
bekanntlich  Ton  der  Intensitit  der  magnetisirenden  Kraft  ab- 
hSngig.  In  dem  Anhange  wo!  meiner  Abhandhnig  n^ber  den 
indnoirten  Magnetismus  eines  unbegrenzten  QyUnders  Ton 
weldiein  Eisai*^  habe  ich  die  GHeidmngen  abgeleitet,  die  an 
die  Stelle  der  Poisson'scben  treten,  wenn  man  anf  diese 
Abhfingigkeit  Bttcksicht  nimmt  Auch  diese  allgemeinen  Glei- 
chungen können  in  dem  hier  behandelten  Falle  mit  Leichtig- 
keit gelöst  werden.   Man  sieht  unmittelbar  ein,  dass  die  im 
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Yorsteliendtni  abgeleiteten  Gleichungoii  bei  Rücksicht  auf  die 
VerändiTHchkeit  von  ä  ihre  Gültigkeit  behalten,  sobald  der 
Eisenring  so  dünn  ist,  dass  die  Aendei-ungeii,  die  ()  in  dem- 
selben erfährt,  als  iiuendlicli  klein  betrachtet  werden  dürfen. 
Ist  diese  Bedingimg  nicht  eriullt,  so  hat  mau  sich  d>'n  Ring 
in  unendlich  viele  Ringe,  die  ihr  genügen,  zerlegt  zu  denken 
und  filr  jeden  dieser  den  magnetischen  Zustand  so  zu  be- 
tecbukenf  als  ob  die  andern  nicht  Torhanden  wären.  Die  elek- 
tromotorische Kraft,  die  der  gaose  Bing  bei  dem  Entstehen 
oder  Verschwinden  des  Magnetismus  inducirty  ündet  man  in 
der  Summe  der  elektromotoriacheE  KiAfte^  welche  jene  Theile 
dabei  induciren. 

Auf  diese  Thatsachen  lässt  sie  Ii  eine^  wie  mir  Bchein^ 
recht  zwedmftasige  Methode  zur  Bestimmimg  von  k  grttndeiL 

2. 

Wenn  elektrische  StrOme  durch  eine  Eisenmasse  hindnrch- 
ffiessen,  so  lässt  sich  auf  den  in  dieser  erregten  MagnetismiiB 
die  Poisson*8che  Theorie  uunittelbar  nicht  anwenden,  weil 
dann  die  magnetisirenden  SrBfte  kern  FotentiaL  haben.  Be- 
trachtungen, die  denjenigen  gleich  sind,  durch  welche  man  zu 
den  oben  angegebenen  Gleichungen  der  Poisson'schen  Theorie 
gelaugt,  fühi-en  hier  zu  den  folgenden  Gleichungen. 

Es  seien  A,  Ii,  C  die  Componenten  der  magnetisirenden 
Kraft  in  einem  Punkte  der  Eisenmasse,  dessen  rechtwinklige 
(Joordinaten  a,  c  sind,  Q  eine  zu  bestimmende  Funktion 
von  o,  c,  endlich  f/,  ß,  y  die  auf  die  Volumeueiuheit  bezo- 
genen magnetischen  Momente  in  dem  Punkte  (a,  b,  c);  dann  ist: 

und  ferner 

wo      t/f  z  die  Courdinaten  eines  zweiten  Punktes  der  Eisen- 
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masse,  r  die  Entfernung  dieses  von  dem  Punkte  («,  b,  c)  und 

Uj  ß,  y  die  magnetischen  Momente  im  Pmikte  .r,  //,  z  bezeichnen. 

Lüsst  man  in  (h'm  für  Q  angogebeiuMi  Ausdruck«'  (a,  c) 
einen  Punkt  ausserlialb  der  Eiseiiiuasse  bedeuten,  so  stellt  er 
das  Potential  derselben  in  Bezug  auf  diesen  dar. 

Den  Ausdruck  von  kann  man  sowohl  für  den  Fall, 
dass  der  Punkt  («,  h,  c)  innerhalb,  als  für  den  Fall,  dass  er 
ausserhalb  der  Eisenmasse  liegt,  auf  ein  über  die  Oberfläche 
des  Eisens  zu  nehmendes  Integral  zurückführen.  Um  das  zu 
zeigen,  bezeichne  man  mit  dS  ein  Element  dieser  Überfläche 
und  mit  N  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  desselben; 
durch  partielle  Integration  erhält  man  dann 

Q  „  -  J^[a  cos  (Nx)  +  ß  cos  [Ny]  +  y  cos  {Nz)"] 

Um  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  (a,  by  c)  innerhalb  der 
Eisenmasse  liegt,  r  also  innerhalb  der  Grenzen  der  Intei^ration 
Tefschwindety  die  Bichtigkeit  dieser  Gleiclmng  vollständig  ein- 
znsehn,  mnss  man  zuerst  eine  unendlich  kleine  Kugel,  deren 
Mittelpunki  der  Punkt  (a,  b,  c)  ist,  von  dem  Räume,  auf  den 
die  Integrationen  sich  beziehen,  ausgeschlossen  denken  und 
dann  beachten,  dass  für  diese  Kugel  die  8  Integrale^  die  in 
den  beiden  Ausdrucken  von  Q  rorkommen,  nnendtich  Uein 
flind.  Ans  dem  umgeformten  Ausdrucke  von  Q  folgt,  dass, 
wenn  der  Punkt  (a,     e)  innerhalb  des  Eisenkfiipers  liegt, 

ist 

BezeichDet  man  durch  «,  to  die  Oomponenten  der 
Stromdichtigkeit  in  dem  Punkte  (d-,  y,  z)  dee  von  den  Strtaien 
erfüllten  Baumes  und  setzt 
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80  folgt  aus  dem  Gesetze  der  Kraft  mit  der  ein  Stromelemoni 
auf  emoD  Magnetpol  wirkt, 

.     BV  dW 

» 

Ba  de 

Hieraus  ergiebt  sich 

und  also  bei  Kücksicbt  auf  die  flu-  a,  ß,  y  aufgestellten  Glei- 
cbuDgeu : 

Die  beiden  swiachen 


  1.  ^L_^  4.  und  _  4-       4-  _ 


e 


abgeleiteten  Gleichungen  aeigen,  dass  diese  beiden  Grösaen 
Torsobwinden  und  aiao»  wo  anob  der  Pookt  (o,  b,  e)  bogt» 

Q=  -J^  [a  cos{IVx)  +  ß  cos  (iVy)  +  y  C08(iVz)] 

oder  in  folge  der  Gleiobungen  iür  tt,  ß,  f 

Q  =  Ä         1^  -  äJ  ^  [  J  C06  (1\X)  +  ß  COS  (A»  +  Ccos  [Nz)  ] 

ist 

Diese  Gleichnngi  belogen  auf  die  Punkte  der  Eisenmaeaef 
dient  aur  Bestimmung  Ton  Q;  ist  Q  gefunden,  so  erh&lt  man 
Of  flf  y  auf^  den  für  diese  Grössen  angestellten  Okichungen. 

Zwischen  den  magnetiBchen  Momenten  tt,  ß,  y  und  den 
Stromdicbtigkeiten  «,0,10  bestehen  gewisse  ^nlacbe  Bela- 
tionen,  deren  Ableitung  bier  eine  Stelle  finden  möge. 

Ans  den  Gkicbnngen,  durcb  welcbe  XJ^  V,  W  definirt 
amd,  folgt: 

wo  die  Integration  über  die  ganze  Stromleitung  ausnidehnen, 
oder 
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-  -2///. 


5I    »1  «1 

r  r 


wo  das  Integral  ftr  jeden  eanzehien  Leiter  m  bilden  und  dann 
die  Summe  ftr  alle  Leiter  nehmen  ist  Darch  parttelle 
Litegration  verwandelt  sidi  dieser  Ansdniök  in  den  folgenden: 

^  {jii^(«coe(iyr*)  +  ocoB(iV^y)  +  iPCoe(iV*)) 

+JJJ     r-i«i  +  -«y  +  ^j/' 

wo  if  <9  ein  Element  der  Oberfiiche  eines  Leiten  beseiehnet 
Unter  der  Yoraassetzimg ,  dass  die  elektrischen  Ströme  sta- 
tionäre sind,  ist  aber 

du  ,  dv  ,  du>  n 

imd 

iiooe(iV#)  -I-  üoos(JVy)  +  tDOoeCiVk) 

ist  ftr  die  freie  Oberfläche  eines  Leiters  »  0  imd  hat  ftr  die 

Grenzfläche  zweier  Leiter  entgegengesetzte  Werthe  in  beiden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Summe  verschwindet,  mithin 

eu.er    ew  ^ 
da    a6  ac 

ist. 

Aus  den  Gleichungen  fiir  A,  JJ,  C  ei^ebt  sich  aber 


dB  _dC_  djBV  8 
de      db     da\db  d 


yv\  _  (dW  d^U\ 
cj  [db^'^de*)' 


6S  ist  daher 

BB     dC        (d*U  ,d*U  ,d*U\ 
■■  \öa«      W"^  de*] 

oder  wegen  des  Werthes  von  U 

dB     dC  . 

Bbenso  ist 

dA     dB  . 

Bei  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  für  y  folgt 

bieniis: 
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dv     da      .  j 
8a     88     j.  j 

Wenn  der  magnetische  Zustand  der  Eisenmaase  dorch 
Aendemng  der  Intensität  der  magnetiairenden  Ströme  ge- 
ändert wird,  80  werden  dadurch  in  den  Torhaadenen  Leitern 
elektrische  StrOme  indndrt  Es  seyen  JT,  JP^  Z  die  KrSfte, 
die  zur  Zeit  t  in  Folge  der  Aenderöngen  von  ß,  y  m  dem 
Punkte  («y  y,  z)  anf  die  Einheit  positiTer  Elektridtilt  nach  den 
Bachtangen  der  Axen  und  auf  die  Einheit  negativer  Elektrid- 
tftt  in  den  entg^engesetzten  Bichtongen  wirken.  Qeht  man 
ans  Ton  dem  Gtesetze  der  Indnction,  die  in  einem  gesdilosse« 
nen  linearen  Leiter  dorch  die  Aenderong  des  magnetischen 
Zostandes  eines  magnetischen  MoleklÜs  herrorgerofen  wird^ 
nnd  setzt  man 

Ii 


^  =///' 


dadhdcdß 
r  dt 


1- 


wo  (Of  bf  c)  einen  Ponkt  der  Eisenmasse  bedeoteti  so  findet 

8z  By 

^  '~  dx  dz 
„     8k  dB 

Gewisse  Fragen  über  die  durch  das  Entstehen  oder  \'er- 
schwinden  des  Maj,Mietismus  des  Eisenkörpers  induciilen  elek- 
trischen Ströme  kann  man  beantworten,  sobald  man  das  Po- 
tential des  magnetischen  Eisens  in  Bezug  auf  die  maguetisi- 
renden  Ströme  kennt.  Dieses  Potential  ist 

JJJdadhde{uA  ^fiB-^r^f 
wo  (a,  bf  c)  wiederom  einen  Ptankt  der  TSnfimnnnnn  bedeutet 
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Es  ist  Yon  selbst  klar,  dass  dieser  Ausdruck  daa  genannte 
Potential  darstellt,  sobald  von  einem  solchen  im  gewöhnlichen 
Sinne  des  Wortes  die  Rede  sein  kann,  sobald  nämlich  die 
{Ströme  nicht  diu'ch  die  Eiscninasse  hindiirchtliessen  und  also 
C  die  partiellen  Ditierentialqiiotieuten  einer  Funktion 
von  «/,  c  sind.  In  Bezug  auf  die  Inductionswirkimgen  hat 
der  Ausdmck  dieselbe  Bedeutmig  und  verdient  insotern  den- 
selben Namen,  wenn  die  Eisenniasse  von  den  Strömen  durch- 
Üosseu  wird,  wie  wenn  das  nicht  der  Fall  ist. 

Die  aufgestellten  (_Tleichungen  —  von  denen  einen  Tlieil 
schon  Maxwell  in  seiner  Abhandlung  on  tlu-  electronuifinrtic 
Jield^)  angegeben  hat  —  sollen  nun  auf  einen  sehr  einlachen 
J'all  angewendet  werden. 

Ein  Theil  der  Stromleitung  sei  ein  unendlich  langer  Cy- 
liuder  von  kreisförmigem  Querschnitt,  von  dem  ein  dmch  zwei 
Querschnitte  begiänztes  Stück  aus  Eisen  besteht;  die  beiden 
Enden  des  CJylinders  seien  durch  eine,  eine  Kette  enthaltende 
BttckleEtang  mit  eiiiander  verbunden,  die  überall  unendlich 
weit  TOn  dem  Eisen  entfernt  ist.  Die  Axe  des  C^lindera  sei 
die  z-AxGj  sein  Radius  7f,  die  Intensität  des  Stromes  i. 

Diejenigen  Theile  der  fftr  U,  V,  IV  aufgestellten  Inte- 
grale, die  sich  auf  die  genamite  Kücklcitung  ])eziehen|  sind, 
irie  man  leicht  sieht ,  bis  auf  miendlich  kleine  Grössen  Con* 
stanten  gleich;  da  in  der  Reohmmg  nur  die  Differentialquotien- 
ten  Ton  K,  IF  TorkommeD,  so  kann  man  sich  dahor  darauf 
besohrtnken,  jene  Integrale  Uber  den  Gylinder  auszudehnen. 
Für  diesen  ist 


man  darf  also  setzen: 

27»  0 

Die  letzte  Ton  diesen  Gleiefaangen  giebt,  wenn  man 

«2  +  ^2  ^ 


«a>0,  V^Oy  lOs 
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macht  und  dnroh  D  eme  (nnendEdi  grosae)  Oonitante  be- 
seidmet: 

^=  -i«^''  +  ^• 
HierttDs  folgt: 


C*-0. 

Bei  diesen  Wertheii  von  A,  i?,  C  wird  füi'  alle  Elemente 
der  Oberfläche  des  Eisenkörpers 

A  cos  {Na-)  +  J3  cos  (iVy)  +  Ccos  {Nz)  =  0 

und  daher  die  znr  Bestimmmig  Toa  Q  dienende  Gleichung 


Hieraus  folgt 
und  dann  weiter 


y-0. 

Die  magnetische  Aze  ist  daher  ftberaU  senkreofat  auf 
Q  nnd  auf  nnd  die  anf  die  Yolumeneinheit  besogene  mag- 
netische Intensittt  ist 

8  Irl 

Auch  für  Punkte  ausserhalb  der  Eisenmasse  ist  Q  »  0; 
magnetische  Krfiite  ttbt  dieselbe  nach  Aussen  hin  also  nicht 
ans.  Bei  Schliessong  nnd  Oeffirang  der  Leitung  irird  in  die- 
ser salbet  aber  dorch  das  Auftreten  nnd  Verschwinden  des 
Magnetismus  ein  elektrischer  Strom  indndrt;  es  eEfiUurt  d»- 
dnrdi  das  Potential  der  Leitang  in  Bemehnng  anf  sich  selbst 
scheinbar  eine  YergrSsaerong.  Diese  YergrOsserung  ist  das 
Potential  des  magnetischen  Eisens  in  Beeng  anf  den  magneti- 
sirenden  Strom,  dnddirt  dnroh  t*,  d.  h. 

j}J äadade(aA  +  ßB  +  yC) 
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oder,  wenn  man  mit  X  die  Llsge  des  Eisencjlindm  be» 
seidmet^ 

Ancb  in  dem  Mer  behandelten  IPaUe  kann  man  mit  Leich- 
tii^rait  aiish  rem  der  Yoranssetznng,  dass  k  eine  Constante  ist, 
mmbhftngig  machen;  den  Gleichungen  nämlich,  welche  bei 
Kftcksicht  auf  die  Veränderlichkeit  von  A  den  magnetischen 
Zustand  des  Eisencylinders  bestmunen,  genügt  man  ebenfalls 
durch  die  Annahme  Q  =  0, 


Ueb0r  dM  Oleichgewicht  und  die  Bewigiig  eiier 
•lastisdieB  Seheibe.') 

Der  erste  Versuch  einer  Theorie  der  Transversalschwiu- 
gungen  elastischer  Scheiben  ist  von  Sophie  Germain  be- 
kannt gemacht.  Im  Jahre  1811  reichte  sie  der  Pariser  Aka- 
demie, die  einen  Preis  für  eine  solche  Theorie  ausgesetzt  hatte, 
eine  Abhandlung  ein,  in  welcher  eine  Hypothese  über  die 
Kräfte  anaeinattdergesetzt  war,  mit  denen  eine  Scheibe  JB'onn- 
Terandemngen  widerstrebt,  und  aus  dieser  Hypothese  war  eine 
partielle  Differentialgleichung  fUr  die  Schwingungen  abgeleitet. 
Die  Verfiuaenn  hatte  bei  der  Bechnnng  einen  Fehler  gemacht  ; 
Lagrange,  der  sich  in  der  zur  Begutachtung  der  Abhand- 
limg  niedergeaetzten  Commission  befand,  leitete  aus  ihrer 
Hypothese  die  Bifferentialgleichong  ab,  welche  eine  richtige 
Bechnmsg  geben  rnnaate.  Es  ist  dieses  dieeelbey  welche  noch  jetzt 
als  die  richtige  anerkannt  wird.  Noch  fehlten  aber  die  Grena* 
bedingwigen,  dnrch  welche  die  Lteong  der  partiellen  Differen- 
tialglfllohmig  erst  za  einer  bestimmten  wird.  Diese  hat  Sophie 
Germain  in  einer  zweiten  Abhandlnng,  die  sie  zwei  Jahre 
cpAter  der  Akademie  llbergab,  ans  derselben  Hypothese  ab- 
geleitet Sie  waren  Ton  der  Art,  dass  die  YeilEMserin  die 
LOsnng  des  ProUems  ftr  den  Fall  rechteckiger  Scheiben  er- 
mitteln konnte.  Sie  TeigHch  ihre  theoretisehen  fiesnltate  fUr 
diesen  IUI  mit  Beobachtimgen  nnd  fimd  eme  üeberematim* 

*)  OreUe's  JoumsL  Bd.  40.  1850. 
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nnmg,  die  ihre  Hypothese  m  bestfitigen  sohieii.  In  einer 
dritten  Abhandlung,  die  sie  1815  der  Akademie  ttberreiohte, 
erweiterte  de  ihre  Hypothese  sO)  dass  sich  ans  derselben  andi 
die  Theorie  der  Scbwingongen  von  Fiatton  ableiten  Hess,  die 
im  nat&rUohen  2^i8tande  gekrümmt  sind.  Sie  konnte  die  Bedi- 
nnng  ftlr  cyHnderftmüg  gekrftmmto  Platten  dnrchfthren  nnd 
fand  auch  hier  ihre  theoretischen  Hesultate  im  Kinklang  ndt 
experimentellen. 

Diese  3  Abliaiullungen  sind  nicht  gediuckt;  den  Haupt- 
inhalt derselben  und  die  Ergebnisse  ilirer  foiigesetzien  Fui  schun- 
gen  hat  die  Verfasserin  in  zwei  Schriften  verütiVutliclit .  von 
denen  die  erste  ,.R('cherches  sur  la  th^orie  iiossui'facesehisti«iues" 
im  Jahre  1821,  die  zweite  „Remaniues  sur  Li  nature,  les  l)onies 
et  r^tcndue  de  la  (juestion  des  surfaces  elasticjues,  et  re(|uation 
j?4nerale  de  ces  surikces'^  im  Jahie  1826  zu  Paris  ei^schieuen 
sind. 

Ungeachtet  der  Bestätigungen,  weh  he  die  Theorie  von 
Sophie  Germain  duicli  A'ersuche  erfahren  hat,  ist  sie  nicht 
riclitig;  denn  man  kann  Folgerungen  aus  ilir  ziehen,  welche 
in  ofl'eidjai'em  Widerspruche  mit  der  Wirklichkeit  stehen.  Ich 
beschiänke  mich,  um  dieses  zu  zeigen,  auf  die  Betrachtung 
einer  Platte,  die  im  natüilichen  Zustande  eben  ist.  Die 
Schlüsse,  durch  deren  Hülfe  Sophie  Germain  zu  ihren  Ge- 
setzen für  die  Form"?erändenmg,  die  eine  solche  Platte  durch 
die  Wirkung  äusserer  Kräfte  erleidet,  und  für  die  Schwingun- 
gen, die  sie  vollführt,  gelangt,  siud  im  Wesentlichen  folgende. 

In  jedem  Elemente  der  Platte  welches  seine  Gestalt  yer- 
ftndert  hat,  ist  eine  Kraft  erzengti  welche  dasselbe  in  seine 
nrsprüngliche  Form  zurückzufthren  trachtet  Die  Bedingung 
des  Gleichgewichts  der  Platte  ist  die,  dass  das  Moment  aller 
in  derselben  erzengten  Kräfte  nnd  das  Moment  der  gegebenen 
ftoflseren  ErSite  eine  yerschwindende  Summe  liefenL  Bs  sei 
9  die  Dicke  der  Platte,  df  ein  Element  ihrer  MittelflSehe;  die 
in  dem  Elemente  tdf  enengte  Kraft  wird  mn  so  grösser  sein, 
je  gr(teser  der  Unterschied  der  Gestolt  von  df  naob  der  Foxm- 
▼eiSndenmg  nnd  der  ursprünglichen  Gestalt  dieses  Elements 
ist  Hätte  man  ein  passendes  Maass  ftr  dteaen  üntersohiedy 
80  wtrde  man  jene  Kraft  diesem  proportional  annebmen 
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können;  es  sei  u  ein  soldies  Maass,  danu  wird  man  jene 
Kraft 

=  N^udf 

sctzeu  kömieii;  wo  A-  eine  von  der  Dicke  und  der  Natur  der 
Platte  abhängige  Constante  l)ozeichnet.  Das  Streben  dieser 
Kiail  ,?ebt  dabin,  u  zu  yerkleiuern;  das  Moment  derselben 
wird  daher  sein: 

—      u  5udf\ 
w^o  Öu  die  virtuelle  Yerändenmcf  von  n  bedeutet. 

Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  für  den  Fall 
eines  elastischen  Stabes  an,  so  gelangt  man  zu  den  richtigcMi 
Endgleichungen,  wenn  man  n  =  dem  reciproken  Krümnmngs- 
radius  der  Mittellinie  d^s  Stabes  setzt;  Sophie  Grermain 
glaubte  dem  entsprechend  in  dem  Falle  einer  Scheibe  tt  = 
der  Smnme  der  reciproken  Hauptkrümmungsradien  der  ^littel- 
fläche  annehmen  zu  können.  Sind  diese  Hauptkrümmungs- 
radien und  (>2>  ^0  erhielt  sie  demnach  für  das  Moment 
der  in  dem  einen  Elemente  erzeugten  Kraft  den  Ausdruck 

und  als  Bedingung  des  Grleichgewichts  der  Platte  die  Gleichung: 

falls  dP  das  Moment  der  gegebenen  äussern  Kräfte  be- 
zeichnet. 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingung  unmögHch  (üe  rich- 
tige sein  kann,  wende  icli  sie  auf  den  Fall  an,  dass  eine  Scheibe 
unendlich  wenig  aus  ihrer  m'spriinglichen  Gestalt  gebracht  ist 
durch  Kräfte,  die  auf  ilur  Inneres  senki-echt  zu  ihrer  Mittel- 
fläche wirken;  den  Band  der  Scheibe  nehme  ich  dabei  der 
Sinfiachhcit  wegen  als  frei  an.  Die  Mittelfläche  in  ihrer  ur- 
sprünglichen Gestalt  sei  die  a?y-Ebene  eines  rechtwinkhgen 
Coordinatensystems ,  z  die  auf  ihr  senkrechte  Verräckung, 
welche  der  Punkt  {x,  y)  der  Mittelfläche  erlitten  hat,  Z  die 
Kraft,  die  in  der  Kiclitung  von  z  auf  eine  Linie  der  Platte 
irirkt,  die  in  derselben  Bichtiing  dnroh  den  Punkt  (»,  y)  ge- 
sogen ist  Seist  man  dann 

"t-  ^  -  « » 
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80  liefert  jene  GHeiehgewicfaixibediDgimg  ftr  «  die  partieUe 
Diffeientialc^leidiQDg 


und  d£e  Ghrensbedingangen 

««0,  ^^0, 

'     an  ' 

wo  n  die  Normale  des  Umfanges  der  Mittelfläcbe  bezeichnet. 
Nun  ist  aber  die  Lösunj?  der  DifFercntialglcichiiiig  lur  u  schon 
durch  die  erste  der  beiden  Greiizbediiiguiigen  vollkoinraen  be- 
stimmt; es  ist  daher  im  Allgemeinen  nicht  möglich,  ein  u  zu 
linden,  welches  auch  noch  der  zweiten  Grrenzbedingung  genügt; 
und  demnach  gäbe  es  im  Allgemeinen  gar  kein  Gleichgevsicht 
fÖr  die  Platte.  Wären  die  gegebenen  Kräfte  Z  von  der  Ai-t, 
dass  eine  Funktion  «  gefunden  werden  könnte,  die  den  beiden 
Grcnzbed ingongen  genügt,  so  hätte  man,  um  die  Gestalt  der 
Mittelfläche  zn  ennitteki,  diesen  Werth  Ton  u  in  die  Di£Eeren* 
tialgleichuDg  für  ;r  zn  subsUtoiren  und  ans  derselben  ^  zu  be- 
stimmen. Dieser  Gleichung  genügen  aber  unendlich  viele 
Funktionen,  es  würde  daher  in  diesem  Falle  unendlich  yiel» 
Gleidigewichtslagen  der  Platte  geben.  Dieser  F^  wflrde 
z.  B.  eintreten,  wenn  keine  Kräfte  Z  Toihanden  sind;  wäre 
die  Platte  in  irgend  welche  GMalt  gebracht»  ftlr  die 


G^estalt  Teifaaxren,  ohne  das  Bestreben  zn  zeigen,  in  ihre  mr« 
sprüngliohe  Gestalt  zorOckzakehren.  Jener  Gleichgewichts- 
bedingung  zofolge  mfisste  die  Platte ,  anch  wenn  sie  endliche 
Krümmungen  erlitten  hat,  ohne  Mitwirkung  äusserer  Kräfte 
im  Gleichgewidite  dch  befinden,  sobald  fllr  alle  Punkte  ihrer 
Mittelfläche  die  Summe  der  reciproken  Hauptkrfimmnngsradiai 
Terschwindet. 

Eine  zweite  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe- 
gung elastischer  Sch('i])en  ist  von  Poisson  aufgestellt  und  in 
seiner  berülmiten  Abhandlung  „Sur  lY^cjuilibre  et  le  mouve- 
ment  des  corps  6lastiq[ues'' ^)  entwickelt.    Aber  auch  diese 

1)  lUm.  de  YAß.  d.  le.  &  Par.  1888,  p.  887. 
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Theorie  bedarf  einer  Berichtiprunpr,  und  dieselbe  zu  geben,  ist 
eben  raeine  Absicht.  Poisson  g*  langt,  indem  er  seine  allge- 
meinen Gleichungen  des  Gleichgewichts  elastischer  Körper  auf 
den  Fall  einer  Scheibe  anwendet,  zu  derselben  partiellen  Diflferen- 
tialgleichung,  zu  welcher  die  Hypothese  von  Sophie  Germain 
geführt  hat,  aber  zu  andern  Grenzbedingiingen,  und  zwar  zu 
drei  Grenzbedingungen.  Ich  werde  beweisen,  dass  im  Allge- 
meinen diesen  nicht  gleiclizeitig  genügt  werden  kann;  woraus 
dann  folgt,  dass  auch  nach  der  Poiss  on'schen  Theorie  eine 
Platte  im  Allgemeinen  keine  Gleichgewiditfilagd  haben  müsste. 
Diesen  Beweis  werde  ich  aber  erst  f[ilm%  nachdem  ich  die 
zwei  Grenzbedingongen  abgeleitet  haben  werde,  die  an  die 
Stelle  der  Poiss  on'schen  drei  za  setzen  sind,  weil  er  sich 
natiu-gen^lss  an  die  Betrachtungen  anschHesst,  dnrch  welche 
ich  jene  ableiten  will. 

Poisson  hat  seine  Theorie  auf  den  Fall  einer  kreisför- 
migen  Hatte  angewandt,  die  so  schwingt,  dass  alle  Punkte,  die 
gleich  weit  Ton  ihrem  Mitte^fnmkte  abstehen,  sich  immer  in 
demselben  Zustande  befinden;  er  konnte  m»  auf  diesen  Fall 
anwenden,  weil  in  demselben  eine  seiner  drei  Orenzbedingmigen 
identisch  erftOlt  woide.  Ans  der  modifidrten  Theorie  werde 
ich  allgemem  die  Gesetse  der  Sehwingmigen  emer  freien  kieis" 
förmigen  Platte  entwickehi;  in  dem  bezeichneten  spedeDen 
fUk  wnde  ich  za  denselben  Formefai  gelangen,  welche 
Poisson  gefunden  hat.  Durch  die  GKtte  des  Herrn  Direktor 
Strehlke,  welcher  Messungen  in  Bezug  auf  die  Enotenlinien 
kreisftrmiger  Scheiben  angestellt  hat,  bin  ich  in  den  Stand 
gesetzt,  einige  der  numerischen  Besultate  der  Theorie  mit  den 
entsprechenden  Besnltaten  der  Beobachtung  zusammenzustellen. 

§  1. 

Poisson  legt  seinen  Betrachtungen  über  eine  elastischePlatte 
die  Gleichungen  zu  Grunde,  welche  auf  die  Formveränderungen 

beliebig  gestalteter  elastischer  Körper  sich  beziehen.  Diese 
Gleichungen  lassen  sich  in  eine  zusammenfassen,  welche  aus- 
spricht, dass  das  Moment  der  Kräfte,  welche  die  Formverän- 
denmg  bewirkt  haben,  der  Variation  eines  gewissen  Integrals 
gleich  ist.  Es  hat  diese  vor  jenen  auch  das  voraus,  dass  jene 
nur  gelten,  wenn  die  Verrückungen  unendlich  klein  sind,  wäh- 
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rend  diese  besteht,  sobald  die  Dilatationen  und  Contractioneii 
unendlich  klein  sind ;  auf  den  Fall  von  unendlich  dünnen  Stäben 
oder  PLittcn,  die  endliche  Krümmungen  erhtkm  haben,  können 
jene  nicht  angewandt  werden,  diese  kann  es  aber.  Sie  ist  die 
folgende: 

(1)  0  =  .TP  -  <yKf  d  f(  Af  +  A|4-Ai  +  d{k^  +  i,)') . 
Hier  bedeuten:  das  Moment  der  gegebenen  Kräfte,  d  V 
das  Yolmnen  emes  Elements  des  Körpers,  X^,  A,,  die  Haupt- 
dilfttationen  dieses  Elements;  die  Integration  ist  über  den 
ganzen  KOrper  auszudehnen;  K  und  d  sind  zwei  Constanten, 
Ton  denen  der  ElasticitfttscoSfficient  q  93sd  die  Weise  abhtagt^ 

igt  Man  erhfilt  aus  (1)  die  Poisson'schen  Qldclmngeni  wenn 
man  setzt,  und  die  Oleichmigen,  su  welchen  Herr 

Wertheim  durch  seine  Yersncha  gsAlhrt  worden  ist^),  wenn 
mann  \  macht  Beseicfanet  man  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  des  Ortes  Ton  im  urapr&ngiichfin  Zustande  des 
KOfpera  dordi  jt,  die  Yenrüdnuigen  in  den  Bichtangen 
der  Azen,  die  dasselbe  bei  der  FormTSiftnderung  erlitten  hat» 
durch  u,  Vf  10 f  die  Eififte,  die  anf  dasselbe  in  den  Bichtangen 
der  Alten  wiricen,  durch  XdVf  YdV^  ZdV;  nennt  man  ferner 
dO  ein  Element  der  Oberflftohe  des  Körpers  und  (X)dO, 
{r)dO,  {Z)dO  die  Druckkräfte,  die  auf  dasselbe  in  den  Bich« 
tungen  der  Axen  ausgeübt  werden,  so  ist  der  Werth  von  SI*, 
der  in  die  Gleichung  (1)  gesetzt  werden  muss,  folgender: 

(2)  dF^jd  V(XÖu  +  Ydv  +  ZSw) 

+  /  dQ{{X)Su-\.{T)bv  +  {Z)8w)), 

wo  das  erste  Integral  über  das  ganze  Volumen,  das  zweite 
über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  auszudehnen  ist. 

Dass  die  Gleicliimg  (1)  für  den  Fall,  dass  ?/,  t',  w  unend- 
hch  klein  sind,  wirklich  die  bekannten  Gleichungen  fiir  die 
Formveränderungen  elastischer  Körjjer  liefert,  davon  überzeugt 
man  sich  leicht  durch  folgende  Rechnung. 

£s  seien  ct^         die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine 


*)  Ann.  de  ch.  et  de  pL  3«  s^r.  XXIIl.  p.  52. 
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durch  den  Punkt  {x,  i/,  z)  gezogene  Linie  mit  den  Coordinaten- 
Axen  bildet:  die  Dilatation  in  der  Kiclitung  dieser  Linie  für 
den  Punkt  (r,  _^/,  z),  die  durch  X  bezeichnet  werden  möge,  ist 
dann  unter  der  Voraussetzung,  dass  u,  r,  tr,  also  auch  die 
Differential quotienten  dieser  Grössen  nach  t,  y,  z  unendlich 
klein  sind,  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt:  - 

dx^P  dn^  ^  dz 

Die  Hauptdilatationen  A,,  Aj,  Aj,  sind  die  Werthe  von  l  für 
diejenigen  Werthe  von  a,  ß,  für  welche  die  Variation  ök 
verschwindet;  d.  h.  sie  sind  die  Wurzeln  der  Gleieliunu^ 

,  i(dio      dv\  (du     dw\  f  8v  du\ 

£s  folgt  daraus: 
und  ferner 

lf*»_L^«^V 

also  auch 

Diese  Werthe  von  /j  +  +  und  Af  +  A|  +  Af  sind  in  die 
Gleichung  (1)  zu  substituiren  Wir  scln-eiben  dieselbe  wie  folgt: 
(3)  dF  -  KdSl  =  0, 

1)  Di«  OMdumg,  die  dmeh  cBeM  SaMtetfon  eatsteht,  findet  lidi 

in  wenig  veränderter  Gestalt  schon  in  einer  Abhandlung  von  G.  Green, 
„Olm  tlie  !aws  of  rcfleiion  and  refraction  of  light,  Ciiiub.  Phil.  Trans.  MI."; 
sie  ist  dort  auf  andere  WeisOi  all  hier,  oiine  Betrachtang  der  üaopt* 
dilfltfltinnfin  abgeleitet 
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indem  wir 

(4)  -0  =  /  dV(k\  +  ll  +  jii  +  6{X,+k,+k,y) 

setzen.  Die  Variation  dSi  wird  ans  drei  Theilen  bestellen, 
von  denen  der  erste  von  Su,  der  zweite  von  dv^  der  dritte  Ton 
Sw  abhftngt;  diese  drei  Theile  wollen  wir  durch  dB^  dS,  ST 
bezeidmen;  dann  ergielit  dch 

(5)  dn^sn+ss+ST, 

und  man  findet: 


v/«>  i/w»  .  (dw  du\ddu\ 


Aus  dem  Ausdiucke  von  SR  ergiebt  sich  der  von  SS,  und 
aus  diesem  der  von  ST,  wenn  man  u,  v,  w  und  gleichzeitig 
X,  y,  z  cyklisch  vertauscht.  Den  Ausdruck  von  SR  zerlege 
man  in  drei  Integrale,  von  denen  das  erste  unter  dem  Integral- 

zeichen  den  Factor  .     das  zweite  den  Eactor  '^^dasdritte 

den  Factor  ^ "  hat.  Auf  das  erste  von  den  dreien  wende  man 
den  Satz  an,  der  durch  die  Gleichung 

Jd  Vf'^  ^-JdVG  |f-/rfOFGcos  Wx) 

ansgeeprochen  wird,  in  welcher  F  und  G  zwei  beliebige  fVmk- 
tionen  von  x  bezeichnen,  <f  Kdas  Element  eines  begrenzten 
Baums,  dO  das  Element  der  Oberflftche  desselben  und  (Y,  x) 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  dem  Lmem  des  begröizten 
Baumes  gerichtete  Normale  Ton  dO  mit  der  d»-Aze  bildet; 
auf  das  zweite  und  dritte  der  Integrale,  deren  Summe  SM  ist, 
wende  man  die  Sfttze  an,  die  aus  jenem  durch  Vertauschnng 
Ton  s  mit  y  oder  ß  entstehen;  jedesmal  mache  man  dabei 
Garn  du.  Fassen  wir  dann  die  nach  dfK  zu  nehmenden  Inte- 
grale zusammen,  und  eben  so  die  nach  dO  zu  nehmenden,  so 
ergiebt  sich 

iü— Pk{2(1  +  (»)0  +  «^"  +  *^  +  (1  +  26)^ 
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-JdO  { (2(1  +6)  1^  +  2fl  g  +  co,(jr,  .) 

+ (U + Iii {Ij + 13     }  ««• 

Bildet  man  aus  diesem  Ausdrucke  von  ÖR  durch  die  angege- 
benen \'ertauscliungen  die  Ausdrücke  von  ()  S  und  ÖT,  und 
dann  der  Gleichung  (5)  gemäss  den  Werth  von  öSi;  setzt 
diesen,  so  wie  den  Werth  von  öF  iius  (2),  in  die  Gleichung 
(3),  zieht  hier  die  Integrale  zusammen,  die  iibor  das  Volumen 
des  Kürpei*s  auszudehnen  sind,  so  wie  dii^jenigen,  die  sich  auf 
die  Obei-fläche  desselben  beziehen,  und  setzt  dann,  den  Priu- 
cipien  der  Variationsreclmung  gemäss,  die  Faktoren  Ton  öuy 
StD  unter  den  beiden  Integralzeichen  as  0;  so  erhält  man 
folgende  Gleichungen: 

Für  einen  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 

V>)\  Und  ftr  ömn  Funkt  der  Obafllche: 

-«^{  (2(1  +  Ö)  85  +  2Ö  1^  +  20  Q  OOS  (A,*) 

+  (|2  + 1^)  cos(iV,y)+       + 1^)  cos  UV,.) } +(Ä)=0. 
1(2(1  +Ö)^;+  2ö|f  +  20-ycos(A,,) 
+  iw  +|^)eo«(^.^)  +  (g  +  ||)cos(i»r-')  }+(>-)=0, 
{  (  2  (1  +  Ö)  If  +  2  Ö 1=  +  26 1?)  cos  UV, .) 

+ föi + Ii)     + (a^ + S  }+(^-°- 
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Diese  Gleichungen  sind  dieselben  vne  die.  welche  Caucliy  auf 
einem  Wege  abgeleitet  hat,  bei  welchem  er  nicht  auf  die  Be- 
trachtung der  Molecularkräfte  zurückf^ing;  sie  gehen  in  die 
Foisson'schen  über,  wenn  man  6  —  ^  setzt,  und  in  die 
Wertheim^Bchen,  wenn  6  —  1  gesetzt  wird. 

Ich  werde  jetzt  eme  Ableitung  der  Gleichimg  (1)  geben, 
ans  welcher  herroigehen  wizd,  dass  sie  eine  allgemeinere  Gill- 
tigkeit  liat^  ak  die  Gleichungen  (6).  Betraditongen,  die  denen, 
welche  hier  folgen,  ganz  ftfanlidi  sind,  hat  Lagrange  mehr- 
mals in  seiner  Af^ftbanilr,  z.  B.  bei  der  Herleiiimg  der  Glekh- 
gewichtehedingang  eines  elastischen  Stabes  angestellt 

Es  sei  d  V  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Theils 
des  elastischen  Körpers  in  seinem  natürlichen  Zustande.  D<t 
Zustand,  in  welchen  dieser  Theil  durcl»  die  Fonu Veränderung 
gerätli,  kann  bekannthch  aus  dem  natürlichen  als  auf  die 
Weise  liervorgef^angen  angesehen  werden,  da«s  der  Theil  ohne 
Veränderimg  der  relativen  Laj^e  seiner  MoleciÜe  eine  andere 
Lage  im  Räume  erhalten  hat  und  dann  in  drei  auf  einander 
senki-echten  Richtungen  (gleichmässig  in  jeder,  aber  verschiedeu 
in  den  Tersehiedenen)  düatirt  worden  ist').  Eine  unendlich 
kleine  Kugel  geht  liiemach  in  ein  Ellipso'id  über,  dessen  Axen 
die  Richtungen  haben,  in  denen  die  Dilatationen  Statt  fanden. 
Diese  Dilatationen  werden  daher'die  Hauptdilatationen  X^,  A,, 

sein.  Die  Elasticität  des  E^rpers  bewirkt,  dass  der  be- 
trachtete Theil  sich  in  den  Richtungen,  in  denen  er  ansgeddmt 
ist,  zusammenzuziehen  strebt;  die  Krftfte^  mit  denen  er  sich 
in  denselben  zDsammenznziehen  strebt,  seien  L^dV^  J^äV^ 
L^dV;  die  erste  von  ihnen  sacht  i^,  ^e  zweite      die  dritte 

za  TeiUeinem.  Das  Moment  der  ersten  Kraft  ist  daher 
— L^dVdXi,  ^  zweiten  —L^dVSX^^  das  der  dritten 
— L^dVdX^f  und  das  Gesammtmoment  der  drei  ErSfte  ist 

—  d  V{L,      +L^dk^  +     () A3). 

Nnn  sind  X^,  Zr,,      Funktionen  von  Aj.    Wir  wissen 

Ton  ihnen,  dass  sie  gleichzeitig  mit  il^,  A,,  A,  verschwinden; 


1)  Eine  Compression  will  ich  als  negative  Dilatation  bezeichnen. 
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ferner,  dass  emfi  symmetrische  Funktion  von  A,  und  A,, 
und  dieselbe  SWktUm  Ton  ^»  hi  hf  ^  A  h 
und  X|  T<m  itg,  A,,  sein  rnnss.  Nimmt  man  daher  Ä||  i,»  ^ 
als  unendlich  klein  an.  so  wird  man 

setzen  können;  wo  a  und  ä  zwei  von  der  Natur  des  Körpers 

ahhAiigige  Grössen  bezeichnen.   f^Uirtman  an  Stelle  derselben  i 

xwei  andere  iCmd  6  ein,  die  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen 

a«2Ä'(l  +  ö),  b^2Ke  - 
▼erbunden  sind,  so  <  i  hült  mau  füi-  das  Moment  der  in  rfK  er- 
seogten  Krälle  den  Ausdruck 

-  rf  K.dJS:(A|  +  AJ  +  AJ  +  Ö(A, +A,  +  AJ») 
und  für  das  Moment  aller  in  dem  Körper  eneugten  Erftfte 
den  Ausdruck 

-  ^iL  j '  F  ( +  AJ  +  4  +  Ö  (Ai  +  A,  +  A,  r  )  • 

Die  Summe  dieses  Moments  und  des  Moments  der  äusseren 
Kräfte  muss  fttr  den  Gldchgewiditszustand  Terschwinden;  ni» 
es  durch  die  Gleichung  (1)  ausgesprochen  wird. 

§  2. 

Jetzt  wollen  wir  xur  Betrachtung  einer  Platte  übergehen. 
Wir  setzen  in  Bezug  auf  diesi  l])e  voraus»  dass  ihre  Gnind- 
fiäohen  im  natürlichen  Zustande  durch  zwei  parallele,  unend- 
lich nalie  Ebenen  gebildet  werden,  ihr  lUnd  durch  eine  be- 
liebige Cylinder-Oberfläche,  die  jene  senkrecht  schneidet.  Die 
Platte  hat  eine  Form-Aendemng  erhtten  durch  Krftfte,  die 
auf  ihr  Inneres  wirken  und  durch  Druckkräfte,  die  anf  ihren 
Band  ansgettbt  werden,  wihrend  ihre  Gfrondfl&chen  frei  sind. 
Diese  KrSfte  smd  endEch  nur  so  gross,  dass  die  Dflsfcationen, 
die  sie  heryoibringen,  als  unendlich  klem  betrachtet  werden 
dürfen.  Hierdurch  ist  jedoch  nicht  ausgesprochen,  dass  die 
Krümmungen,  die  die  Platte  erlitten  hat,  unendlich  Uem  sind; 
dieae  woUein  wir  uns  toilBiifig  als  endUcdi  Torstellen. 

üm  die  Anwendung  der  Gleichung  (1)  anf  den  IUI  einer 
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solchen  Platte  zu  Tennitteln,  machen  wir  zwei  Annahmen,  die 
wir  als  Ergebnisse  des  Experiments  ansehen  und  die  ganz 
entbprechend  denjenigen  sind,  welche  Jacob  Bernoulli  in 
Bezug  auf  einen  elastischen  Stab  macht;  nämhch  folgende: 

1)  Jede  gerade  Linie  der  Platte,  welche  ui*sprünglich 
senkrecht  auf  den  Grundllächen  war.  bleibt  bei  der  Form- 
Aenderung  gerade  und  tseiikrecht  auf  den  Flächen,  welche 
ursprünglich  den  (Trundflächen  parallele  Ebenen  waren; 

2)  Alle  Elemente  der  IMittelfläche  (d.  h.  deijenigen  Fläche, 
welche  im  natürlichen  Zustande  der  Platte  die  Ebene  ist, 
die  den  Grundflächen  parallel  in  der  Mitte  zwischen  diesen 

,   liegt)  erleiden  bei  der  Forra-Aendenmg  keine  Dilatation. 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Annahmen  werden  sich  die  Werthe 
der  Hau])tclilatationeii  X^j  A^,  P.^  für  den  gegeairSrtigea  Fall 
leicht  ausdrücken  lassen  durch  die  Hauptkiilmmungsradien  der 
Mittelfläche.  Man  stelle  XU  diesem  Ende  folgende,  noch  auf 
einen  elastischen  Körper  von  beliebiger  Form  bezügliche  Be> 
trachtong  an.  Man  denke  sich  in  dem  Köi*per  in  seinem  ur- 
sprOuglicfaen  Zustande  eine  unendlich  kleine  Kugel  und  in  der- 
selben einen  DurcJunesser  a  und  eine  auf  diesem  senkrechte 
Biametral-Ebene  A;  bei  der  Fonn-Aenderung  geht  die  Kugel 
in  ein  ElUpsold  Uber;  die  MoleeOle,  die  auf  a  und  auf  A 
lagen,  liegen  dann  auf  einem  Durchmesser  und  auf  einer 
Diametral-Ebene  A  des  Ellqksolds,  welche  coiQUgirt  zu  ein- 
ander sind.  La  Allgemeinen  wird  daher  d  nicht  senkrecht 
auf  A  sein.  Ist  a'  senkrecht  auf  Af  so  wird  fßiaxsk  einer 
Haupt- Aze  des  Ellipsolds  sein,  und  das  Maximum  und  das 
Minimum  der  auf  a'  senkrechten  Durchmesser  werden  gleich 
den  beiden  andern  Haupt-Azen  sein;  d.  h.  es  wird  die  Dila- 
tation von  die  eine  Hauptdilatation,  und  die  beiden  andern 
Hauptdilatationen  werden  das  Maximum  und  das  Mininum  der 
auf  a  senkrechten  Dilatationen  sein. 

"Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  Fall  der  Platte  an,  so 
folgt  daraus  bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (1):  dass  für 
irgend  einen  Punkt  im  Lniern  der  Platte  die  Dilatation  in  der 
Richtung  der  durch  ihn  gezogenen  l!sorniale  der  Mittelfläche 
eine  der  Hauptdilatationen  ist.  Wir  wollen  z  die  ursprüng- 
liche Entiemuug  des  betrachteteu  Punkts  von  der  Mitteifläche, 
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T*  seine  Entfernung  von  derselben  nach  der  Foim-Aenderung 
nennen;  gleichzeitig  möge  durch  z  auch  die  Kormale  der 
Älittelfläche  nach  der  Form-Aenderuug  in  Bücksicht  auf  ihre 
Lage  bezeichuet  werden.   Setzt  man 

80  wird  also     der  Werth  emer  fianptdüatation  sem.  Da 

diese  uoendEob  Ushi  sem  soU,  und  da  q  gleichzeitig  mit  « 
verschwindet,  so  muss  q  gegen  z  unendlich  klein  sein. 

Bei  Berücksichtigung  der  Annahme  (2)  sieht  man.  dass 
die  Dilatation  in  iigend  einer  auf      benkiechteu  Bichtung 

^  ist,  wenn  q  den  Krümmangsradius  der  Gurre,  in  welcher 

die  durch  z'  und  die  betreffende  Bichtong  gelegte  Ebene  die 
Mittelfl&che  schneidet,  fttr  den  Fnsspnnkt  Ton  ^  bezeichnet 
Kennt  man  daher  die  KiHminnngBradien  der  Hauptschnitte 
der  Ifxttelflftohe  ftr  den  Fasspnnkt  Ton  s^,     und  g^y  so  sind 

—  und  —  die  Werthe  der  beiden  andern  Hauptdilatationeu. 

Da  if^z  unendlich  Uein  gegen  ir  ist,  so  Inum  man  ftr  diese 

9 

auch  —  und  —  schreiben. 

Die  Werthe  der  Hauptdilatationen  Ap  X^^  ).^,  die  jetzt 
gefonden  sind,  snbstituire  man  m  die  Gleichung  (1).  Drückt 
man  dann  noch  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 
df.dz  ans,  indem  man  unter  df  das  Element  der  Mittelflftche 
▼ersteht,  so  erhfilt  man  die  GHeinhung 

(7)  O-^P-if. 

Bezeichnet  man  die  Dicke  der  PUtte  durch  2«,  so  ist  die  In- 
tegration in  Bezug  auf  z  von  z     —  «  bis  z  «  e  zu  nehmen. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  sich  die  eine  der  Haupt- 

dilatationen  |^  durch  die  beiden  andern  —  und  —  ausdrOoken 

lässt,  ohne  dass  dazu  die  Kenntniss  der  Kiäfte  nöthig  Aväre, 
welche  die  Form- Aenderung  der  Platte  bewirkt  haben.  Es 
ist  2U  dem  Zwecke  der  Werth  von  ÖFf  der  durch  die  Uiei- 
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clmng  (2)  gegeben  ist,  nSher  imtennicheiL  Jha  reobtwiiikHge 

Coordinatensystem,  auf  welches  sich  diese  G-leichung  bezieht, 

wBMe  man  so,  dass  die  xy  Ebene  die  Mittelfläche  in  dem  na- 

türlicheii  Zustande  der  Platte  ist ;  dann  behält  z  die  Bedeutung, 
die  ibm  hier  gegeben  wurde.  Man  Ijezoichne  die  Winkel, 
welche  die  Noimale  der  Mittelfläche,  2',  mit  den  Coordinaten- 
Axen  bildet,  dui'ch  (2',  x),  {z',  j/),  {z,  z),  die  ursprünglichen 
Coordinaten  des  Fusspunkts  von  z  durch  x^^,  0,  die  Ver- 
rückungen,  die  dieser  Punkt  in  den  Richtungen  der  Axen  er- 
litten hat)  durch  so  ist  dei'  Annahme  (1)  zufolge: 

y  +   =  yo  +  ^0  +  «'cob(/,  y\ 

Z  -f  tC  =a  «7^,  +  z'  COS  (z'j  Z), 

oder,  da  «' — t  imendlidi  klein  gegen  z  ist: 

*  +  «  —  «b  +  *»  +  «C08(«',  x\ 

tf'¥v  -yo  +  «'o  +  *«<»(^»y)» 

z  -h  to  «         Wo  +         ('^  > 
Hieraus  ergiebt  sich: 

bu  B  ÖM^  + 16  O08(j^,  m\ 

Jtr»  ^tTy-f- r^co8(«',  z). 

Diese  Werthe  von  du,  Sv,  Sic  sind  in  die  Gleichung  (2)  zu 
substituiren.  Die  zweiten  Theilo  derselben  sind,  da  sie  den. 
Eaktor  z  enthalten,  unendlich  klein  gegen  die  eorsten  und 
ktanen  daher  gegen  diese  im  Allgemeinen  Temachi&sagt 
werden;  wir  haben  sie  beibehalten,  nm  den  Fall  von  den  obigen 
Betrachtungen  nidit  anszusoUiesRen,  in  dem  die  Integrale 
+*        +f        +*        +•  +«  +« 

f XgdSfJ  yMd£,f  ZMdiyJ  (X)zdz,f(Y)9dgff(Z)sdz 
— •         — •        — *        — #  — «  — « 

Ton  derselben  Ordnung  sind  wie  die  Integrale 

+•        +#        +t       +•  +•  +• 

f  Xdi,Jräi,Jz,L;  f  (.Y)  d2,J {r)äz,f  (Z)dz. 


(8) 


—  f  — f  —  f  -   I  — ■# 


Stellt  man  sich  die  Werthe  von  du,  öv^  öw  aus  (8)  in  (2) 
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substituii't  vor,  so  sieht  man,  dass  SP  iiuabliäiigig  von  8q  ist: 
es  folgt  daraus,  dass  das  von  Öq  abhängige  GUed  des  zweiten 
Theils  der  Gleichung  (7)  für  sich  yerschwiuden  muss.  Daraus 
folgt 

oder 

Setzt  man  diesen  Werth  tou^  in  die  Gleichung  (7),  so 
Ipett  sie: 

'oder,  wenn  man  die  Integration  nach  z  ausführt: 
(9)    0-.JP-|a»«/4f(l  +  J^  +  ^(l  +  iy). 

(  8. 

Die  gefundene  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  für 
eine  Platte  wollen  wir  nun  auf  den  Fall  anwenden,  den  Poisson 
behandelt  hat:  auf  den  Fall  nünilich,  dass  die  Platte  sich  nur 
unciuUich  wenig  von  ihrer  ursprilnghchen  Gleichgewichtslage 
entfernt  hat.  Wir  beginnen  mit  der  weiteren  JBntwickelung 
des  Werths  von  ö  P. 

Ist  tr^,  eine  unendlich  klein«;  Grösse  erster  Ordnung,  so 
werden,  da  die  Mitteltläche  keine  Dilatationen  erlitten  haben 
soll,  und  i\,  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sein; 
daher  lassen  sich  du^  und  als  unendlich  klein  gegen  Öw^ 
betrachten  und  die  Gleichungen  (ö)  wie  folgt  schreiben; 

Su  =         zSco6{z'f  x), 

Sw  —  ^0  +  ^  008  (z,  z). 

Femer  ist  in  dem  vorliegenden  Falle,  wenn  man  wiederum 
nur  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  berücksichtigt: 

oo,{/,  .)  -  -      ,  ccC*-,  y)  -  -  g ,  CM (.',  »)  -  1; 

und  daher  wird: 
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Diese  Werthe  substituire  man  in  die  Gleichung  (2).  Drückt 
man  dann  wieder  das  Element  des  Volumens  der  Platte  durch 

df  (h  aus  und  das  Element  der  Oberfläche  ilu'es  Kandes  durch 
ds  dz,  indem  man  unter  ds  das  Element  des  Umfanges  ihrer 
IVIittelfläche  versteht,  und  schi*eibt  der  Bequemlichkeit  wegen 
Wf  Xf  y  statt  XD^  so  ergiebt  sich: 

+ //  rf,    [  (Z)    - .  ( ^  +  ( r)  ?^^) } . 

Die  ErSfte      r,  Z  und  die  DrackkiSfte  (A^,  {Y\  (Z)  lassen 
ndi  hier  als  unabhAogig  von  to  betrachteiiy  wefl  «  viMDdlich- 
Idein  sein  soU.  Den  Ansdniok  Ton  6P  wollen  wir  noch  nm- 
formen.  JBSr  l&sst  sich  zonftchst  anf  folgende  Weise  schreiben: 

« i- =///rf* rfy  rf. { Ä  +  .  (»f  +     ) } 

+//<i,rf.{(Z)a._.((jr)^+(n^^)}. 

Das  zweite  und  dritte  dieser  vier  Integrale  lässt  sich  umge* 
staiten  durch  Anwendung  der  ü'ormeln: 


(10) 


^dx  —  ^ cos  <^  Ff 


Li  denselben  bedeutet  /'  eine  beliebige  Funktion  von  .r  undy: 
die  zweifache  Integration  ist  über  eine  begrenzte  Fläche,  die 
einfaciie  über  den  Umfang  derselben  auszudehnen;  (p  bezeichnet 
denjenigen  "Winkel,  den  die  nach  dem  Innern  der  begi'enzten 
Fläche  genchtete  Normale  des  ümfangs  mit  der  positiven 
jf-Axe  bildet,  und  den  diese  Axe  l)eschreibt.  wenn  sie  in  der- 
jenigen iiiclitung  getheht  wird  (bis  sie  jener  Normale  parallel 
ist),  in  der  sie  gedreht  werden  muss,  damit  sie  nach  einer 
Drehung  um  90^  die  Lage  der  positi?en  ^-Axe  einnimmt. 
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Barch  Benutzung  dieser  Eoimehi  edi9lt  maii  fSBt  SP  folgenden 
Werth: 

In  den  letzten  dieser  di*ei  Theile  von  öF  führe  man  au  die 
Stelle  Ton       und  -p^  den  Biffefentialqiiotienften  yon  äw 

0x  Oy 

nach  der  nach  Innen  gerichteten  Normale  des  Urnfjangfly^^, 
und  den  BiffiBreBtialqaotienten  tob  Sw  nach  dem  Bogen  des 

XJmiangSf-^^ ,  ein.   Man  nehme  den  Bogen  <  in  der  Richtung 

als  wachsend  an,  dass  der  Winkel,  den  die  in  der  Bichtong 
des  vachsenden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  der  positiven 
x-Aze  büdet»  nnd  den  diese  Axe  beschreibt^  wenn  sie  in  der 
Weise  gedreht  irird,  die  bei  der  Definition  von  ip  bezeichnet 
worden  ist»  bis  sie  der  Tangente  parallel  wird,  m  ^ — 90^  i 
Dann  ergeben  sich  folgende  Gleichimgen: 


(11) 

£s  wird  daher 


-  ^coB  y  + smy, 


«      sm  9P  - cosy. 


» jjü  *  «  { (i)  cos  y  +  ( F )  sin  9  }  ^ 

+JJ  zd*dz{{X)wi-{X)Qo%tpi^. 

Das  zweite  der  Integrale  anf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung steQen  wir  vns  partiell  nach  «  tntegrirt  vor;  dabei  ver- 
sebwindet  das  aus  dem  Integralzeichen  hervortretende  Glied, 
indem  die  Integration  sich  auf  eine  geschlossene  Curve  be- 
zieht; dann  substituire  man  für  die  linke  Seite  der  Gleichung 
dit^  rechte  in  den  Auädi'uck  you  öF,   Dies  giebt 
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(12)      öF^jjjdx  rfy  rf.  {  Z  +  *  (If  +  II) 

—JJds  dzz[  (X)  cos  ip  +  (T)  sin  ^  j  . 

Nim  bilde  man  den  zweiten  Thefl  der  rechten  Seite  der  QUor 
dmng  (9).  Wir  stellen  uns  durch  einen  Ponkt  der  Mittel- 
flidiey  der  die  Goordinaten  y,  w  hat,  eine  Ebene  gelegt  vor, 
die  der  jr-Aze  parallel  ist  nnd  mit  der  dr^^Ebene  den  Winkel 
&  bildet;  ^  sei  der  Ertbnmungsradins  dee  Schnittee  dieser 
Ebene  nnd  der  Mittelfläche  für  den  Punkt  {t,  y,  w)\  dann  ist 

—  =  ^ co8*i7  +  2  j3  >  costirsm^*  +  ^-ö  sm"^. 

Die  Werthe  Ton  -^nnd  —  sind  das  MaTimmn  nnd  das  Hini- 

mum  Ton-^;  sie  sind  daher  die  Wurzeln  der  Gleichung 


folgt: 


(13) 


Diese  Werthe  sind  in  die  Gleichung  (9)  zu  substituiren.  Mau  setze 

so  giebt  die  Oleichnng  (9) 

(U)  -  \^k{s  Q  +       ^ä)  «  0. 

Nvn  iät  die  Bildung  you       und  di2  nöthig.   £s  findet  sich. 

(15)  ,^Q«2jjrf.:rfy(^-jpr  +  2j^^^  +  ^-gp-j. 
Es  ist  aber: 
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und  auch 


Biite  Um  Gleiebungen  addnre  num.  Auf  der  linken  Seite  der 
resoHarenden  Gtekhimg  erldttft  man  dann  \8Q\  auf  der  rechten 
Seite  derselben  verwandele  man  diejenigen  Integrale,  welche 
mter  den  Integralzeichen  das  Element  der  Fläche  mit  einem 
nach  X  oder  nach  y  penommL'iien  Differentialquotienten  multi- 
plicirt  enthalten,  mit  Hülle  der  Formehi  (10)  in  Intej^-ale,  die 
sich  auf  den  Umfang  der  MitteUiäche  beziehen.    In  einem 

Xlieile  dieser  Integrale  iLonimen  die  Bifferentialqiiotienten 
und        vor;  diese  drQcke  man  mit  Hülfe  der  Gleichmigen 
(11)  dnrbh       imd  ^  am  und  integrire  die  Glieder,  welche 


enthalten,  partiell  nach      Die  Glieder,  welche  hierhei 


Tor  die  Integralzeichen  treten,  yerschwinden,  weil  die  Integra- 
tion sich  auf  eine  geschlossene  Curve  bezieht  und  es  ergiebt  sich: 
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(16)   ö(i~2jJä.d,{^  +  2g^+'^\Su> 

Ferner  ist 

Es  ist  aber,  mm  F  und  G  zwei  beliebige  Funktionen  Ton  s 
nnd  y  bezeichnen: 

setzt  man  also 

nnd  berficksiobtigt»  dass 

BF     dF  BF  * 

ist,  was  ans  den  Gleiehungen  (11)  folgt;  so  ergiebt  sich 
(18)  SH.2fJä.äy{^  +  2^  +  'if}s. 

Mit  Hülfe  der  Gleicliungen  (12),  (16)  und  (18)  bilde  man 
nun  die  Gleichung  (14);  die  linke  Seite  derselben  lässt  sich 
darstellen  als  die  Summe  von  drei  Intt'ijralen,  von  denen  das 
erste  über  tlie  MittelHäche  selbst,  die  beiden  andern  über  den 
Uml'ang  derselben  auszudehnen  sind,  und  von  denen  die  l)ei(len 
ersten  mter  den  Integralzeichen  den  J^aktor  dw  haben,  das 

letzte  den  Faktor  |^  hat  Den  Frindpien  der 
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redmung  gemäss  müssen  die  Qxösseni  mit  denen  du;  und 

nmltiiilicirt  Yorkomnien,  Tencbwindeik»  Man  erhfilt  demnach 
die  partielle  Bifferentiailgleiohiing  ' 
+■  +•  +• 

(19)  J Zdz  +  IJ Xtiz  +  IJ Ttix 

und  die  beiden  Gienzbedingiingen 

+t  +»  +» 

(20)  J (Z)i/2  4- ^( sin  y;J(A')<r(iz  — cos y J (Fjircfzj 
— *  — -«  — f 

+  cos  q>Jxzdz  +  aji(p  J  Yzdz 
•  — »  — • 

+#  +# 

(21)  cosy  j(X)zdz  4-  sin^)  j (T)zdz 


Die  Gleichung  (19)  stimmt  mit  der  partiellen  Dilierentialglei- 
chung,  welche  Poisson  abgeleitet  hat,  überein;  abgesehen 
davon,  dass  Poisson  6  =  \  gesetzt  hat,  während  hier  0  unbe- 
stimmt gelassen  ist.  Die  drei  Grenzbedingungen  von  Poisson 
lassen  sich  darstellen  durch  die  Gleichungen  (20),  (21)  und  die 
Gleichung 

(22)  siny» ^ (X)z  dz co^tf  f  (T)zdz 


Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass  w  bis  aui  eine  additive  lineuie 
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■ 

Funktion  Ton  x  und  die  inUkOrlich  bleibt,  dnrch  die  Glei- 
chungen (19),  (20),  (21)  bestimmt  ist  Daraas  fblgt  dann,  daas 
den  Poisson'schen  Gleidrangen  nur  in  den  spedellen  ESllen 
genügt  werden  kann,  in  welchen  die  gegebenen  Krftfte  Ton  der 

Art  sind,  dass  die  Gleichung  (22)  von  selbst  erftUlt  wird,  so- 
bald die  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  erMt  sind. 

Es  seien  und  u\,  zwei  Funktionen,  die,  statt  tr  gesetzt 
den  G^leichungen  (19),  (20)  (21)  genügen,  dann  einfüllt  »fj  —  ir^ 
=  u?  die  Gleichungen,  die  aus  den  ebengenannteu  entstehen, 
wenn  an  die  Stelle  der  linken  Theile  derselben  0  gesetzt  wird. 
Ich  werde  beweisen,  dass  diesen  Gleichungen  nur  dui'ch  eine 
lineare  Funktion  von  x  und  y  genügt  werden  kann. 

Man  stelle  sich  den  Werth  von 

gebildet  Tor:  einmal  mit  Htllfe  der  Gleichnngen  (15)  und  (17), 
dann  mit  Httlfe  der  Gleichungen  (16)  und  (18),  und  die  beiden 
Ausdrucke,  die  man  dadurch  erldUt»  einander  gleich  gesetst 
Li  der  identischen  Gleicfanng,  die  man  dann  hat,  mache  man 
8w  » 110^  wobei  unter  i  dne  unendfidi  Ueme  Oonstaate  Ter- 
standen  wird.  Lässt  man  darauf  den  Faktor  2^  der  sich  in 
derselben  findet,  weg,  so  wird  sie: 

+  ^  cos  2    +  2  ^  cos  ijp  sin  9>  +      sin«  y  I  jy . 

Genügt  mm  to  den  Gleidiungen,  in  welche  die  Gleichungen 
(19),  (20),  (21)  übergehen,  wenn  man  an  Stelle  ihrer  linken  Theile 
0  setst,  flo  Tersohwindet  die  recfato  Seite  dieaar  Gkidraiig;  es 
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verschwindet  also  aucli  die  lirike.  Diese  besteht  aber,  da  6 
positiv  ist,  aus  einer  Summe  von  hiuter  positiven  Grössen:  es 
müssen  daher  alle  diese  (rrö^son  für  sich  verschwinden,  und 
also  für  alle  Punkte  der  Mitteiiläciie  der  Scheibe  die  Glei- 
chungen 

0=0.  r^r^  gf-o 

erfüllt  werden.  Diesen  (Tlcichungen  aber  kann  nur  durch  eine 
lineare  Punktion  von  x  und  y  genügt  werden. 


§4. 

Die  Glflichimgen  (19),  (20),  (21)  des  vorigen  Paragraphen 
ivill  ich  nun  anwenden,  um  die  G^etze  der  Schwingungen 
einer  freien,  kreisförmigen  Scheibe  hersoleiten.  Aus  denselben 
ergiebt  sich  für  die  Schwingungen  einer  beliebig  gestalteten 
ScÄieibe  die  partielle  Differentialgleiolutiig 


in  welcher  q  die  Dichtigkeit  der  Scheibe  bezeichnet,  nebst  den 
Ghrenzbedingungen 

Man  eihllt  diese  GHieichTiiigen,  indem  man  in  jenen  (X)  b  (r) 

=  (Z)«0,;r=-p|^,  r=-p|^,  Z--(>^setztund 

ber&cksichtigt,  dass  den  beiden  in  (^  2)  gemaohten  Annahmen 

«nfolge  1^  und  ~  nicht  miendUch  gross  gegen      sein  kdnnen. 

Zu  den  Bedingungen  (1)  und  (2)  sind  noch  die  hinzuzufügen, 

daes  w  md  ^7  ^  t^O  in  awei  gegebene  Eimktionen  Ton 

äp  und  ?/  ül)ergohen;  dann  wird  w  vollkommen  bestimmt  sein. 
Wir  suchen  zuerst  eine  partikuläre  Lösung  der  Differential- 

17* 
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l^ddnmg  (1),  die  die  Gkklnmgen  (2)  ezfUli  Bieee  wird  ach 
denn  lo  TeraDgememem  iMseD,  daa»  anch  den  Bedingungen, 
ftr  f«»0  feiten,  genügt  wird. 
Man  aetee  der  Kürae  wegen 


f  1  +  e  «  ^ 

imd 

(8)  w  =  Msin(4/2a^), 

WO  u  eine  Funktion  Ton  x  nnd  A  eine  Constante  bezeichnet, 
über  die  zu  yerfögen  wir  nns  vorbehalten.  Durch  (3)  wird 
der  Gleichung  (1)  genügt  werden,  wenn  u  -folgende  Gkidumg 
erf&llt: 

(4)  „^«,.|!?+2,-f;^-,+^^^ 

Dieae  Inum  ersetgt  werden  durch  die  zwei  Gleichungen 


(6) 


Macht  man 

(6)  S-\-  D,    v=  S  -  D, 

80  folgen  für  S  und  D  die  Düierentialgleichungen 

4i««=r:+n. 

-4A»l>=«^  +  |^. 

öj*  dir 

Nun  führe  man  an  die  Stelle  der  recbhniikligen  Coordinateu 
Folarcoordinateu  r,  ^  ein;  dann  werden  die  letzten  Gleichungen: 


^      ör»  ^  rdr  ^      df*  ' 


Diesen  wird  genügt,  wenn  man 

aetii)  wo  A  und  S  wiUkailiche  Oonstanten,  n  eine  ganze  ZaU 
imd  X  und  T  zwei  Funktionen  von  r  bezeichnen,  die  die  Glei- 
chungen 


a)  j 
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(8) 


orftülen.  lUhtt  nuui 

«  Ar 

ein,  so  werden  diese  Gleichungen 


(9) 


d*Y 

1^ 


PirtienlAre  Inlegrale  denelben  und: 


(10) 


+ 


imd  andere  ptrfeiciillre  Integrale: 


(") 


0 


wo  eine  beliebige,  endliche  GhrOsse  bezeichnet  Die  allge- 
mefaien  Integrale  der  Glekluingen  (9)  find  aleo 

Ans  den  Gleichungen  (11)  geht  hemri  daes  und  rt")' 
ftr  X  s  0  unendlich  werden;  wir  ndunen  an,  daae  die  Scheibe 
eine  ToUe^  keine  lingfiiirmige  iat;  dann  mllnen  für  r  »  0,  d.  h. 
ftr  «  a  0,  u  and  alao  anoh  X  und  7  endlioh  bleiben,  nnd 
daher  mOasen  nnd  wadiwlnden.  Die  Oonetanften  «  imd 
ß  lauen  aioh,  ohne  der  AUgememhetfe  an  eohadan,  >■  1  aeteen, 
da  wir  in  die  GHeidnmgen  (7)  die  Constantan  A  nnd  S  ein« 
gefthrt  haben,  und  daher  kann  man  statt  der  Qleldiangen  (7) 
adhreibM: 
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wo  JT^  und  J^>  die  durch  die  Gldehimgeii  (10)  bestimmten 
Funktionen  bedeuten.  leb  bemerke,  dasa  J^'^  die  Funktion 
isty  für  welche  Bessel  die  Bezeichnung 

/• 

eingeführt  hat. 

Wir  werden  jetzt  über  d'w  ( 'unstanten  A,  /?,  ).  so  zu  ver- 
lugen suchen,  dass  den  Gleicliungeii  (2)  genügt  wird.  In 
diesen  Gleichungen  ist  der  Bogen  s  in  derjenigen  Kichtung 
als  wachsend  anzusehen,  die  bei  den  Gleichungen  (11)  (§  3) 
bezeichnet  ist  Aus  der  dort  gemachten  Bestimmung  geht 
hervor,  dass,  wenn  man  tff  m  deijenigen  Richtung  wachMU 
lltost  und  den  An£BDgapimkt  von  #  so  wählt,  dass 

wird,  wo  /  den  Badius  der  Scheibe  beseichiiet» 

y  =     +  180« 

ist  Benfitzt  man  dies,  so  nehmen  die  Gieidrangen  (2)  durch 

Emfthning  der  Pohutsoordmaten  r,  y;,  statt  der  rechtwinkHgen, 
folgende  Gestalt  an: 

1+20  d  (6*10  ,  1  g«o  I  1  ft 

1+e  Vdr»     7  öl-     r'dyV  ö*-* 

Bieee  Gleiohflmgen  mttssen  ftr  r  Ar  aJle  Warthe  von  ^ 
eiftUt  werden,  und  fttr  alle  Werthe  yon  t  Nach  (ß)  müssen 
daher  auch  cde  GHeichnngen  bestehen,  weldie  man  ans  (18) 
findet,  wenn  man  man  u  statt  10  schreibt.  Diese  GMeicfanngen 
geben,  wenn  man  berttckmchtigt,  dass 

ist,  was  die  erste  der  Gleichungen  (5)  aassagt: 

Valnt  mia  Uet  Ar  »  «nd  v  flu«  Weribe  «in,  di«  tioh  am  (6) 


(13) 
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mid  (12)  ergeben,  ersetzt  r  durch       drückt  die  zweiten  Diffe- 

rentialquotienten  von  X^"*^  und  mit  Hülfe  von  (9)  durch 
diese  Funktioiieik  selbst  und  ihre  ersten  Differentialqaotienften 
ftOB  ™^  iDAcbi  endiieh 

1+2»  _ 

80  ergiebt  sich 

0-^{ji»J:<»)— 4yar«) 


(14) 


Diese  G^leiohimgen  sind  zu  erfüllen  f&r  r«>^  d.  h.  fdr 
X  » it/.  Hieran  ist  nöthig^  dass  ihre  BetenninAnte  Terschwinde^ 
da  ^  und  ^  nicht  w  0  sein  soUen.  Es  nniss  also  ftr  sw^Xli 

(15)  0«  8y«2^*X<»> 

sein.  Bestimmt  man  ans  dieser  Gkichong  X  nnd  ans  einer 
der  beiden  Qleiefanngen  (14)  das  YerhSltniss  Ton  A  nnd 
90  ist  den  Bedingungen  (2)  genfilgt  Wir  wdlkn  eine  Wund 
der  Gleichung  (15)  durch      bezeichnen  und 

setzen;  dami  nird  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  dorch 
w  —  C«^  sm  (4  Xlf^at)  Gosn  v  ^n>«) 
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oder  auch  dnrdi 

(17)  10  =  { 008(4  Ä^af)(^n^  cos«  t/;  +  ß«^8iant//) 

+  8in(4X$^al}(C«^co8fi^  +  DnßVnnyf)}  Un^ 

genügt;  wo  A^u^  ^n^t  Cyi;  ^nfi  wiflkBiliohe  Oonstanta  be- 
zeidmeiL 

Wir  woQen  nmi  die  Gleifibimg  (15)  nfther  tmierBiicheii  und 

zuerst  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  Beihe  entwickeln,  die 
nach  positiven  Potenzen  von  a?  fortschreitet.  "Wir  müssen  zu- 
nächst das  Produkt  von  Y^*^  hilden.  Hierbei  lässt  sich 
aber  die  direkte  Multiplikation  der  unendliclien  E,eihen  (10) 
umgehen.  Älan  kann  nämlich  dui'ch  Benutzimg  der  Differen- 
tialgleichungen (9),  denen  und  Y^'*^  genügen,  eine  lineare 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  fttr  X<''>  T^")  finden  und 
aus  dieser  das  Produkt  bestimmen,  indem  man  auf  die  Form 
Rücksicht  nimmt,  die  dasselbe  augenscheinlich  haben  muss. 
Man  setze 

fl'saX<»>  jr<«> 

und  bilde  durch  wiederiiolte  Biffwentiation  dieser  Gleicliaiig 
die  Wertiie  der  vier  ersten  Differentialqnotienten  von  S  nach 
«.  Dann  drUcke  man  die  zweiten  und  höheren  Differential* 
qnotienten  von  J?(*>  und  mit  BSüh  von  (9)  dnrch  diese 
Etanktionen  selbst  und  ihre  ersten  Btffiarentialqiiotienten  ans. 
Dadnrch  eridilt  man  ftlnf  GHeidhnngen,  welche  H  imd  dessen 
vier  erste  BiffBrentialquotienten  angeben  als  Uneare  homogene 
Funktionen  der  vier  Qröesen 

rw.  xw^,  rwi^\  l^ll^. 

'  rfx    '  dx    '     dx  dx 

IKe  erste  dieser  fünf  Gleichungen  multiplizire  man  mit  1, 
die  andern  der  Beihe  nach  mit  den  unbestimmten  Coefficienten 
A^j  A^f  A^t  A^,  addire  alle  und  bestimme  diese  Oo^fifioienten 
so,  dass  in  der  Summe  die  Faktoren  jener  vier  Qiitesen  ver* 
schwinden;  dann  ergiebt  sich  identisch: 

(18)  O'^H-^Ä^  j^  +  A^j^  +  A^^+A^jp^, 

Schreibt  man  die  Gleichungen,  durch  welche  die  zweiten 
und  hohem  Differeutialquotienten  von  X^"'  und  i^"'  duich 
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diese  Grössen  selbst  und  deren  erste  Di£ferentialquotienteii 
ausgedrückt  werden,  folgendermassen: 

-  +  a, »    1  (-)  +  --jjp, 

80  ergeben  «ich  ftr  die  Ck>6ffideiifeeii  ^  die  OleiohiDigeii: 

1    +  («2  +  ^2)  ^2  +     (ag  +     Ä3)        +    («4  +     ^  +  6  "2  ^2)  ^4  =  0 

^1 4-^2' ^2+  («,+3^2)^3+  («;4-4Ä3 +  6a2'^2)^i  =  0, 

24,  +  3  (02'+  V)  -^s  +  {4«3'+  +  6a,' V)^4  =  Ö. 
Substituirt  man  in  diese  G-leichungen  für  die  Ghrössen  a,  b  ihre 
Werthe,  die  sich  ans  (9)  ergeben,  lOst  dieselben  auf  und  setot 
die  Werthe  Ton  A^^  man  findet»  in  die  Gleichimg 

(18)  ,  80  ivird  diese: 

A     ß<      ,  4n»-li^     4«»-lrf«fi',  4d^B:,d*H 

Au  (10)  folgt  aber,  daas 

(19)  -yw « (1.2^8"..«)* +  A**  +      +  A*" 

sein  nniss;  enbetitnirt  man  dieee  Beihe  in  die  eben  gefondene 
Btffarailudc^eicfaang,  so  findet  sieh 

«   -Bi-i  

also 

^  1.2.../t.n  +  l.n+2...n  +  i'.n  +  l.n  +  2...«  +  2Ar  * 

I  m  die  (jrleiclumg  (15)  zu  bilden,  sind  ferner  die  Aus- 
drücke: 

dx  dr    ^  dx  dx    '       dx  dx 

ZU  ent^^-ickeln.  Wir  benutzen  hierzu  die  folgenden  Gleichungen, 
die  identisch  sind  in  Ettcksicht  aui  die  Gleichungen  (9): 

dx     *  dx  ' 
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r  X  \  dx  dx  J 


dx*  «' 


d'H 


*     \         a«  dx  )      m    dts  dm 

Dordi  AuflKsiing  dieaer  Gleiohungen  eriiSlt  man 


dS 
"  dx* 

d»             d»  } 

dZi^dTW 

dx  dx 

«•^•^^  .     1    dB  2li»jy 

<2«  dt^  '  X  dx       «•  * 

Diux'h  Berücksiclitigiiiig  der  üleichimgeu  (19)  und  (20)  werden 
diese  diei  Grössen  der  Iteihe  nach: 

6*V.'.7rt*2*  *(»+*)(»+ 2A)  Ä»", 

1 

(T^:l).  ("• + 2»  (2  (" + 2*)'  -  • 

Hienuush  ivird  die  Qleicbimg  (15),  wenn  man  den  lUdor  s^^-^* 


(21)        0  =  (4y  -  l)««(n  -  1)  +2* 


JSk 
wo 

J5k  -  -  n»  (»>  -  1)  +  4y  («  +  2A)  («  +  2*  +       (n  -  1)  -  2 A 

+  4yA(«  +  A)> 

1.2...A.ll+l.l»  +  2...ft  +  ^.»  +  l•lt  +  2...fl^-2A+l• 
Man  siebt,  dass  die  Gleichung  (21),  deren  Wui'zeln,  durch 
/  dividirt.,  die  Werthe  sind,  die  für  A,,^  gesetzt  werden  können, 
nur  die  Potenzen  von  .r  enthält,  deren  Exponenten  Vielfache 
von  4  sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  II  eine  ihrer  Wur- 
zeln ist,  auch  —  IKf  IXy—l  und  —  1  ihre  Wurzeln 
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smcL  Ich  will  jetzt  nachweisen,  dass  die  vierten  Potenzen  aller 
Wurzeln  der  Gleichung  (21)  refell  nnd  positiy  sind;  daraus 
wird  dann  hervorgehen,  dass  unter  jeder  Gruppe  von  vier 
Wurzebi,  wie  die  angegebene  deren  eine  ist,  sich  eine  reelle 
positive  Wurzel  behnden  muss.    Wie  schon  üHher  bemerkt, 

ist  Q  eme  podtive  Qxdsse;  es  ist  also     welches  =» 

setzt  wurde»  grtaer  als  1.  Hieraus  folgt,  dass  JS»  immer  po- 
sitir  isty  dass  also  die  Qlieder  der  rechtan  Seite  der  Gkidnmg 

(21)  ahwecliseliide  Zeiehen  haben.  Hiernach  ist  es  nnmöghch, 
dass  die  vierte  Potenz  einer  Wurzel  dieser  Gleichung  negatt? 
sei.  Dass  sie  auch  nicht  unaginär  sein  kann,  lässt  sich  auf 
folgende,  indirekte  Weise  darthun. 

Es  seien  IX  und  IX  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (21). 
Für  die  erste  derselben  sei  die  durch  (16)  bestimmte  Funktion 
U%ft,  s=  £7,  für  die  zweite  »  ü'-,  dann  lässt  sich  zeigen,  dass 

t 

(22)  (X*- A'*)/£7i7'rrfr  =  0 

0 

ist.  Wir  wollen  es  als  be^v^esen  annelimen  und  wollen  zeigen, 
dass  dann     nicht  imaginär  sein  kann.   £s  sei 

tr-p+QV- 1. 

Bine  andere  Wurzel  der  Gidchnng  (21)  mnss  dann  [p-qV- Vjl 
sein.  Wir  setzen 

dann  wird 

Die  Gleichimg  (22)  wird  dann: 

i 

0 

Das  hier  vorkommende  Integral  kann  nicht  verschwinden,  da 
es  eine  Summe  von  lauter  positiven  Grössen  ist,  also  muss 

sein;  imd  dieses  ist  die  Bedingung  daflir,  dass     reell  ist 
"Wir  wollen  mm  die  Biditigireit  der  Gleichimg  (22)  er^ 
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weisen.  Daraus,  dass  der  in  (17)  gegebene  Ausdruck  für  w 
der  GrleichuDg  (1)  genügt,  folgt,  dasä,  wenn  mau 

'xr'       r  dr  r' 

setzt»  gleichzeitig 

dr*       r  dr      r*  ' 


(24) 


r  1  +  20  d_ 

l  +  0  dr 


ar'      r  ar  r' 

ist  Dtsnmf  dan  derselbe  Ausdruck  ftr  w  die  GkiokniigeQ 
(2)  oder  die  Gleidningeii  (18),  welche  dieselben  suid,  erftUt» 
folgt»  dass  fikr  r  »  ^ 

_e(d'U,idU  «'r7\,rf*cr 

rröU»-»      7"57  "r«  dr* 

sem  wird.  Die  Gleichungen  (28)  lassen  sich  schreiben: 

4^2  U  -  r— i      ^l-j  4-  V, 

Durch  Substitution  des  Werths  Ton  F  aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleioiiungen  in  die  zweite  erhBlt  man 

(86)  16i*t/-r-i^;^^,r'-i^,^|:r.K 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  eine  Gleichung,  die  man  aus 
dieser  erhält,  wenn  man  V  und  a'  statt  U  und  /.  setzt.  Sub- 
stituirt  man  den  Werth  von  16  jl^  U  aus  (25)  in  das  Integral 

und  integrirt  vieimal  partieU,  so  kommt  mau  auf  das  Integral 
rdr  IT  r«-l—     ^     —  r»"-l  L  .     ..L  ,.^[7' 


und  dieses  ist 

-16;t'*/ CTCrrrfr. 

Mau  erhält  auf  dem  angedeuteten  Wege  die  Gleichuug 
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(26)  mX*-i:*)juVrdr  -^V  ^-r'  ü) 

Nm  Itat  sioli  seigen,  dass  der  Ausdniuk  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gkiebimg  sowohl  ftrrsO,  alsftrr«  /  yer^ 
sohwindet  Dass  er  fbr  r»0  Teraehivnideii  ist  eudznsehen, 
wenn  man  erwftgt,  dass  ü  und  IT  Ton  der  Fom 

er*  +  c,r"+*  +  C2r«+*  +  . . . 

sind.  Um  zu  beweisen,  dass  er  für  /•  =  /  versch\sändet,  wenden 
wir  die  Gleichungen  (24)  an.  Diese  lassen  sich  foigender- 
massen  schreiben: 

d»r         Bn*  „  ,      +  (»«  +!)(!  +  3ft)  d  r 
dr'  *      ";T«^+         (l  +  2ö)r^         dr  • 

Mit  Hfilfe  dieser  Gleichungen  und  derer,  welche  ans  ihnen 
entstehen,  wenn  man  ü'  statt  U  setzte  drücke  man  die  zweiten 
und  dritten  Differentialqnotienten  von  U  nnd  Z7',  auf  welche  . 
man  kommt,  wenn  man  die  in  (26)  angegebenen  Differentia- 
tionen ausführt,  durch  ü  nnd  ü'  selbst  und  ihre  ersten  Diffe- 
rentialqnotienten ans;  man  findet  dann,  dass  die  Gheder  auf 
der  rechten  Seite  ton  (26)  sich  gegenseitig  anfhehen.  Es  folgt 
daraus  die  Bichtigkeit  der  Gleichong  (22). 

ÜB  ist  Ins  jetat  auf  die  Bedingangen  nicht  BftcksiGht  ge- 
nommen worden,  welche  die  LOsong  unserer-  partiellen  Biffs- 
rentialgleichimg  ftr  t »  0  eiftlkn  soD.  Wir  werden  mm  die 
gefundene  LOecmg  (17)  so  an  yerallgemeinem  suchen,  dass  anch 
diesen  Bedingangen  gentLgt  werden  kann.  Von  dem  Ansdmcke, 
der  in  (17)  w  gesetzt  ist,  kann  man  die  Smnme  in  Beziehnng 
anf  fc  nnd  in  Beiiehnng  auf  n  nehmen,  md  diese  Doppelsamme 
8- 10  setsen.  Bei  der  ersten  der  beiden  Sammationen  kann 
man  sich  darauf  beschrilnken,  die  reellen  positiven  Wertiie  Xu/^ 
sn  berücksichtigen;  durch  die  Berücksichtigung  der  negatiren 
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und  imaginären  Werthe  gewinnt  man  nichts  au  Allgemeiu- 
lieit  des  Ausdi'ucks  you  w;  demi:  ist  wiederum 

Uuf.=  U  für  A,^  =  k 

und 

C7;„  =  U'  für 
80  ist  ftr  denselben  Werth  Ton  r: 

er- er,  felis 

und 

i)«+irr,  felis  x-x'V- 1. 

Wir  wollen  jetzt  unter 

^^«H>  ^^iH»  ^^«t» 

die  positiYen  reeUem  Wurzeln  der  GHeidiung  (21)  Tetstehen, 
dieselben  ihrer  GfOsse  nach  so  geofdaet,  dass  11^  die  kleinste 

ist,  und  wollen 

0  0 

4-  sin(4/4^«^)(C„^cosnv^  +  Z>„^8in  wi//)} 
setzen.  Die  Oonstauten  A,       C,  D  müsseu  nun  so  bestimmt 
werden,  dass 

ftr  /  =  0,    w     F{rj  yj), 

wird,  wo  F  und  0  zwei  gegebene  Funktionen  von  r  und  xp  be- 
deuten. Aus  der  ersten  ßedingiuig  werden  sich  die  Werthe 
der  Grössen  A,  D  ergeben,  aus  der  zweiten  die  Werthe  der 
Grössen  C,  D\  und  zwar  diese  auf  ganz  ähnUche  Weise,  wie 
jene;  es  ist  also  hinreichend,  zu  zeigen,  wie  jene  gefunden 
werden  können.   Die  erste  Bedingung  erfordert,  dass 

0  0 

werde.  Wir  stellen  uns  F{r,  ip)  nach  den  Oosiniis  und  Sinns 
der  Vielfechen  y<ni  ^  entwickelt  Tor,  so  dass 

F(r,  V)  -  i^i  (r)  +  -Fj  (r)  cos    +  i^,  (r)  cos  2  ^  + . . . 

+  JP,'(r)sin  'V'  +  F,'(r)si&  2y/ 
ist,  und  dann  diese  Entwickelnng  fbr  i^(r,  \p)  snbstitiiirt  Bann 
zeigt  sich,  dass 
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(27) 


0 


mn.  mnss.  Die  Ttmktioneii  J^(r)  und  ^»(r)  lassen  sich  ab 
gßgtibesk  betrachten;  die  fiestammnng  der  Grössen  A  nnd  B 
ist  also  auf  die  An^be  redudrt»  eine  gegebene  Fanktion  yon 
r  nach  den  Funktionen  27«,,  27«,,  27«,,...  zu  entwickeln. 
Yoraosgesetzt»  dass  diese  Entwickdnng  mögHch  ist»  kann  man 
die  CoSfiSdenten  derselben  mit  HjQlfe  des  Sataes  finden,  der 
durch  die  Gleichung  (22)  ausgesprochen  wird.  Diese  Gleichung 
zeigt,  dass,  wenn  f$  nnd  f/  zwei  rerschiedene  Zahlen  sind, 


ist;  68  iblgt  daher  aus  den  Grleichungen  (27): 


§  5. 

Für  die  Vergleichung  der  Theorie  mit  der  Erfahrung  ist 
die  Untersuchung  des  Falles  Anchtig,  in  welchem  die  Schwin- 
gungen der  Scheibe  Ton  der  Art  sind,  dass  sie  einen  reinen 
Ton  erzeugen.  Die  Verhältnisse  der  Schwingungszahlen  der 
Terschiedenen  Töne,  welche  eine  Scheibe  geben  kann,  und  die 
Ejiotenlinien,  die  bei  jedem  einzelnen  vorhanden  sind,  bieten 
sich  hier  als  die  hauptsächlichsten  Yergleichungspunkte  dar. 
Mit  diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  In  dem^ 
selben  mnss  w  dnreh  folgenden  Ansdmck  daxgestellt  sein: 
(28)         M>  —  {  eos  (4  ;l  a (.1  c  0  s  AM//  +  B  sin  n 

-f-8in4XiS^<i#(Ccosfit^  +  Z>sin4it^)}  17«^. 

Der  Ton  ist  durch  kn^  iu  der  Art  bestimmt,  dass  seine  Schwiu- 
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guDgszahl,  d.  L  die  AniaU  dtr  ein^EudMii  Sdnringungen,  die 
in  der  Einheit  der  Zeit  ToUf&hrt  werden, 

4  An/«  g 

ist.  Die  Knotenlinien  sind  diejenigen  Linien,  fUr  welche,  für 
alle  Werthe  von  w  =  0  ist;  sie  werden  daher  die  Punkte 
enthalten,  fUr  welche  entweder  die  Gleichung 

(29)  »  0 

erftttt  irird,  oder  die  beiden  Qleidnmgen 

f^cosftt^  +  Bmn^^O, 
C cos  Tifp  +  D  sin  n  nj  =  0 

bestehen.  Die  Gleichung  (29)  liefert  gewisse  Werthe  von  r 
als  Wurzeln.  So  viele  reelle  Wurzeln  sie  hat,  die  kleiner  als 
/  sind,  so  viele,  mit  der  Peripherie  der  Scheibe  concentrische 
Kreise  werden  in  der  Klangfigur  vorkommen;  die  Anzahl  und 
Grösse  derselben  irird  allein  von  dem  Tone  abhängen  und 
unabhängig  sein  von  den  Werthen  der  Coefißcienten  Ay  B,  C\ 
D.  Die  Gleichmigen  (80)  werden  ftr  kdnen  Ponkt  eiOllt» 
wenn  nicht 

ist;  in  diesem  lUle  sind  jene  Kreise  die  «insigen  Enoton- 
Unien.  Besteht  diese  Proportion,  so  geben  die  GDeichimgen 

(30)  n  Werthe  Yon  i/;,  von  denen  je  zwei  anfeinaiiderfolgende 

um  —  unterschieden  sind;  dann  kommen  also  zu  jenen  Kreisen 

noch  n  Durchmesser  als  Knotenlinien  hinzu,  welehe  die  Peri- 
pherie der  Scheibe  in  (Reiche  IheUe  theilen. 

Diese  allgemeinen  Besoltato  der  Theorie  sind  im  Wesent- 
lichen mit  derSifidinmg  in  üeberenistimmimg.  Der  Yersodi 
zeigt»  dass  die  Sinotenlimen  ans  EreiseD  bestehen,  die  mit  der 
Peripherie  der  Scheibe  ooncentrisch  amd,  und  ans  Dnrdi- 
messem,  die  diese  in  {Reiche  Thefle  theilen,  wenn  man  nm 
gewissen  VeraerraDgen  absieht»  die  diese  Linien  erleiden  imd 
die,  wie  mur  solieint,  haaptsSddich  daxin  ihren  Qnmd  haben, 
dass  die  Sdbeibe  nidit  Tollkommen  firei  ist»  wie  die  Theorie 
sie  Toranssetst  Der  Yersnoh  zeigt  aber  auch,  dass  bei  einem 
Twdf  bei  dem  zuweilen  Durchmesser  als  Knotenlinien  vor* 
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kommen,  die  Dorchmeeser  znweflen  fehlen.  Fehlen  de,  so 
ordnet  sich  der  auf  die  Scheibe  gestreute  Sand  zwar  andi  in 
Dorchmeesem  an:  diese  bleiben  aber  nicht  fest  wfthrend  der 
Bewegong  der  Scheibe^  sondern  oscflüren.  Wollte  man  diese 
interessante  Erscheinung  zn  erkl&ren  versuchen,  so  mtlssteman 
die  Bewegung  eines  Sandkornes  Terfolgen;  welche^  Tcn  einef 
Stelle  der  Scheibe  fortgeschnellt,  auf  eine  andere  flllt,  und 
so  Ton  einer  Stelle  zur  andern  geschleudert  wird,  während  die 
Scheibe  selbst  die  durch  die  Gleichung  (28)  ausgedrückte  Be- 
wegung vollfülirt.  Auf  diese  Betrachtung  will  ich  indessen 
hier  nicht  näher  eingehen. 

Chladni  hat  durch  Vei'siiche  gefunden,  dass  die  Sehwin- 
gungszahlen  der  Töne,  die  in  ihren  Klangfiguren  dieselbe  An- 
zahl von  Dui'chmessern  haben,  (d.  h.  der  Töne,  die  demselben 
Werthe  von  n  entsprechen)  mit  Ausnahme  der  tiefsten,  sich 
nahe  wie  die  Quadrate  aufeinanderfolgender,  gerader  oder  un- 
geriuler  Zahlen  verhalten,  je  nachdem  die  Zahl  der  Durch- 
messer gerade  oder  ungerade  ist.  Ich  wU  jetzt  nachweisen, 
dass  die  Theorie  dasselbe  G^esetz  liefert.  Es  geht  dies  aus 
einer  Umformung  der  Gleichung  (21)  hervor. 

FUr  die  Funktion  die  durch  die  zweite  der  Glei- 

chimgen  (10)  bestimmt  ist,  hat  Foisson  folgende  semioon- 
yetgente  Beihe  entwickelt: 

+  (»a2.-co.2.)(i!i^-ö^>'^.+<'i^5i^-...)}- 

Auf  eine  ähnliche  Weise  findet  man 

Kuu  folgt  aus  den  Gleichungen  (10) 

I)  Joniial  de  ITcole  Pofyteelia.  «i^.  19  psg.  849. 
Xlrthkoff,  niiiminilli  äX^nahagn.  18 
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Setzt  man  Uer»  —  0  und  snbstitiiirt  ftr  I^,       die  eben  ange- 
gebenen Beiben,  so  eriiUt  man  fthnüohe  BeOien  ftr 
auB  diesen  findet  man  iviedamm  ahnliohe  Beflien  ftr  7^, 

n.  8.  £   So  crgiebt  ncb:  « 


.  (l-in«)(»-iii')(85-'iii»)(4»-4ii«)    i  \ 
1.8.8.4  (l$i?"^"V 

+  (8m(2*-Jn«)-co8(2*-i««))(ilr^*5 

(l-4n«)(9-4n«J(25-4ll«)     1       .  \\ 

 TTO  (iüp  +  '-jr 

2>^ny'«r"*'       1      16«"*"  1.2 

TO  (leiS"*"**!* 

Die  erste  dieser  beiden  Reihuu  i^i  in  einer  ein  wenig  andern 
Form  schon  von  Herrn  .lacobi  in  Schuhmachers  astruuo- 
mischen  Nachrichten  Bd.  28,  S.  94  angegeben.  Substituirt 
man  diese  Werthe  von  Z^")  und  in  die  Gleichung  (15), 

welche  identisch  mit  fl<M'  Gleichung  (21)  ist,  so  kann  man  aus 
der  resultirenden  Gleichung  tang  (2a?  —  \nn)  ausdrückeu  als 

den  Quotienten  zweier  Beihen,  die  nach  den  Potenzen  ^t^f^ 

ünrtBchreiten.  Es  ergiebt  sich 

(31)      tang(2*— J««)«^  ^ —  , 

wo 

»  =  r(l-4n»)— 8, 

(J  =  y  (1  —  4  n2)  (9  —  4     4-  48  (1+  4  /r) ; 

2)  =  — 4n«)(9— 4ii»)(13~4n2))4-8(9  +  136n2  4-80n*). 

Ist  X  gro88y  80  kann  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (31) 
=  0  setzen;  dadurch  erhält  man,  als  Näherungswei-tb«  der 
Wnrzehi  derselben,  die  Werthe,  welche  der  Anadruck 

lir(«  +  2Ä) 
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aonmuaty  wenn  fttr  h  ganae  Zahlen  gesetzt  werden.  Es  folgt 
hieraus  das  oben  aasgesprochenei  Ton  Chladni  gefundene 
Qeaets,  da  die  Sclu\iiiguiigszahlen  der  Töne  den  Quadraten 
der  Wuneln  der  Glelohung  (31)  proportional  sind.  Diese 
GUeiobimg  seigt  femer,  dass  die  Pti^portionalität  der  Sohwin- 
gimgMwhlen  mit  den  Quadraten  anfÜnanderfolgender  geradisr 
oder  ungerader  Zahlen  um  so  nSher  Statt  finden  wird,  je  hoher 
die  TOne  sind;  und  sie  liefert  ein  Mittel,  anf  eme  heqoeme 
Weise  alle  Töne,  die  m  einem  Werthe  von  n  gehören,  mit 
AnsDahme  der  üe&ten,  mit  ^oeser  Ghmirigkeit  zu  besfeunmen. 
Was  die  Zahl  h  in  dem  Nfihenmgswerthe  yon  /A^^  anbetri£fty 
so  zeigt  die  munexisohe  Beohnnng,  dass  sie  ist;  so  dass 
also  IXmß  ftr  grosse  Werthe  von  ft  nahezu  in;(n+2/A)  ist: 
ein  Besoltaty  welches  in  yoUkommner  üebereinstimmmig  mit 
den  Beobacbtangen  Ton  Chladni  ist 

Um  die  tiefsten  Töne  für  einen  Werth  von  n  zu  ermitteln, 
muss  man  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  (21j  berechnen. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  die  Form 

bringen,  indem  man  sie  für  n  =  0  und  n  =  1  durch  x*  dividirt 
IMe  Bechnnng  giebt  folgende  Werthe  von  log  A^j  log      ... : 

fUr  ^  »  Ii  also  /  » t  (i^b  Poisson) : 
n»0  M»l  n»2  n==3 


log^ 

log  ^3 

logA 
log^ 

log  4, 

log  ^7 

log  ^8 

log -4, 


0,9642079 

2,5851182 

5,097  3650 
8,149  924 

11^884 

15,88 


1,8480266 
8^880591 

6,40()  5347 
9,655  978 

18,2496 

17,180 

21,8 


0,2650708 
2,061 5798 

4,588  9514 
7,6208431 

11,040582 

H77604 

18,7780 

23,01 


0^9788078 
8,1052465 

5,868  2055 
9,083  199 

12,653 148 

16^16 18 

20,6290 

24.96 

29,48 
18» 


Digitized  by  Google 


276 


TJeber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung 


fibr  ^  BS  ly  also  ^  » |  (nach  Wertlieim): 


it»0 

n»2 

fi-3 

lotr  A, 

0,681 2418 

1,852 1826 

0,2242682 

0,9398022 

lofir  v4- 

2,556  3020 

3,594  0911 

2,018  9332 

3,066  4444 

loff 

5,120  4304 

6,413  6351 

4,546  2236 

5,827  9058 

8,174058 

9,663  768 

7,5783037 

9,042324 

11,6083 

13,2578 

10,998268 

12,612087 

15,35 

17,138 

14,73892 

16,474  98 

log^ 

21,3 

18,736 

20,587  7 

log  .-lg 

22,97 

24.92 

29,44 

Hieraus 

gehen  folgende  Werthe  von 

henror: 

fUr 

ft»0 

1 

n  =  2 

n  =  3 

0 

0,27837 

1,00651 

1 

0,69867 

1,41558 

1,891 17 

2,24698 

2 

1,96808 

2,348  29 
Ar  d«s 

1: 

0 

0,28688 

0,97014 

1 

0,71168 

1,42012 

1,889  97 

2,242  98 

2 

1,967  12 

2,350  22 

In  der  iol^oTi (Ion Tafel  sind  die  Tonyerhältnisse,  welche  Chladni 
gefunden  hat,  zusammengesteUt  mit  denen,  welche  die  Eechnung 
giebt.  Es  sind  die  Töne  angegeben,  welche  eine  Scheibe 
geben  kann^  deren  tiefster  Ton  C  ist.  In  den  mit  Ch.  über- 
schiiebenen  Columnen  finden  sich  die  Töne,  welche  Cliladni 
beobachtet  hat^  in  den  mit  P,  überschriebenen  die,  welche  die 
Bechnnng  unter  der  Yoraossetzung  <9  »  ),  in  den  mit  W,  llber- 
sdbriebenen  die,  welche  die  Bedmung  unter  der  Voraussetzung 
\  geUe£srt  bat  Die  Angaben  beziehen  sieh  alle  auf  die 
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glfiichfloliwebeiide  Temperatur.^)  Jeder  berechnete  Ton  ist 
durch  den  ihm  nmftohst  liegenden  Ton  der  Scale  bemidmet» 
dem  ein  +  oder  —  beigefügt  ist,  je  nachdem  jener  etwas 
htAier  oder  tiefer  als  dieser  war. 


»  -  0 

n  -  1 

n  -  8 

n  =  3 

Ck, 

P. 

W, 

Ch. 

p. 

w. 

p. 

TT. 

p. 

w. 

0 

c 

c 

C 

d 

1 

Qu 

QU  + 

Ä  + 

h 

Ä- 

c- 

a  — 

~~e — 

i 

^5"+ 

1-1 

6  + 

T+ 

7+ 

Bs  zeigen  sich  hier  nicht  unerhebliche  Abweichungen  der  be- 
obachteten Töne  von  den  durch  die  beiden  Rechnungen  er- 
mittelten. Die  beobueliteten  Töne  stimmen  mit  den  aus  der 
P oi SS on 'sehen  Annahme  {6  =  ^)  ermittelten  etwas  besser 
überein,  als  mit  den  aus  der  Wer theim'sehen  Annahme 
=  1)  berechneten;  doch  ist  die  Abweichung  bei  jenen  zu 
gross,  als  dass  hieraus  ein  Scbluas  gegen  diese  Annahme  ge- 
zogen werden  könnte. 

Ich  wende  mich  jetzt  zui*  Vergleichung  einiger  numerischer 
Resultate,  welche  die  Theorie  in  Bezug  auf  die  Knotenlinien 
giebt,  mit  den  entsprechenden  Resultaten  der  Beobachtung. 
Hr.  Professor  Strehlice  hat  die  Güte  gehabt,  mir  die  Ergeb- 
nisse einiger  Messungen  von  ausgezeichneter  Genauigkeit  mit- 
zutheilen,  die  er  an  zwei  kreisförmigen  Glasscheiben  angestellt 
hat.  Diese  Scheiben  waren  mit  derselben  Sorgfalt  gearbeitet» 
wie  die  quadratischen  Scheiben,  an  denen  er  die  Messungen 
angestellt  hat^  die  von  ihm  in  Dove's  Bepertorium  Bd.  HL 
S.  118  bekannt  gemacht  sind;  die  eine  von  ihnen  hatte  imge- 
fShr  6  Zoll  Durdmiesser  und  1  Linie  Dicke,  die  andere  7  Zoll 
Durchmesser  und  1,1  Linie  Dicke.  Zum  Beweise  der  Voll- 
kommenheit der  Scheiben  und  der  Genaui|^toit  der  Messungs- 
methode kann  die  Kleinheit  der  Unterschiede  der  folgenden 
Zahlen  dienen,  die  durch  Messung  verschiedener  Durchmesser 

1)  Chladni  sa^  zwar  nicht  ausdrücklich  in  seiner  Akustik,  aus 
welclitr  .seine  Augabon  gpnomm«'n  sind,  das-i  dieselben  sich  auf  die 
gleichschwebeude  Temperatur  beziehen;  doch  scheint  es  unzweifelhaft, 
dsM  dem  so  tat 
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des  Knotenkreises  ohne  Knotendurohmfisaer  auf  einer  Scheibe 
gefiudden  wurden. 

JSrate  Sdte. 
24^,415 
48 
44 
425 
406 


Kehrseite  denelben 
24^42 
44 
425 
48 
415 


Mittel    241^,423  24S426 

Eben  so  regelmävssig  als  diese  Scheibe,  welche  mit  I  bezeich- 
net werden  mag,  zeigte  sich  che  andere  TzöUige,  welche  II  ge- 
nannt werden  soll.  Ich  will  die  Werthe  der  Eadien  der 
Knotenkreise y  welche  diese  beiden  Scheiben  ergeben  haben, 
zusammenstellen  mit  den  Werthen,  welche  die  Rechnung  bei 
der  Poisson'schen  oder  der  Wertheim'schen  Annahme  Yon 
6  giebt 


Beobachtung 

Bechnong 

I  1 

n 

p.  ' 

TT. 

n*^Of     »  1 
n=  1,  /Li  =  1 

/.  0,6792 
/.  0,7811 

7.0,6782 
7.0,7802 

7.0,68062 
7.0,78136 

7.0,67941 
7.0,78088 

Den  Badius  des  Knotenkreiflesi  der  dem  Tone  (n  =:  0,  =  1) 
entspricht,  hat  auch  Savart  gemessen;  er  iand  bei  drei  Ter- 
schiedenen  Scheiben  die  folgenden  Werthe: 

7.0,6819,  /.0,8798,   /. 0,6812. 

Diese  Angaben  theilt  Poisson  bei  Gelegenheit  seiner  Unter- 
suchungen über  die  Schwin^runfiren  einer  kreisförmigeu  Platte 
in  der  oben  citirten  Abhandlung  mit.  Poisson  hat  dort  für 
den  Fall  «  =  0  und  unter  der  Annahme  ö  =  |  die  tiefsten 
Töne  und  die  zu  diesen  gehörigen  Knotenki'eise  berechnet. 

Die  aus  der  AVerth  e  im 'sehen  Annahme  abgeleiteten  Ee- 
sultate  weichen  von  den  aus  der  Poisson'schen  abjjeleiteten 
nur  weiiif^'  ab;  mit  den  Strehlke'schen  Beobachtiuigen  stim- 
men jene  noch  besser  tiberein,  als  diese.  Wie  mir  scheint, 
spricht  dieses  aber  nicht  gegen  die  Poisson'sche  Annahme^ 
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denn  eine  vollkommene  Uebereinstimmiing  zwischen  der  Theorie 
und  dem  Versuche  darf  man  nicht  erwarten,  weil  die  dem 
Versuche  unterworlenen  Scheiben  nicht  die  Eigenschaften  in 
aller  Strenge  besitzen,  welche  in  der  Theorie  ihnen  beigelegt 
werden. 

Herr  Strehlke  hat,  ansser  den  angefülirten,  mii'  noch 
die  Resultate  einiger  anderer  Messungen  mitgetheilt,  die  von 
ihm  an  weniger  vollkoiumenen  Scheiben  angestellt  shid.  Ich 
lasse  dieselben  folgen,  zugleich  mit  den  entsprechenden  Zalden, 
welche  die  Rechnung  unter  der  Annahme  Ö  —  |  und  unter  der 
Annahme  (/  »  1  gegeben  hat 

Badien  der  Knotenkreise. 


Beobachtung 

Hcohming 

^  =  1 

0,781 

0,783    0,781  0,788 

0,78136 

0,78088 

0,79 

0,81  0,82 

0,82194 

0.82274 

«-3, 

M-1 

0,888 

0,842 

0,84523 

0,84681 

f=2j 

0,488 
0,868 

0,492 
0,889 

0,49774 
0,87057 

0,49715 
0,87015 

Der  Radius  der  Scheibe  ist  hierbei  s  1  gesetzt 


Ueber  die  Schwingungen  einer  kreiafömii^eB 
elifltisehen  Seheibe.  ^) 

Die  Entdeckung  Chladni's,  die  Ruhelinien  einer  schwin- 
genden Scheibe  durch  aufgestreuten  Sand  siclitbar  zu  machen, 
leitete  auch  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  das 
Problem  der  schwingenden  Scheiben.  Frl.  Sophie  Germain 
hat  das  Verdienst,  zuerst  einen  Versucli  zur  Lösung  des  Pro- 
blems gemacht  zu  haben;  aus  einer  Hypothese,  die  sie  über  die 
Kräfte  ersonnen  hatte,  mit  der  eine  elastische  Platte  Form- 
yeränderungen  widerstrebt,  entwickelte  sie,  unterstützt  Ton 

1)  Pügg.  Ana.  Bd.  81.  1850. 
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Lagrange,  die  DiffBrentialc^eidmngen  Ar  die  SohwiDgimgen 
einer  eolcbeiL  Sie  war  im  Stande  diese  Gleiohiiiigen  ftr  den 
Fall  einer  rediteckigeu  Scheibe  zu  integriren,  nnd  erhielt  in 
Beziehung  auf  die  Höhe  der  Töne  und  die  Enotenlienf  die 
diese  begleiten,  Beenltato,  die  mifc  üuren  Beobaditangen  in 
üebereinBtimmnng  waren.  Diese  üeberenwHmmnng  kann  in- 
dessen nur  als  eine  zufällige  angesehen  werden;  jene  DiffBren- 
tialgleicliuugen  sind  nicht  die  richtigen;  denn  es  l&sst  sich 
nachweisen,  dass  sie  einen  Widerspruch  gegen  sich  selbst  in 
sich  tragen.  Die  Schuld  hiervon  fällt  auf  die  Hypothese,  von 
der  Frl.  Genna  in  ausgegangen  ist. 

Auf  einer  festeren  Grundlage  hat  Poisson  eme  zweite 
Theorie  der  Schwingungen  einer  Scheibt?  aufgebaut.  Die  all- 
gemeinen Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  und  die  Bewe- 
gung eines  beliebig  gestaltet<'n  elastischen  Körpei-s  wai'en  dui'ch 
Kavier  und  dureli  ihn  Mulgi -stellt;  aus  diesen  leitete  er  die 
entsprechenden  Gleichungen  für  den  Fall  ab.  dass  der  Körper 
eine  sehr  düime  Platte  ist.  Diese  Gleichungen  hat  er  integrirt 
unter  der  Annahme,  dass  die  Platte  eine  ki'eisfomiige  ist,  und 
so  schwingt,  dass  alle  Punkte,  die  gleich  weit  vom  Mittel- 
punkte absteh(Mi,  sich  immer  in  demselben  Schwingungszustande 
befinden.  Er  fand,  dass  eine  solche  Platte  imendhch  viele 
Töne  geben  kann,  von  denen  der  tiefste  Ton  von  1,  der  zweite 
von  2f  der  dritte  von  3  Knotenkreisen  etc.  begleitet  wird;  er 
berechnete  die  Badien  der  Enotenkreise,  die  zu  den  beiden 
tiefsten  Tönen  gehören,  und  fand  eine  gute  üebereinstimmung 
mit  den  Wertheni  die  Sayart  durch  Messung  dieser  Badien 
erhalten  hatte. 

Aber  auch  die  Poisson'sche  Theorie  der  Schwingongea 
einer  Platte  bedurfte  einer  Berichtigang.  Ich  habe  nachge- 
wiesen,  dass  den  dreiOrenzbedingungen,  die  Poisson  entwickelt 
hat)  im  Allgemeinen  nicht  gleichzeitig  genttgt  werden  kann, 
und  habe  zwei  Gieuzbedingungen  entwickelt,  die  an  die  St^ 
jener  za  setzen  sind.  Memach  hatte  es  keine  Schwierigkeit 
die  Schwingungen  einer  kreisförmigen  Platte  im  allgemeinna 
Falle  durch  die  Bechnung  zu  Teriblgen.  Nach  der  Theorie 
Poisson's  war  dieses  nicht  möc^ieh,  da  hier  sich  schon  der 
Widerqnruch  seiner  drei  Gr^bedingungen  zeigt»  wfthrend  in 
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dem  von  ihm  behandelten  speciellen  Falle  diesen  gleichzeitig 
genügt  werden  kann,  und  dieselben  gleichbedeutend  sind  mit 
den  beiden  von  mir  aufgestellten. 

Bevor  ich  die  Resultate  meiner  Rechnung  angebe,  muss  ich 
folgende  Bemerkxmg  voranschicken.  In  den  Grleichungen.  die 
sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  beliebig 
gestalteten  elastischen  Körpers  beziehen,  kommt  eine  Grösse 
vor,  die  ich  0  nennen  mll,  flir  die  bisher,  den  theoretischen 
Beti'achtungen  P  o  i  s  so  n  's  und  denBeobachtungen  von  C  a  g  n  i  a  r  d- 
Latour  gemäss,  der  Werth  {  angenommen  worden  ist,  Hr. 
Wertheim  hat  aus  seinen  Versuchen  auf  einen  andern  Werth 
von  d  schliessen  zu  mibssen  geglaubt,  nämlich  auf  den  Werth 
0  =  1.  Da  die  Grösse  6  auch  in  den  Gleichungen  vorkommt, 
die  sich  auf  die  Schwingimgen  einer  Platte  beziehen,  so  habe 
ich  die  Rechnung  in  Beziehung  auf  die  Töne  und  die  Knoten- 
Unien  einer  Kreisscheibe  fUr  beide  Werthe  von  d  aogestellt. 
Es  zeigte  sich,  dass  der  Unterschied  beider  Rechnungen  immer 
•  moht  erheblich  und  desto  kleiner  ausfällt,  je  höher  der  Ton 
ist  loh  begnügte  mich  daher  für  die  höheren  Töne  die 
Bedunmg  allein  onter  der  älteren  Annahme  für  6  dnrchzn« 
führen. 

Die  EnotenUnien,  die  zu  irgend  einem  Tone  der  Kreis- 
Scheibe  gehören,  bestehen  der  Theorie  gem&BS,  weldies  auch 
der  "Werth  von  d  sei,  ans  Kreisen,  die  concentrisoh  sind  mit 
der  Peripherie  der  Scheibe,  und  Durchmessern,  die  dieselbe 
in  gleiche  Thefle  theilen.  Einen  jeden  Ton  kann  man  charak- 
terisben  durch  die  Zahl  der  Durchmesser  und  die  der  Kreise, 
die  in  der  zugehörigen  Knotenfigur  sich  finden.  Es  bezeichne 
n  die  Anzahl  der  Durchmesser,  /u  die  der  Kreise;  dann  werden 
flieh  die  Schwingungszahlen  der  TOne,  welche  eine  und  dieselbe 
Scheibe  geben  kann,  ordnen  lassen  in  eine  Tafel  mit  doppeltem 
Eingange,  mit  einem  in  Beziehung  auf  ii  und  einem  in  Bädehimg 
auf  /u.  Die  Höhe  der  Töne,  die  eine  Scheibe  liefert,  ist  ab- 
hängig von  ihrer  GrOsse,  Dicke  und  ihrem  Stoffe;  jedoch  sind 
die  Intervalle  z^^ischen  zwei  entsprechenden  Tönen  von  diesen 
Bedingungen  unabhängig  und  bei  allen  Kreisscheiben  die  näm- 
lichen. Die  beiden  folgenden  Tafeln  enthalten  diese  InteiTalle; 
die  erste  ist  unter  der  Annahme  6  =  ^  die  zweite  unter  der 
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Annahme  0  =  1  berechnet;  in  jeder  ist  die  Anzahl  der  Schwin- 
gungen angegeben,  die  bei  den  einzehien  Tönen  in  der  Zeit 
vollführt  werden,  in  der  bei  dem  Grundton  der  Scheibe  eine 
Schwingimg  geschieht.  Der  Gnmdton  ist  derjenige  Ton,  dessen 
Kiiotenfigur  aus  zwei  aui'  einander  seukiechten  Durchmessern 
bestellt 

n  as  0.    n  SS  1.  «  Bi  2.    n  s  8.    n  »  4.    n  «  5. 

0  1,0000  2,8124  4,0486  6,1982 

1  1,6181   8,7082  6,4088  9,6446  18,8987  17,6804 

2  6,9669  10,8888  16,8062  20,8249 
8  16,9081. 

fi  nsO.    n^l*    n8s2.  n>a8. 

0  1,0000  2,3274 

1  1,7284    3,9072   6,7111  10,0762 

2  7,3^44  11,4003. 

Chladni  hat  in  seiner  Akustik  Beobachtimgeii  ttber  die 
Tttne  einer  kreisfönuigen  Scheibe  mitgetheilt;  aas  dieaen  er- 
gaben flieh  die  folgenden  Schmgongszahlen: 

fi         n  a  0.        n  SS  1.    n    2.     n  =3  3.      n  =  4.    n  —  5. 

0  1,0     2,2  4,0     6,0...  6,4 

1  1,6  3,6       6,0     9,0...  9,5    12,7  17,0 

2  6.4+  10,1      14,3  19,0 
8      14,3...  15,1. 

Das  hinzngelllgte  ZeLohen  +  dentet  hier  an,  dass  der 
beobachtete  Ton  etwas  hoher  war.  Die  beobachteten  Tonrer- 
hiltnisse  stimmen  etwas  besser  mit  demjenigen  ftberein,  die 
unter  der  Aimahmfi  0  »  )  bereohnet  sond,  als  mit  deigwiigen, 
die  siofa  bei  der  Annahme  O^^l  ergeben  haben;  indessen  steht 
zu  hoffen,  dass  genauere  Beobachtongen  der  TOne  auf  eine 
bestimmte  Weise  ftr  die  eme  oder  die  andere  dieser  Annahmm 
spredien  werden. 

In  Benehung  auf  die  Tonvcrhültnisse  bemerke  ich  hier 
noch  Folgendes.  Wie  die  Schwiiigung^zahlen  der  Töne,  die 
ein  firei  schwingender  Stab  geben  kann,  sich  immer  mehr  und 
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mehr  den  Quadraten  der  ungeraden  Zahlen  nähern,  je  hSher 
die  Töne  werden;  so  nShem  sieh  auch  die  Schwingnngiwahlen 
der  höheren  Töne  der  kieiBförmigen  Scheibe  den  Quadraten 
gewiner  Zahlen,  n&mlich  den  Quadraten  yon  m  +  Diese 
Thatsaehe  hat  schon  Ohladni  durch  Beobachtungen  £ratge- 
steUt;  nnd  die  Theorie  bestitigt  sie,  welchoi  Werth  man  anch 
ftr  6  annehme« 

Ilm  mit  Hülfe  der  biaherigen  Angaben  die  absokte  Höhe 
der  TAne  euier  Ereisscheibe  berechnen  zn  kOnnen,  ist  es  noch 
nMhjg  die  Bestimmimg  für  die  H5he  des  Ghnmdtones  hier  her- 
sosetsen.  Dieser  ist  yon  den  Dimensionen  nnd  dem  Stoffe  der 
Scheibe  abhängig;  bezeiohnet  /  ihren  Badins,  «  ihre  halbe 
Dicke,  g  den  EhstidtitsooSfficienten  nnd  q  die  Dichtigkeit 
ihres  Stoffes,  so  ergiebt  sich  die  Anzahl  der  Schwingungen, 
die  in  der  Zeiteinheit  bei  dem  Ghmndton  yoUf&hrt  werden: 

bei  der  Annahme  Ö  =     ^  ]/  y  1,04604, 

und  bei  der  Amiahme  ö  =  1:  ^|/^  1,02357. 

Durch  Beobachtung  ist  diese  Grösse,  soviel  mir  bekannt,  bis- 
her nicht  ermittelt  worden. 

Ich  komme  jetzt  zur  Angabe  der  Werthe  der  Radien  der 
Knotenkreise,  die  zu  den  verschiodeneu  Tönen  gehören,  "vvie 
sie  die  Rechnung  unter  den  beiden  Annahmen  für  0  imd  wie 
die  Beobachtimg  sie  geliefert  hat.  Die  Anordnung  der  fol- 
genden Tafeln,  in  denen  diese  Werthe  enthalten  sind,  ist  ent- 
sprechend der  Anordnimg  in  den  Tafeln  für  die  Höhe  der 
Tönej  der  iladius  der  Scheibe  ist  »  1  gesetzt 

1    0,68062  0,78136  0,82194  0,84523    0,00005  0,87256 

f  0,39151  0,49774  0.50043  0,60365 

^  t  0,84200  0,87057  0,88747  0,89894 
0,25679 
0,59147 
0,89381. 
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ii«0.     fi»l.     ii»2.  ii»8. 

1   0,67941   0,78088  0,82274  0,84681 

«/  0,49716 
2\  0,87015. 

Die  BeobAchtongeii,  deren  BeBultate  mm  folgen,  smd  toh 
Hrn.  Strehlke  angestellt^  der  die  Qnte  gehabt  hat^  sie  mir 
mitzatheüen.  Hr.  Strehlke  hat  seine  Messungen  an  sechs 
sehr  sorgfiUtig  geazheiteten  Scheiben  ausgeftthrt,  die  durch  I, 
n,  m,  IV,  y,  vi  bezeichnet  werden  soUen;  die  vier  ersten 
waren  von  Glas,  die  beiden  letzten  yon  Metall;  Dicke  nnd 
Durchmesser  der  Scheiben  waren,  nach  Pariser  Maas,  unge- 
fähr die  folgenden: 

Dicke.  Durchmesser. 
Scheibe  I  1    Linie  6  Zoll 

„     n  1,1    „  7  „ 

w    y       I    »         5  „ 

„VI  I      „  6  V 

Die  an  diesen  Scheiben  gemessenen  Radien  der  Knotenkreise 

waren  in  Theileu  des  Iladius  der  Scheibe  ausgediüokt: 

Scheibe  L 

fl      11  =  0.       71=  l. 

1  0,6792  0,7811. 

Scheibe  IL 

u    7i  =  0.     n  =  1. 
1  0,6782  0,7802. 

Scheibe  m. 

fi,    n  =  0.     7i  =  1 .     11  =  2.     n  =  3.     n  =  4.     n  =  5. 
1    0,0780    0,7800    0,8210    0,8447    0,8601  0,8717. 
^/  0,3915    0,4977    0,5605  0.0038 
^  1  0,8414    0,8697    0,8867  0,8981. 

Scheibe  IV. 
H    71  =  0.    11  =  1.    11  =  2.     71  =  3.     7i  =  4. 

1    0,6770    0,7792    0.8205    0,8445  0,8601 
^/  0,3911    0,4971    0,5008  0,6043 
^10,8411    0,8698   0,8870  0,8983 


8 


0,2575 
0,5921 
0,89M 
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Scheibe  Y. 

ft  n  «i  0.  n  si>  1. 
1    0,6781  0,7796 

Sehflibe  YL 
fi    fiBsO.    it»l.    na  2. 

1   0,6783    0,7802  0,8213. 

Die  an  den  verschiedenen  Scheiben  erhaltenen  Resultate 
stimmen  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  unter  einander  über- 
em  und  mit  den  Resultaten  der  Rechnung,  sowohl  derjenigen, 
die  unter  der  Annahme  0  =  1,  als  deijenigen,  die  unter  der 
Annahme  6  » 1  angestellt  ist.  Filr  die  eine  oder  die  andere 
dieser  Annahmen  entscheiden  die  Messungen  der  Radien  der 
Knotenkreise  nicht,  da  der  Unterschied  der  Werthe,  die  die 
Eeohnnng  bei  beiden  ergiebt,  ein  za  geringer  ist 


Ueber  dM  OleldigewieU  ud  die  Bewegug  eiies 
ineiidUdl  dllneii  elastiseliei  Stabes.  ^ 

Poisson  hat  in  seinem  Trait6  de  m^caniqne  eine  Theorie 
der  endlichen  Formänderongen  entwickelt,  die  ein  unendlich 
dünner,  nnfprfinglich  gerader  oder  kmmmer,  elastischer  Stab 
dorch  JBjAlte,die  theik  auf  sein  Inneres,  theils  auf  seme  Snden 
"wirken,  erfthzl  De  Saint-Venant  hat  jedoch  nachgewiesen, 
dass  die  Voraassetnmgen,  yon  denen  Poisson  dort  ausge- 
gangen ist)  theQweise  unrichtig  sind,  nnd  hat  zmn  ersten  Male 
die  Torsion  nnd  Biegung  eines  unendlich  dünnen  Stabes  Ton 
beliebigem  Qaerschmtd,  von  den  Gmndgleichangen  der  Theorie 
der  Elasticittt  ausgehend,  mit  Strenge  mitersncht  De  Saint- 
Venant  hat  dabei  aber  nur  den  EaU  behandelt,  dass  der 
Stab  ursprünglich  cgündrisch  ist,  dass  die  Form&nderangen 
vnendMoh  Idein  sind,  nnd  dass  die  Axe  dee  Stabes  eine 
Aze  der  Slasticitftt  isi  In  der  Torfiegenden  Abhandlung 
untersuche  ich,  tod  den  Gleichungen  der  Theorie  der  Slasti- 

1)  Bonhaidt'i  Jounal  Bd.  5«.  18M. 
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cit&t  ausgehend,  die  Fonnliideniiigen  eines  nnendHeh  ditamen 
Stabes  von  überall  gleichem  Qaendmiftt  alme  dim  beecMn- 

kenden  Annahmen. 

In  dem  ersten  Paratrrnplieii  stelle  ich  über  die  Grund- 
gleichuugen  der  Tln'oric  der  Elasticitüt  gewisse  Betrachtungen 
an,  welche  die  Amveiidung  derselben  auf  den  Fall  eines  un- 
eiidlicli  dünnen  Stabes  vorbereiten;  im  §.  2  wird  diese  An- 
wendung in  ihrer  Allgemeinheit,  in  Beziehung  auf  das  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung,  gemacht;  §.  3  behandelt  das 
Gleichgewicht  eines  ursprüngUch  cylindi'ischen  Stabes,  der 
dm-ch  Kräfte,  die  auf  die  Enden  wirken,  eine  endliche  Form- 
änderung erlitten  hat;  es  ergiebt  sich  hier^  dasB  die  Aufgabe, 
die  Gestalt  des  Stabes  zu  bestimmen,  auf  dieselben  Difißaren* 
tialgleichungen  fiüirt,  wie  das  Problem  der  Rotation  eines 
schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt;  im  §.  4  endlidi ent- 
wickle ich  ein  Beispiel  für  das  Gleichgewicht  eines  ursprüng- 
lich knimmen  Stabes  unter  dem  Einfluss  von  Kr&fton»  die  anf 
die  JEhiden  wirken,  indem  ich  die  Formänderung  untersuche, 
die  eine  «ob  einem  Drahte  ?on  kreiflfönnigBm  Querschnitt  ge- 
bildete Sdiranbenlinie  durch  eine  Kraft  edShxi,  'die  auf  einen 
mit  dem  Ende  derselhen  fest  yerbondenen  Punkt  der  Aze 
in  der  "Rifthtoiig  dieser  wirkt 

§  1. 

Es  seien  y,  z  die  rechtwinkligen  Ooordinaten  eines 
Punktes  eines  homogenen  elastischen  Körpers  in  seinem  natflr- 
lichm  Zustande;  mit  diesem  Namen  will  ich  den  Zustand  eines 
EOrpera  beedofanen,  bei  dem  an  keinem  Orte  BOatationen 
(oder  Oontraetionen)  stattfinden.  Durch  uneodJich  kleine 
ErSfke,  die  tfaailB  auf  das  Innere,  theOa  anf  die  Oberffikhe 
wiiken,  und  die  ich  ftussere  nennen  will,  um  sie  ymk  den 
elastischen  zu  unterscheiden,  mQge  der  K(^iper  one  Form- 
änderung erieiden;  nach  dersdben  seien  «-h«»  y-fv,  g  +  w 
die  Goordinaten  des'Torher  betrachteten  Punktee,  den  ich  als 
den  Punkt  (;r,  y,  z)  bezeichnen  wilL  Durch  diesen  Punkt  denke 
man  nch  nsßh  dem  Eintreten  der  Pormftnderung  eine  Ebene 
aenkrecht  zur  4vAze  gelegt;  dieee  theEt  den  E9fper  in  zwei 
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Theile;  die  Componeiiten  luicli  den  Coordinatenaxen  der  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  elastischen  Kraft,  welche  der 
Theil,  dem  die  gi-össeren  Werthe  von  j:  entsprechen,  auf  den 
andern  im  Punkte  (x,     z)  ausübt,  seien: 

und  die  analoge  Bedeatong  sollen  die  Zeiehen 

haben.  Dabei  ist  dann: 
Idi  Betee  üanier: 


du 

fltP  , 

bv 

dv 

a« 

beaeiohne  duroh 

iX,  lY,  iZ 

die  Oomponenten  der  ftosseren,  auf  die  Einheit  des  Yofaunena 
belogenen  Eraft,  die  nach  der  FormSndemng  im  Punkte 
(dr,  ^,  z)  im  Lmem  des  EOrpers  wirksam  ist,  ferner  durch 

.(X),  i{Y\  i{Z) 

die  ('omponenten  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  ftnsse- 
ren  Kraft,  die  auf  die  Oberfläche  im  Punkte  («^  z)  aosgsftbt 
ivird»  vobei  ich  ontor  £  eine  nnendJich  kleine  Ooostanto,  unter 
XfTfZ,  (XX  VOf  endliohe  Grössen  yerstehe,  nnd  schreibe 
endlich  die  Qleidrang  der  ObeiflAche  des  Köq^ers  in  seinem 
natOrlichen  Zustande: 

Unter  der  Voranssetzung,  dass  die  9  DtffiBrentialquotienten  Ton 

u,  Vf  w  nach  z  unendlich  klein  sind,  sind  dann  die  6 
Grössen  Xi,  Xy ,  . . .  lineare  homogene  Funktionen  der  6  Grös- 
sen Tx,  Xy,  deren  Coefficieiiten  die  Coiistanten  der  Masti- 
cität  des  Körpers  sind,  und  für  den  Fall  des  Gleichgewichts 
ist  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  Körpers: 
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(1) 


Bx 

dy 

fl*  ~ 

dYx 

dx 

+ 

dYy 

+ 

ÖF, 

dZx 

+ 

dZy 

+ 

und  fttr  jeden  Funkt  der  Oberfläche: 


(2) 


wo  die  Wnrzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  für  die  Punkte 
im  Innern  des  Körpers  //  negativ  ist. 

In  den  allgemeinen  Lösungen  dieser  Differentialgleichungen 
für  Uj  Vf  V)  kommen  6  willkürliche  Constauten  vor;  die  Aus- 
drücke Yon  V,  Vf  w  enthalten  nftmlich  die  additiven  Glieder 

in  denen  a^,  h^,  c^,  «,  b,  c  ^\illkürliche  Constanten  sind.  Es 
folgt  das  dai'aus,  dass  die  Grössen  u,  v,  ?r  nur  in  so  fem  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  vorkommen,  als  sie  die  Werthe 
von  .Tx,  ^y,  ...  bedingen,  und  diese  Wertlie  nngeändert  bleiben, 
wenn  man  zu  ?/,  v,  iv  die  angegebenen  Glieder  liinzulligt.  Die 
6  C  konstanten  ^/,.,,  ä^,  c„,  a,  h,  r  'sollen  dmrh  die  Festsetzung 
ihre  Bestimmung  erhalten,  dass  für  den  Punkt  (d?  n  0,  ^  »  Oy 
z  =  0),  der  in  dem  Köiper  liegen  möge, 

(3)       „  =  0,  »  =  0,»-0,|-;  =  04i;  =  0,  g  =  0 

ist  Dft  von  don  9  GhQwen: 


1, 


dv  dw 
du     M  dw 


du  dv 


1, 
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die  3  der  obersten  florizontah-eihe  die  Cosinus  der  Winkel 
sind,  die  ein  ursprünglich  der  ar-Axe  paralleles  Linienelemont 
nach  der  Formänderung  mit  den  Azen  bildet,  und  die  übrigen 
die  entsprechende  Bedeutong  haben,  so  sagen  die  drei  letzton 
der  Gleichungen  (3)  aas,  dass  ein  durch  den  Punkt  {x  =  0, 
y  s  Oy  z^O)  der  ar-Axe  ursprünglich  parallel  gelehrtes  Linien- 
element seine  Bichtung  nicht  ändert,  und  ein  durch  denselben 
Punkt  der  y-Axe  ursprünglich  paraflel  gelegtes  Linienelement 
senkrecht  auf  der  «-Aze  bleibt 

Die  GHeiohmigen  {!),  (3)  und  (3)  bestimiiiBn  die  Funktionen 
tfy  10  eindeaticb  ine  spBler,  nadh  der  GUeickung  (9),  nachge- 
wiesen werden  soIL  Die  Ausdrucke  Ton  u,  v,  u>  nnd  ihre 
Difierentialqnotienten  nach  #,  z  mfissen  hiernach  den  lUdor 
t  enthalten;  sie  werden  daher  Ton  der  Ordmmg  Ton  i  sein, 
wenn  alle  Dimensionen  des  EOrpers  endlich  sind,  oder,  nm 
mioh  prftdser  aassiidrttckeii,  wenn  in  der  IVmktion  g  nur  end- 
liche Oonstanten  Toikommen.  In  diesem  Eslle  irt  also  die 
YoiaoBsetzung,  dass  die  9  Differantialqaotienten  von  v,  ü,  w 
nach  X,  y,  z  nnendlich  Uein  smd,  unter  welcher  die  Gleidrangen 
(1)  und  i2;  nur  richtig  sind,  erfüllt  BnllAlt  g  eme  nnendhöh 
kleine  Constante,  so  wird  diese  Yoraossetzung  im  Allgemeinen 
nicht  erfüllt ;  ihr  wird  aber  auch  genügt  in  dem  Falle,  der  jetzt 
betraclitet  werden  soll. 

Es  seien  alle  Dimensionen  des  Körpers  unendlich  klein 
und  von  dei*selben  Ordnung;  oder,  um  bestimmter  zu  sprechen, 
es  sei  die  Gleichung  y  =  0  der  Art,  daas,  wenn  man  in  üu* 
setzt: 

wo  i  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet,  sie  übergeht  in 
eine  Grleichung 

deren  linker  Theil  eine  Funktion  von  ;r,  t).  %  ist,  lUc  nur  end- 
liche Coiistanten  enthält.  Die  Grössen  A".  l',  Z,  (X),  (F),  (Z) 
sollen  Funktionen  von  .r,  y,  z  luul  i  sein,  aber  solche,  die  end- 
hch  bleiben  für  alle  Werthe,  die  o;,  y,  «  in  dem  Körper  er- 
halten. 

Die  Substitutionen  (4)  denke  man  sich  auch  in  den  Glei- 
chungen (1),  (2)  und  (8)  ausgeführt.  Macht  man 

KlMhhoff,  UeMuomeltc  AbhMidlnnfm.  19 
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*•  -  Äj»  9-  -      +  » 

und  beieichiiiet  durch  9^  3«  ...  die  AusdrOcke,  die  man 
«ibftlt»  wenn  man  x«,  y«,  g„  ...  ersetzt  durch  ...  in 

den  AnsdrilGken,  die  r«,  ...  als  Fodctionen  Ton  jt«, 
y.,  f«,  ...  darstellen,  so  eriiftlt  man  dadurch: 


(5) 


(7)        «  =  0,r  =  0,«.-0,*?  =  04f  =  0,  1^-0. 

Wenn  durch  die  Ausführung  der  Substitutionen  (4)  in  den 
AusdrOcken  Ton  X,  (X),  (T),  {Z)  die  Grösse  i  nicht 

verschwunden  igt,  so  kann  man  doch  für  diese  6  Gbösaen  die 
endlichfiA  Qrenzwerthe  tetsen,  denen  sie  sich  der  gemachfcoi 
Annahme  nfolge  nldiem  mOssen,  wenn  i  sich  der  Noll  nihert; 
d.  h.  man  kann  X,  ¥,  (2),  {i\  (Z)  als  endliche  und  Ten  i 
mabhingige  Funktionen  yon  ^,  }  betrachten.  Ana  diesem 
Qnmde  mtaen  die  WerthCy  die  fllr  «,  t9  ans  den  GldohimgeB 
Wf  W>  B>oh  ergeben,  Toa  der  Ordnung  des  Produkts  it 
sein;  von  derselben  Ordnung  sind  die  DÜFerentialquotienfcen 
yon  II,  9,  «9  nach  |,  |,  und  daher  sind  die  DifferenÜilquo- 
tienten  von  »,0,10  nach  «»  y,  <  Ton  der  Ordnung  Ton  L 
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Sie  QleiobiiQgen  (1)  und  (2)  gettfio  deshalb  anob  fltar  diu 
jetzt  betrachteten  IUI;  sie  veremfafibim  sidi  in  demselben  aber 
wesentUob.  Erwägt  man  «»ntlifthj  dass  die  reobten  Theile  der 
Gleiobnngen  (5)  unendlidi  klein  smd  gegen  die  rechten  Theile 
der  Gleicbnngen  (6),  so  siebt  man,  dass  die  GiOssen  7,  Z 
nur  einen  Terscbwindend  kleinen  Binfluss  auf  die  Wertbe  vpn 
\D  aosOben,  dass  mau  sie  daher  ▼emacbteasigen  und  die 
Gleichungen  (1)  ersetzen  kann  dnrch  die  folgenden: 


Diese  Gleichungen  sind  unter  der  Yoramsetzung  abgelei- 
tet, dass  iX^  i\\  iZ  von  derselben  Ordnung  wie  /(X),  {(J), 
i{Z)  sind;  sie  gelten  offenbar  aoeb  in  dem  Falle,  daa»  jene 
8  Kräfte  unendlich  klein  gegen  diese  sind,  sie  gelton  aber 
nioht  in  dem  umgekelirten  Falle.  Die  Scblflsse,  welche  weiter 
unten  aus  den  Gleichungen  (8)  gesogen  werden  sollen,  gelten 
also  auch  nur  unter  der  Yoranssetsung,  dass  der  letsto  Fall 
nicht  stattfindet 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sieb  in  eine  Gleichung 
xusammenfiMsen.  Yon  den  86  Oonstanten,  welche  die  Gleich- 
ungen enthalten,  die  A«,  l'x;  als  Funktionen  von  x^^  ... 
daxstellen,  müssen  IS  anderen  15  gleich  sein,  so  dass  der 
Ausdruck 

das  ToUständif^e  Differential  einer  liomogencn  Funktion  2**^ 
Grades  der  6  Vaiiabeln  u»,  y^^  r,,  ^g,  j,,  jr^  istJ)  Ist  F  diese 

1)  Die  Bioktic^  dieeer  Behaaptang  folgt  leiobt  mb  den  FkUpieo 

der  mechanischen  Wärmetheorie.  Wäre  nämlich  der  angegebene  Aus- 
druck kein  vollstämUgfS  Differential,  so  könnte  man  mit  Hülfe  »los  ela- 
Htischen  Kürjjers  Arbeit  gewimien,  indem  mau  Dnickkriifte  auf  die  Ober- 
Üächü  defifielbcn  wirken  lässt,  die  man  »o  variirt,  dass  der  Körper  wieder 
in  «einen  uropriinglidien  Znatand  mrückgcfühit  wird;  ei  kSmile  dssoadl 
jenen  Ptiniipten  niefat  der  IUI  sein  ohne  einen  entefmehendeB  Yeiiaet 


(8) 


dx 


dz 

dYz 

dz 


Digitized  by  Google 


292 


üeber  das  Gkiohgewklit  und  die  Bewegung 


Funktion,  so  smd  die  GUeichnngen  (1)  und  (2)  gleichbedeatend 
mit  der  einen: 

(9)  SQ  —  öjFdx  dy  dz  =  0, 

in  der  das  erste  Glied  der  linken  Seite  das  Moment  der  äusse- 
ren Eliäfte  für  unendlich  kleine  Aenderungen  von  w,  v,  u\  und 
das  zweite  die  entsprechende  Variation  des  in  ihm  vorlvuninieii- 
den,  über  das  Volumen  des  Körpers  ausgedehnten  Integrals 
bedeutet. 

Aus  einer  gewissen  Eigenschaft  der  Funktion  F  lässt  sich 
die  oben  ausgesprochene  Behauptung,  dass  die  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  die  Funktionen  w  eindeutig  bestimmen,  be- 

weisen. 

Wäre  dies(^s  nicht  der  Fall,  so  müsste  es  von  Null  ver- 
schiedene Werthe  von  v,  w  geben,  die  den  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  genügen,  wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 

(1)  und  (2)  gleich  Null  gesetzt  sind.  Es  soll  gezeigt  werden, 
dass  es  solche  Werthe  nicht  giebt,  Multiplicirt  man  die  Glei- 
chungen (1)  mit  udscdydz,  vdx  dydz,  wdxdydz  imd  integrirt 
sie  über  das  Volumen  des  Kdrpers,  dividirt  man  die  Gleichungen 

(2)  durch 

midtipHcirt  sie  mit  udOj  vdO,  wdO,  wo  dO  ein  Element  der 
Oberfläche  des  Körpers  bedeutet,  und  integrirt  sie  über  diese 
Ohertlüche,  so  erhält  man  fUi-  den  Fall,  dass  A',  T,  Zf  (X), 
(i  ),  {Z)  =  0  sind,  durch  Addition: 

Fdmdyd», 

Für  einen  Körper,  dessen  fUasticitftt  in  aUen  £ichtangen  die- 

an  Wärme;  fände  ein  solcher  statt,  so  wäre  aber  dennoch  die  Ueberein- 
Stimmung  mit  den  genannten  Priimpien  nicht  hergestellt,  denn  man 
könnte  mit  Hülfe  des  elastischen  Köq)enj  AVänne  in  Arht  it  verwandeln, 
ohne  dazu  Körper  von  verschiedener  Tomperatur  uöthig  zu  liaben.  Diese 
Betachtung  ist,  wie  tob  i^bnbey  Mhon  tmi  W.  Thomioa  in  ilaerteriy 
MsfliiMttaeal  Joonal  (A^  1656)  ai««BteDl;  ieh  babe  die  dtirte  StaDs 
nicht  flinitfthfln 
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selbe  ist,  ist  die  Funktion  F  weiter  unten,  in  der  (rleicliung 
(20),  aufgestellt;  es  hat  liier  die  Eigenschaft,  nie  negativ  zu 
werden  und  mir  zu  versch-windcii ,  wenn  die  6  Argumente  t,, 
=  H  sind;  da  bei  donjeniL^cn  Köi'pei'n,  welche  in  verscbie- 
denen  Richtungen  eine  vcrschicdcnr'  Elasticitlit  besitzen,  die 
Unterschiede  der  Elasticitüt  nur  klein  sind,  so  wird  man  an- 
nehmen dürfen,  dass  bei  allen  in  der  Natur  vorkommenden 
Körpern  F  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Es  folgt  dann  aus  der 
allgeleiteten  Gleichung,  dass  die  6  Grössen  9y,...  in  dem 
ganzen  Körper  gleich  Noll  sind.  ITm  zu  beweisen,  dass  hieraus 
und  aus  den  Gleichungen  (3)  für  den  ganzen  KOrper  u^sO, 
9  M  Oy  10  SS  0  sich  ergiebt,  entwickle  ich,  wie  man  u  finden 
kann,  wenn  gegeben  sind.  Ee  ist 

wo  {it)o  den  Werth  von  m  für  a?  =  0,  y  =  0,  r  0  bedeutet, 
und  wo  die  Integration  auf  einem  beliebigen  Wege  von  dem 
Punkte  (;r  =s  0,  ^  =  0,  z  —  0)  bis  zu  dem  Punkte  jfj  ir)  aus- 
zudehnen ist  Bei  ähnlicher  Bezeichnung  hat  man: 

und  es  ist 

dx  dy  ~  dy  ' 

Diese  Warthe  denke  man  sich  in  die  Gleichung  ftr  substitairt; 
einen  ähnlichen  Ausdruck,  wie  man  ihn  dami  für  |^  erhält^ 

kami  man  lur  £^  ableiten;       hat  den  einfacheren  Ausdruck 

#«.  Wenn  nun  die  6  Grössen  w^y  -'^y,  •  •  •  »0  sind 
und  die  Gleichungen  (8)  bestehen,  so  folgt  hierans  zonftchst, 

^ll,  ll^ll  «0  smd,  und  dann  weiter,  dassn-O  ist. 
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Auf  dieselbe  Weise  läast  aich  offenbar  ableiten,  daas  auch  v 
und  IC  verschwinden. 

Die  Gkiehmig  (9)  gilt  —  irie  die  Gleiolumgen  (1)  und 
(2]  —  nur,  wenn  alle  Dimensioiien  des  Körpers  von  gleicher 
Ordnung  sind;  eine  Gleichung  von  ähnlicher  Form  Itat  sich 
aber  auch  ftür  den  Fall  aufstellen,  dass  diese  Bedingung  nidib 
erftklH  ist.  In  diesem  VaUe  denke  man  sich  den  Körper  ni 
Thefle  zerlegt,  toh  denen  ein  jeder  DjmensKmen  von  i^eicher 
Ordnung  hat  Emen  von  diesen  IMIsii  stelle  man  sidi  tot 
in  semen  naUlriidieii  Zustand  voä  in  eine  Lage  gefaradit»  die 
sogleich  cSianlEtariBirt  werden  soll;  t  mm  daam  die 

Ooordinaten  eines  Ftmktes  des  Thdies  in  Beaekung  auf  ein 
rechtwinkliges  Oooidinatenflgrstem,  dessen  Anftngspunkt  in  dem 
Theile  selbst  liegen  möge;  «  +  +  «  +  seien  dieOoor» 
dinaten  desselben  Pnnktes  in  Beoehnng  anf  dasselbe  Gooidi- 
natensystem,  wenn  der  Thefl  in  seine  wSnderte  Form  imd 
Lage  znrflckgebracht  ist;  jene  nock  nnbestinmit  gelassene  Lage 
des  Theiles  bei  seinem  natürlichen  Zustande  soH  so  geidÜt 
sein,  dass  Itlr  .r  =  0,  y  =  0,  ar  =  0  die  Gleichungen  (3)  bestehen. 
Es  gilt  dann  für  den  betrachteten  Theil  die  Gleichung  (9), 
wenn  man  bei  der  Bildung  von  Sil  die  elastischen  Kräfte  be- 
rücksichtigt, die  auf  seine  Oberliäche  von  den  benachbarten 
Theilen  ausgeübt  werdeji.  Stellt  man  die  Gleichung  (9)  für 
alle  Theile  auf,  in  die  der  Körper  zerlegt  gedacht  ist,  und 
nimmt  die  Summe,  so  erhält  man: 


wo  dSl  das  Moment  der  ftnsseien  Kvifte  bedeutet,  die  fliefls 
auf  das  Lmere,  theüs  auf  die  Oberfl&che  des  Körpers  wirken, 
da  das  Moment  der  auf  die  Grenzflächen  der  einzelnen  Theile 
wirkenden  elastischen  Kräfte  verschwindet. 

Die  (Tlcicliiiiig  (10).  die  die  Gleichung  (9)  als  speciellen 
Fall  enthält,  lässt  noch  eine  weitere  nützliche  Verallgemeine- 
rung zu;  sie  lässt  sich  nämlich  von  der  Voraussetzung  unab- 
hängig machen,  dass  a*.  z,  n,  v,  w  sich  auf  den  natürlichen 
Zustand  des  entsprechenden  Theiles  des  Körpers  beziehen; 
beziehen  sich  je,  ^,        v,  w  auf  einen  Zustand,  in  dem  belie« 


(10) 
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bige,  nur  Tmendlich  kleine  Dilatotionen  i4alfefi]ide&,  und  siiid 
H,  v\  w  die  Werthe,  welche  r,  w  annehmen,  wenn  man  den 
betrachteten  Theil  in  seinen  natürlichen  Zustand  und  in  eine 
beliebige  Lage  fibergehen  Iftsst,  so  sind  die  Gkichmigen  (1), 
(2),  (8)  ziebtig^  wenn  man  in  ihnen  ftr  setzt  u  — 

V  —  v\  to*— Dieselbe  Sabstitxition  mnas  dab^  amcb  die 
Gleiehnngen  (9)  mid  (10)  ftr  diesen  EsU  gOItig  mtohsD. 

Von  der  Gleidiang  (10),  die  sieb  anf  das  Gkiehgewicbt 
des  elaatisdiiii  Sltepen  beddit^  man  dnrcb  ein  bebamtes 
pjnnsq>  der  MAfthMiSV  leieht  flbergeben  auf  den  JMl  der  Be- 
w^ung  desselben;  ist  f  die  Ztat  und  T  die  lebendige  Kraft, 
so  gilt  ftr  die  Bewegung  die  Gkicbung: 

(11)       Jrf/  { ^Ä  —     fFdsdydM  }  -  0. 

§2. 

Es  soDen  jetat  die  Gleiobongen  (10)  und  (11)  auf  einen 
nnendlicli  dflnnen  Stab  Ton  tiberall  gleiobem  Qnerscbnitle,  ani 
dessen  ManteWUche  kerne  insseren  EiSfte  wken,  angewandt 
werden. 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Stab  in 
seinem  natürlichen  Zustande  cylindrisch  ist.  Bei  diesem  Zu- 
stande denke  man  sich  in  dem  Stabe  ein  rechtwinkliges  Axen- 
system;  die  erste  Axe  soll  die  Linie  sein,  in  der  diQ  Schwer- 
punkte der  Querschnitte  liegen,  die  beiden  andern  sollen  pa- 
rallel den  Hauptaxen  eines  Q^^^'schnitts  sein,  die  durch  den 
Schwerpunkt  desselben  gehen.  Auf  der  ersten  Axe  wähle  man 
einen  Punkt  P  und  fasse  drei  Linienelemente  ins  Auge,  welche 
Ton  P  aus  in  den  Richtungen  der  drei  Axen  gezogen  sind; 
ich  nenne  sieO,  1,2;  dabei  soll  ü  dasjenige  sein,  welches  dieRich- 
tnng  der  Länge  der  Cylinders  hat.  Diese  drei  Linienelemente 
werden,  wenn  der  Stab  eine  Aenderung  der  Grestalt  erlitten  hat,  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  senkrecht  aufeinander  stehen,  sondern 
Winkel  bilden,  die  von  reckten  nm  Grössen  abweichen,  die 
YOn  der  Ordnung  der  Dilatationen  sind,  die  stattgefunden  haben. 
Bs  soll  die  Cage  der  Punkte  des  Stabes  in  der  Nftbe  von  F 
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auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  werden, 
dessen  Anfangspunkt  P  ist,  dessen  4^'Aze  die  Richtung  des 
Linienelementos  0  hat,  und  dessen  jr-Axe  senkrecht  auf  dem 
Limenelemente  1  steht  In  Bezug  auf  dieses  Coordinatonqr- 
stem  seiffli  die  Ooordinaten  eines  Punktes  des  Stabes: 

d^-fv^y  +  V)  2r  +  t0,  wenn  der  Stab  seine  yerftnderte  f onn 

imd  Lage  hat,  und 

9^  g  wenn  der  Stab  in  seinem  ursprOnc^chen  Zustande 
imd  in  der  Lage  sieh  befinde^  bei  der  die  Linienelemente 
0,  1|  2  in  die  Axen  der  »i  jr,  §  fallen. 

Setzt  man  noch  fest»  dasa  «  nur  Werthe  erhalten  soll, 
die  Ton  der  Ordnung  der  Querdimensionen  des  Stabes  sind, 
so  haben  dann  die  Zeichen  ^,  y,  2,  u,  w  dieselbe  Bedeutung, 
die  ihnen  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (10)  untergelegt 
ist.  Es  seien  weiter  |,  ij,  C  die  Coordiiiaten  des  Punktes  F 
nach  der  Formändeiiuig  des  Stabes  in  Beziehung  aiil"  ein  an- 
deres, behebig  im  Räume  gewähltes,  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system} ich  bezeichne  duich 


die  Oosmus  der  'Winkel,  welche  die  Axen  der  «p,  y,  z  bilden 
mit  den  Axen  der  tj,  so  dass  der  Index  0  anf  die  «^-Axe, 
der  Index  1  anf  die  y-Axe,  der  Index  2  auf  die  x-Axe  sich 
besieht   Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  beiden  in  Bede 

stehenden  Coordinatensysteme  die  Eigenschaft  haben,  dass 
dui'ch  Drehung  des  einen  die  j--Axe  der  |-Axe,  die  ?/-Axe 
der  ?;-Axe,  die  z-Axv  der  i^-Axe  parallel  gemacht  werden  kaim. 

Mit  Hülfe  der  ('ingeflihrt(Mi  Zeiclien  lassen  sich  (Uc  C^oordinaten 
in  Beziehung  auf  die  Axen  der  |,  ij,  des  Punkte«  ausch-ückfu, 
dessen  Ooordinaten  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  y.  z 
sind:  s    Uf  y    v,  m  +  w\     sind  die  genannten  Ooordinaten 


Bedeutet  $  die  Entfernung  des  Punktes  JP  von'  dem  Anfange 


%t  ßw  /o> 
«fi>  A»  Yv 


(12) 
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des  Stabes  in  dem  urspnmglichen  Zustande  desselben,  so  müssen 
diese  drei  Grössen  Fmiktionen  von  x  +  x  sein,  d.  h.  ilirr  par- 
tiellen DiÜ'erentialquotienten  nach  sind  gleich  ihren  pai'tiellen 
Diftercntialquotienten  nach  s.  Erwägt  man,  dass  ^,  17,  ^  und 
die  Grössen     ßt  Y  i^^X  «  enthalten,  so  folgt  hieraus: 

+  ^  (y +•)+ (••+«-)+ »'0 1^ + n  + r.  1^ . 


(13) 


GidolHiiigHi  sollen  enunal  mit  ti„  y„  dann  mit 
*%>  ß\>  ^I>  MdBidi  mit  «4,  /},,  mnlt^liisirt  imd  jedeemal 
adcKrt  weidon.  Seirt  man: 

woraus  folgt: 

^  -   (1+.),  ^  -  -  +•), 

und  setzt  man  weiter: 

80  findet  man  auf  dif  angrfrehene  Weise  bei  Rücksicht  auf 
die  bekannten  Bekitionen  zwischen  den  Grössen     ßf  y\ 

I;  - 1;  +  r  (y  +  t')  -  y    +     +  «, 
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Aus  Betrachtungen,  die  im  §  1  aogestellt  sind,  geht  aher  her- 
▼or,  d&BB  n,  Vf  w  tmendlich  klem  gegen ^  and;  yot- 

ausgesetzt,  dass^,       ^  nicht  unendlich  gross  sind  gegen 

11,  V,  w,  abd  ako  jene  Biflferentialqiiotienten  oftoh  «  unendlich 
Üem  gegen  die  nach  bei  YeroaGfalftBogung  iniendlich  Ueiner 
QrQsBen  höherer  Ordnung  hat  man  daher: 

du 

dv 
Bw 

Durch  Integration  findet  man  hieraus: 

«-«o  +  (*'y  — y'  +  e)*» 


WO  «Q,     t0>o  Ton  :r  unabhängige  GrOesen  beieichneii. 

Bildet  man  mit  HQlfe  dieser  Ausdrucke  von  w  die 
Werthe  von      y„  . . so  ergieht  sich: 


(15) 


i'»=  elf 


Alle  diese  Wertlie  sind  von  x  unabhängig;  in  Folge  dessen 
nehmen  die  Gleichungen  (8),  die  für  die  Gleichungen  (1)  go- 
setst  werden  dürfen,  die  folgende  Form  an: 


(16) 


6  ,  dJCt 

~5y  ■*""5r 


0, 


^  Bx 
BZz 
dy  dB 


0. 
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Venteht  man  unter  ^  O  die  Gleichung  des  ümtanges  des 
Querschnitts  des  Stabes,  berücksichtigt,  dass  g  unabhängig  von 
X  ist,  m\i\  dass  für  die  Mantellläche  des  Stabes  (A'j,  (T),  (Z) 
■a  0  Siiiid,  so  geben  die  Gleichungen  (2)  lUr  y  0: 


(17) 


Die  Qkiclniiigen  (8)  endUoh  ngen  mh,  «bn«  ftr  y  »  0^  «  0; 

(18)  s-0,  ».-0,  W.-0,  |S!„o 

ist» 

Substituirt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (17)  für  X^i 
Xg,  ...  ihre  Ausdrücke  durch  j*x?  -fy,  ...  und  iiir  diese  Grössen 
die  in  (15)  angegebenen  Werthe,  su  bestimmen  die  Gleichungen 
(16),  (17),  (lö)  die  Grössen  u^y  v^,,  uj^  eindeutig,  und  zwar  als 
lineare  homogene  Funktionen  von  p,  q,  r,  f.  Dass  v^,, 
dui'ch  die  genainiten  Gh-ichungen  eindeutig  bestimmt  sind,  folgt 
daraus,  dass,  wenn  man  p  =  0,  7  =  0,  r  =  0,  6  =  0  setzt,  die 
Gleichungen  (16),  (17),  (18)  nicht  anders  erfüllt  werden  können, 
als  wenn  w^,  =  0,  v^^  —  0,  m\,  =  0  ist.  Die  Richtigkeit  dieser 
"Behauptung  ergiebt  sich  durch  ganz  ilhnliche  Betrachtungen, 
wie  sie  oben  p.  292  u.  293  angestellt  sind.  Substituii  t  man  die 
Werthe  Ton  u^,  t?^,  «7^,  die  sich  aus  (16),  (17)|  (18)  ergeben,  in  die 
Gleichungen  (14)^  so  findet  man  auch  «,  v,  w  als  lineare  homo- 
gaie  EwktioDiak  Ton  p,         a;  die  Coefficienten  denelbeii 

nnd  unabhängig  Ton  «;  wenn  daher  ^,  ^  nicht  un- 

endlich gross  sind  gegen  q,  r,  e  respective,  so  werden  die 
Gkichnogen  (14)  die  über      Ijf  |^  gemadite  Yoraiissetning 

efftHen.  SobatHoirt  man  die  Weithe  von  «q,  v^,      in  die 

Gleichungen  (15),  so  ergeben  sich  anch  x.,  .i-y,  ...  ab  lineare 

homogene  Funktionen  von  />,  9,  r,  und  setzt  man  diese  in 
den  Ausdi-uck  von  F  ein,  so  erhält  man  tiir  F  eine  homogene 
Punktion  zweiten  Grades  derselben  vier  Grössen.  Diese  Funk- 
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tion  ist  unabhängig  Ton  da  x^^  Xy,  ...  von  x  unabhängig 
sind.    Setzt  man 

jFdydg  =/, 

wo  die  Integration  über  den  Quorschnitt  des  Stabes  ausgedehnt 
gedacht  ist,  so  ist  f  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades 
von  p,  q,  r,  f,  deren  Coefticienton  allein  von  den  Constanten 
des  Querschnitts  und  der  Ehxsticität  des  Stabes  abliängen. 
Durch  Einführung  dieser  Urösse  /  werden  die  Uleichungeu 
(10)  und  (11): 

(19)  M-*j/rff«0 

und 

(20)  J dti^dT+  dU- ^Jfds]  =.0. 

Die  Bestimmung  der  Cyoetheienten  der  Function  /"  erfordert 
nach  den  angestellten  Betrachtung^«  n  im  Allgemeinen  die  Lösung 
drt'ier  simiütanen  partiellen  Diflerentialgleichungen.  Die-^o  Be- 
stimmung wii'd  bedeutend  erleichtert,  wenn  man  annimmt,  dass 
die  Axe  des  cylindrischen  Stabes  einer  Elasticitätsaxe  parallel 
ist.  In  diesem  Falle  sind  die  Ausdrücke  von  Xy,  • . .  durch 
^mf  «'yi      die  folgenden:^) 

wo 

-^10»  4)1  ~      •  •  •  • 

Die  erste  der  Gleicbnngen  (16)  wird  hiemacli  bei  BAokncht 

auf  die  Gleichmigen  (15) : 

(21)  4^^  +  2^.|5i  +  ^^-0, 

und  die  erste  der  (ileichungeu  (17): 


1)  BcrI.  Iter.  ,,ü1)er  die  Fortschritte  der  Physik  in  den  Jahren  ld50 

uud  Ibjl  ',  p.  245. 


I 
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(22)  (^{*J-^^]  +  4«(^^»+;..))|f 

Ans  diesen  beiden  (Tleichiingeu  und  der  ersten  der  Gleichungen 
(18)  ist  Mo  zu  bestimmen.  Die  übrigen  der  Gleicliungen  (16), 
(17),  (18)  dienen  zur  Bestimmung  von  und  ir,:  man  j^cntigt 
ilinen,  wie  zuerst  de  S a int- Vena nt  bei  seinen  Üntersuchmigeil 
über  die  Torsiou  von  Fiismen  bemerkt  hat,  indem  maD 

(28)  jy^o,  ^.-0,  r»B.o 

setzt  Löst  man  nftmUoh  diese  GleiGhimgen  nach  y,,  y.  ani^ 

so  ediftlt  man  ftr  diese  8  GrOssen,  wemu  man  ftr  smen 

Werth  ans  (16)  setzt,  lineare  Ausdrücke  yon  y  xüoA  g,  also 
Ausdrucke,  irelcfae  die  G-leichimg  erflillen: 

welche  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  beiden  Ghrösaen 
den  drei  Gleichungen 

gemfiss  bestimmt  werden  können;  die  Integration  dieser  drei 
Qleichuigen  fthrt  drei  willkflriiche  Oonstanten  ein,  durch  deren 
passende  Wahl  den  drei  letzten  der  Gleichimgen  (18)  genügt 
werden  kann. 

Es  soll  jetzt  noch  der  Werth  von  T  in  der  Gleichung 
(20)  entwickelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  liat  man  die  Aus- 
drücke (12)  nach  t  zu  dilferenziren  luid  die  Summe  der  Quadrate 
der  Differeutialqnotienteu  zu  bilden.   Es  ist 

wo  «i,  o,,  von  t  wnabhftngig  sind,  und  wo,  wenn  die 
Dimensionen  des  Qnersolmitts  des  Stabes  ak  nnendüch  kleine 
Grössen  erster  Ordnung  bezeichnet  werden,  von  der  ersten 
Qrdnmig  vsi,  a^f  von  der  zweiten  Ordnung  sind«  Aehn- 
Bche  Ausdrttcfce  gdten  ftr  v  und  w.  Dass  die  Ordnungen  der 
Ooefficienten  a  richtig  angegeben  smd,  sieht  man  am  leiditesten 
ans  den  Gleichnngen  (14).  Ans  dem  Ansdracke  von  «  folgt 
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du         dp  ,      dg  .       dr  .  de^ 

fthnliobe  Gleichungen  werden  ftr  ~  und  ^  gelten.  Ans  dem 

Werthe  von  e,  der  in  (13)  angegeben  ist,  kann  man  schliessen, 
dasB      nicht  unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  GMtesen 

Ttnmsgesetzti  dass  die  Differentialquotienten  dieser 

GfOssen  nach  «  nicht  unendlich  gross  gegen  sie  sdbst  sind; 
aus  den  Werthen  von        r  folgt  bei  einer  tiinlidien  Voraiis- 

setzungi  dass  keine  von  den  Grössen  j^»     >      unendlich  gross 

ist  gegen  die  neun  Qrössen 

dof,    dß^    djQ    rfo,    dßi    dfi    da^    dß^  dfy 
de  ^  17'  dt^  dt  ^  dt'   dt'   dt'  dt  '  dt' 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  man  bei  Vernachlässigung  unendlich 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Bifferentialquotienten  der 
Ausdrucke  (12)  zunftchst  schreiben  kann: 

Aus  den  Gleichungen  (13)  folgt  nun  weiter,  dass  keine  von  den 
Grössen  j^,  ^  unendlich  gross  ist  gegen  die  drei  Grös- 
sen gl»  jj>  i^^^  diesem  Grunde  können  in  den  eben  an- 
gegebenen Ausdrücken  die  mit  g  behafteten  Glieder  Temacii- 
Uflsigt  werden;  die  Glieder,  welche  $  und  £  enthalten,  dflxfen 
dagegen  im  Allgemeinen  nicht  fortgelassen  werden,  weil  ihre 

Coefficieuten  unendlich  gross  gegen  j^,       ^  sein  können. 

Bildet  man  mit  Rücksicht  hierauf  die  Summe  dar  Quadrate 
der  angegebenen  Ausdrücke,  multipliotrt  dieselbe  mit  dy  d»  und 
integiirt  über  den  Querschnitt  des  Stabes,  so  eriüUt  man,  da 
nach  den  im  An&nge  dieses  Paragraphen  gemachton  9eet- 
setsungen 
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Man  setze  nun 

^  dt   ^         dt  ^  rf^ 

dum  ist: 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  letzten  Ausdruck  und 
berück-iichtigt,  dass  von  den  Grössen  F,  Q,^  R  nur  tlie  erste 

unendlich  gross  gegen  jj,       ~  sein  kann,  so  irird  derselbe, 

wenn  man  der  Kttrze  wegen 

setzt: 

Multiplizirt  man  diesen  Ausdruck  mit  |  q  ds,  indem  man  imter 
Q  die  Dichtigkeit  des  Stabes  versteht,  und  integrirt  ihn  über 
die  Länge  des  Stabes,  so  erhält  man  den  Werth  von  T,  der 
in  die  Gleichung  (20)  zu  setzen  ist.  Wiiken  auf  den  Stab 
keine  äusseren  Kräfte,  so  wird  diese  Gleichung: 

(24)  0=./>.,{j,[.((«)',. 

Die  Gkttobnngen  (19),  (20)  und  (24)  sind  unter  der  VorMW- 
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Setzung  abgeleitet,  da88  der  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande 
cylindiisch  ist;  mit  einer  gewissen  Modification  gelten  sie  aber 
auch,  wenn  der  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande  nicht 
cylindrisch  und  beliebig  gekrümmt  ist^  £alls  nur  der  Querschnitt 
überall  derselbe  ist  Unter  dieser  Bedingimg  wird  der  Stab 
dnrdi  passende,  auf  sein  Inneres  wirkende  Eräile  cyündrisch 
gemacht  werden  kAnnen;  dabei  werden  seuie  Theile  imendlich 
Ueine  Dilatationen  erleiden;  bezieht  man  die  Grössen  s 
nnd  tfy  o,  w  auf  den  Zustand,  in  dem  der  Stab  sich  dann  be- 
findet, statt  auf  seinen  natürUehen  Zustand,  und  beseichnet 
durch  tf',  t/,  i^  die  Werthe,  die  u,  o,  10  annehmen,  wenn  man 
den  Stab  in  seinen  natürlidien  Zustand  und  in  eine  belielrige 
Lage  tibeigehen  lAsst,  so  werden  die  Gleichungen  (10)  und  (11) 
richtig,  wenn  man  in  F  statt  u,  w  setat:  u—ti^  0  —  1/, 
w^vf.  Daher  werden  die  Gleichungen  (19),  (20)  und  (24) 
auch  jetzt  gelten,  wenn  man  in  /  Air  ^,  r,  c  gesetrt  hat: 
p—p'i  q  —  q\  r^f^f  « — wo  p,  q,  r',  ^  die  Werthe  be- 
deuten, die  Pj  q,  r,  s  «.imftliinfln^  irenn  man  den  Stab  in  seinen 
natUzHdien  Zustand  und  in  eine  beliebige  Lage  übergehen 
l&sst.  Es  sind  nämlich  in  diesem  Falle  «  —  ©  —  to  —  uf 
dieselben  linearen  Funktionen  von  p  —  p ,  q  —  q,  r  —  r\  s  — 
wie  in  dem  früheren  w,  r,  w  von  /?,  7,  r,  e.  Um  die  Wahrheit 
dieser  Behauptung  einzusehen,  muss  man  mir  eii\1igen,  dus^ 
die  Gleichungen  (14)  auch  hier  gelten,  dass  auf  demselben 
"Wege,  wie  diese,  sich  die  Gleichmigen  ableiten  hisseu,  die  aus 
(14)  entstehen,  wenn  man  den  Zeiclien  ?/,  v,  tr,  ?/^,  v^,  tc^,  jj, 
y,  r,  6  emen  Strich  beilugt  (in  denen  dann  r'„,  die 
Werthe  von  u,  v\  w  für  x  =  0  bedeuten),  und  dass  ihe  (Glei- 
chungen (16),  (17),  (18)  richtig  sind,  weim  man  in  ihnen  u,  », 
w  ersetzt  hat  durch  u  —  m',  i?  —  v,  w  —  w\ 

§  8. 

Es  soll  jetzt  die  Gleichung  (19)  weiter  entArickelt  werden 
unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  den  Stab  keine  anderen 
äusseren  Kräfte  wirken  als  solche,  die  in  den  £nden  desselben 
ihre  Angriffspunkte  haben. 

In  dem  Ausdrucke  von  /  kommen  nur  vier  gesuchte  Funk* 
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tionen  von  s  vor,  nämlich  py  q,  diese  sind  aber  definirt 
durch  die  Differantialqiiotienten  Ton  ^  7;,  ß„  y^y  ß^, 
Tv  "19  ßi9  T%9  zwischen  denen  gewisse  BedingiuigsQ^chimgen 
liest^ea  IHe  16  genannten  unbekannten  Fonktionen  ron  # 
inU  ich  fikr  den  AngenbHok  durch  y^,  y„  ...  besetohnen  und 
die  BednigangsgLeiGhnngen,  die  zwischen  ihnen  bestehen,  dorch 
^  a    ^  aM  Oy  ....  Setat  man 


wo  Aj,  A2, ...  neue  unbekannte  Funktionen  von  s  bedeuten,  SO 
ist  die  Gleichong  (19)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 


in  welcher       »  f^J/oy  •••  ^Ao,  ...  als  unabhängig  von 

einander  zu  betrachten  sind.  Da  nach  der  gemachten  Annahme 
Sfl  nur  von  Variationen,  die  sich  auf  die  Enden  des  Stabes 
beziehen,  abhängen  soll,  so  muss  hiemach  fUr  jedes  y 


Ich  stelle  nun  die  Bedingungsgleichmigen  ff^  =  0,  fp^  =  0, 
...  ansammen  und  fUge  die  Bezeichnnngen  der  Faktoren 
Xtf      die  ich  einflUiren  will,  hinzu. 


(26) 


(26) 


sem. 


Bedingungsgleichungen. 


Faktoren. 


^-^,(l  +  .)  =  0, 


a 


Klr«lilioft.  QMMBBttt*  AbhMdhingw, 


20 
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Bedingangsgleicliuiigen. 

+    ;1  -  1  =  0, 


4- 


Faktorea 


12» 
10' 


Ol* 


Setzt  man  in  der  Gleichung  (26)  für  y  der  ßeihe  nach:  p, 

r,  (,  I,  »/,  it  «g,  Ä,  /o»  «I»  A»  n»  «1»  A»         80  MÄH 

hiernach: 

ei-^    g-^»  S^-^ 


dB 


-0, 


<I7 


0, 


dt 

d$ 

d{n,M,) 
dt 

diß^M,) 
dt 

ds 
dja^M.) 

ds 

d  in  ^1 

ds 


Mt  +  *), 

B{l  +  t), 


i^^  +  Ktn  +  Kiri  +  Ktr,  -  C(i  + .), 

da 


a 
d 


WO 


^1  ~  ^ii»  ^  —  ^10»  ^10  ~ 
Ans  den  drei  letzten  Gh*uppen  dieser  Gleiohiuigen  ni  je  dreien 
findet  man  durch  Mnltiplication  mit      A»  Tvt  ^  ^>  flv  Yv 
f^v  ßvft  ™^  Addition  die  folgenden: 
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Da  nun     *  X^     —  Xq^  ist,  so  ei^pfibt  sich  hidrsosy 

wenn  man  benutzt»  daas  •  unendlich  klein  ist: 


(27) 


^  -  Mo  9  4-  ^  «1  +  5  A  +  Cr,. 


Die  Grössen  M^,  M,,  Mj,  ^,  J^,  C,  die  in  diesen  Gleichungen 
Toriconunen,  haben  eine  einfache  Bedeutung,  die  ich  ableiten  wilL 
Es  soll  der^Anfang  des  Stabes  als  befestigt  angenommen 
und  die  Gleichung  (25)  auf  den  Theil  des  Stabes  von  seinem 
An&nge  bis  su  emem,  durch  einen  gewissen  Werth  von  s  be* 
stimmten  Qnenchmlt  angewendet  werden;  ee  ist  das  eriaubty 
wenn  man  nnter  9Sl  das  Moment  der  elastischen  KrftAe  yer^ 
steht,  welche  auf  diesen  Querschnitt  Ton  den  Thailen  des 
Stabes,  denen  grossere  Wertilie  von  «  entsprechen,  ansgeObt 
werden.  Die  Gleichung  (25)  wird  dann: 


oder  entwickelt: 

4-  Mo («1  ^«2  +  (^1  ^A  +  ^1  ^Yi) 
+  A/i  («j  8uq  +  A  ^  A  +  ?'2  ^Yo) 
•\-M^{a^8a^-\-ß^Sß,  +  u8y,). 

Hieraus  folgt,  dass      Bf  C  die  Summen  der  Componentea 

20* 
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nach  den  |-,  i;-Axen  der  elastischen  Kräfte  sind,  die  auf 
den  durch  den  aiifrenommenen  Wertli  von  *  bostinimteu  Quer- 
schnitt von  denjenigen  Theilen  des  Stabes,  denen  grössere 
Werthe  von  .«  entsprechen,  ausgeübt  werden,  und  da^s  M^^ 
M^,  3/,  (Ue  Drehungsmoniente  derselben  Kräfte  in  Bezug  auf 
die  X-,  y-,  r-Axen  sind.  Der  Sinn,  in  welchem  diese  Drehungs- 
momente  als  positiv  gerechnet  sind^  lässt  sich  folgendermassen 
angeben: 

Setzt  man  die  Reihenfolge  der  Azen  fest^  dass  auf  die 
x-AKß  die  i/-Axo,  auf  diese  die  z-Aze  und  auf  diese  wieder 
die  T- Axe  folgt»  so  ist  das  JDrehangsmoinent  in  Bezug  auf  eine 
der  Axen  positiv,  wenn  es  —  diese  Axe  als  die  erste  go- 
reohnet  —  die  Punkte  der  dritten  Axe  nach  dar  Biohtong  der 
zweiten  zu  bewegen  sndht. 

Eb  möge  bemerict  werden,  dass  ans  dieser  Bedeatnng  Ton 
A,  Bf  <i  JM^,  M^y  AT,  die  Gleichungen,  welche  aussprechen, 
dass  A,  Bf  C  yon  «  nnahhihigig  smd,  und  die  Gleichlingen  (27) 
sich  leicht  herleiten  lassen,  indem  man  die  sechs  Gieichge» 
wichtabedingungen  eines  starren  K<tarpers  anwendet  auf  ein 
dnrdb  zwei  beliebige  Querschnitte  bagrenztes  Stück  des  Stabes. 
Setzt  man  n&mlich: 

80  geben  diese  Bedingungen: 

^«const.,     ^«const,  C«ic<Hi8t., 

Ml  +  {B^^Cfi) «  const, 
M^  +  [Cl-  Ab^  const, 

'M>  +  [A  i,  —  b\)  «  const 

Düi'erenzirt  man  die  diei  letzten  Gleichungen,  multiplizirt  sie 
darauf  einmal  mit  a^,^  ß^,,  dann  mit  u^,  ß^,  endlich  mit 
^2t  72  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen (27). 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  nun  zu  setzen: 
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-Ä^i  =  ff  =  «10  (P-P1  +  «11  {9  -     +  «18  {r  -  r)  +  o,,  («  - 

^1  1^  =  «80  (/^  +  «11  (9  —  9)  +  —  0  +  «la  (•—«') ; 
dabei  hat  man,  wenn  man  der  Kflrze  wegen 

setzt: 

Ä«=  |{=        -rt  +  «81  +  O  +  «••(«-«1. 

Die  Grössen  a  sind  hier  von  den  Constanten  des  Querschnitts 
und  der  Elasticität  des  Stabes  abhängig,  und  zwischen  ilinen 
bestehen  die  Relationen  a^^  =  a,^,  «o3  «to»  •  •  •  •  Grössen 
a  sind  nicht  alle  Ton  derselben  Ordnung.  Da  <  —  a'  eine  Zahl 
ist,  und  p — p%  q  —  q\  r  ^  r  reciproke  Längen  sind,  so  müssen 
die  GrOisen  ff,  welche  einmal  den  Index  3  haben,  eine  Di- 
mension Tvenij»er  enthalten  als  diejenigen  Grössen  bei  welchen 
der  Index  3  nicht  vorkommt,  und  eine  Dimension  mehr  als 
die  L&ngen,  welche  in  den  Ausdrücken  der  Qxössen  a 
TOrkommen,  sind  aber  von  der  Ordnung  der  Bimenmonen  des 
Qnendmitto  des  Stabes,  also  vnendHch  klam;  et  mflssen  da- 
her Oll,  unendlich  klein  gegen  und  nneodEch  gross 
g^pen  die  anderen  Gktaen  a  lehi;  aiu  diesem  Qnmde  dOxi^ 
die  mü  •  —  t'  behafteten  GHeder  in  den  eben  angegebenen 
Oleicbiingen  nicht  Temaehttssigt  werden,  wenn  auch 
9—^^  r— 1^  endUch  sind.  Ans  der  letiten  dieser  Gleiclnmgen 
&]gt: 

diesen  Werth  denke  man  sich  in  die  Anadrdoke  Ton  i^, 
sobstitairt;  die  Terme  derselben,  die  8  enthalten,  werden 
d«m  wegen  der  eben  angeAhrten  YeriAltnisse  swisohen  den 
Grossen  a  nnendlidi  Ueln  gegen  i^,  M^,  falls  8  nicht 
Uksndlich  gross  gegen  M^,  M^j  Jf,  ist  Wird  dieser  fall  aos- 
geeoUossen,  so  hat  man  daher: 

!K  =  ho  ip—pl  +  hl  [q — 7')  +  ^^02  - 
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HO  die  Qttosen  b  dch  in  «iiifaoher  Weise  aoadrUcken  laseen 
durch  die  GbrÖBsen      und  wo  h^^  »  d^^y      "      b^  ■»  b^^» 

Die  Bedingimgy  unter  der  diese  GleioliuDgen  getten,  die 
Bedingang  nSmlichi  dass  8  nicht  unendlich  gross  ist  gegen 

J/j,  hM  erftdlt,  wenn  bei  der  betraditeten  Gkich- 
gewichtsfigur  des  Stabes  die  Aze  desselben  endlidi  gelcrttmmt 
isty  dnerkii  ob  im  natOrlichen  Zustande  diese  Axe  gerade  oder 
loromm  ist  Ans  den  Gleichungen  (27)  folgt  nSmlich,  dass  die 
Ausdrucke  Aa^  +  Bß^  -\-  Cy^  und  Act^  +  Bß^  +  C;',  von  der- 
selben Ordnung  sind  wie  A/J,»  -^u^il  dieselben  AnsdrQcke 
müssen  also  unendlich  klein  gegen  S  sein,  wenn  .S'  unendlich 
gross  gegen  M^,M^,M^  sein  soll;  ist  jenes  der  Fall,  so  müssen 
aber  die  Verhältnisse  A:  B:C  unendlich  wenig  abweichen  von 
den  Verliältnissen  f<r,, ;'„;  d.  h.  die  Richtung  der  Tangente 
der  Axe  d*  s  Stabes  niuss  überall  unendhch  wenig  abweichen 
von  der  Rirhtung  der  Resultante  der  constanten  Kräfte  A,  B,  C. 

Es  soll  umi  angenommen  werden,  dass  der  Stab  in  seinem 
natüilichen  Zustande  cyhndrisch  ist,  d.  h.  dass  p  =0,  q  =  0, 
r' =  0  ist.  Substituiil  man  die  Werthe,  die  dann  M^,M^^M^ 
in  Folge  der  Gleichungen  (28)  erhalten,  in  die  Gleichungen 
(27),  so  gelangt  man  zu  Differentiidgleichungen,  welche  identisch 
mit  denjenigen  sind,  auf  welche  die  Untersuclimig  der  Rotation 
eines  schweren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  führt,  wenn 
man  den  hier  gebrauchten  Zeichen  die  folgende  Bedeatong  in 
Beziehung  anf  den  rotirenden  Körper  giebt: 

Die  Axen  der  i?,  (  sind  die  Azen  euies  im  Banme 
festen  Ooordinatensystems;  die  Azen  der  ^  «  sind  die  Azen 
eines  im  Körper  fbsten  Ooordinatensystems  cor  Zeit  «;  der 
An&ngspmikt  des  letzteren  ist  der  Drehmigspnnkt,  sdne  «-Aze 
geht  dureh  den  Schwerpunkt;  A^B^C  smd  die  negativen  Oom- 
ponenten  des  Gewichtes  des  Körpers  nach  den  |-|  ij-,  ^-Axen, 
mnltipliGirt  mit  der  dsOoordinate  des  Schweiponktes;  endlich 
isty  wenn  m  die  Masse  eines  Banmelementes  des  Körpers  be- 
dentety  das  die  Coordinaten  or,  y,  z  hat: 

bn  —  2m{x*  +  y%  —  -  Smwy. 
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Die  Bestimmung  der  Gestalt  des  elastischen  Stabes  erfordert^ 
wenn  das  entsprechende  Problem  der  Rotation  gelöst  ist,  noch 
die  Ausl'ülirunf?  dreier  Quadraturen;  man  erhält  nämlich  die 
laufenden  Coordniaten  eines  Punktes  der  Axe  des  Stabes  aus 
den  Gleichungen: 

§.4 

Ich  will  schliesshch  die  entwickelte  Theorie  auf  einen  ein- 
fachen Fall  iinwenden,  in  dem  der  Stab  in  seinem  natürlichen 
Zustande  nicht  gerade  ist;  der  Stab  sei  ein  Draht  von  kreis- 
förmigem Qaerachnitt  und  nach  allen  Bichtungen  gleicher 
Elasticität,  deaaen  Aze  im  natfirHchen  Zustande  eine  Sohranben* 
linie  bildet. 

Bei  einem  Körper,  dessen  Elasticität  in  allen  Bichtungen 
dieselbe  ist»  bestehen  die  Gleichungen^): 

r,  -  2 Ä  +  (1  +  ö)  y,  +  Ö  X.}, 
Zu  -      {ÖJ*.  +  Qy^  +  (1  +  Ö)  z,}, 

Daraus  folgt  für  den  Fall,  dass  j*,  y,  ?/,  tj,  w  bich  aui'  den 
uatiulichen  Zustand  des  Köi*pei-s  beziehen: 

(29)       F^K{x\         +  z\  +  \y\  +  \z\  +  \-v\ 
Die  Gleichnngen  (23)  geben: 


1>  In  diesen  Gleichungen  haben  die  CTrössen  K  und  ^  dieselbe  Be- 
deutung, wie  in  meiner  Abhandlung  „über  das  Gleichgewicht  und  die 
Bewegung  einer  elastischen  Scheibe".  Ich  bemerke  bei  dieser  Grelegen- 
beU»  daaa  die  Theairie  det  GldchgewiofafeB  nud  der  Bewegung  einer  «i» 
flndHeh  dOmieii  d—tieghen  Beheibe  lieh  stoeqger,  ab  es  dort  geseheiien 
ist,  entwiekehi  lässt  auf  einem  Wege,  der  ähnlich  demjenigen  ist,  den 
ich  hl  dieser  Abhandlung  für  einen  Stab  eingeschlagen  hahe,  und  daae 
anf  diesem  Wege  auch  der  Fall  behandelt  werden  kann,  in  dem  di« 
Scheibe  in  verschiedenen  lUchtiuigen  verschiedene  £lasticit&t  hat 
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IMe  QleichuDgen  (21)  uiid  (22)  werden: 

und  für  ^  B  0: 

Da  der  QnerBchiiitt  des  Drahtes  ein  Kreis  sein  soll,  so  ist  ^  « 
yi  ooDst  Ans  diesen  beiden  Gleichungen  in  Verbindnng 
mit  der  ersten  der  Gleidumgen  (18)  folgt  daher  »  0.  Die 
Gleiefaongen  (15)  geben  demnach: 

=  ry  —     +  «I     «•  ■»  —P3f»     *9  «■ 
Es  ivird  also; 

Bildet  mau  uuu 

/- /jfrfyA, 

benntct  dabei,  dass 

fydydx^O,      fMdyd$tazO,  fyMdydM^^O, 
und  setzt,  gemäss  der  schon  früher  gebrauchten  Bezeichnung^ 

Jdydz^kf     ^ y^dydz^ ^ z^dydz  ssi^^ 
so  findet  man: 

+  —  ;  {y-  +  r«)  + 

Von  den  Grössen  o^i)  . . .  smd  daher  alle  mit  nngleieheii 
Indioes  Tersehenen  gleioh  NnU,  md  es  fst: 

Von  den  durch  die  Gleichungen  (28)  eingeführten  Grössen  6^, 
. . .  sind  gleichfalls  diejenigen,  welche  ungleiche  Indices 
hdl>eo,  gleich  Null,  und  es  ist: 
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Der  Kürze  wegen  soll  gesetzt  werden: 

Ich  bezeichne  durch  ^,  u\,  ßf^y  /of  «p  /^p  Tv       /^2^  r'2 

die  Werthe.  die  |,      ^,  ß,^,       ?'o?  «i«       7'v       ß^i^  Yi 
nehmen,  weim  der  Draht  in  seine  natürhclie  Gestalt  und  in 
eine  ge^visse  Lage  gebracht  wird;  diese  Lage  lässt  sich  so 
wählen,  dass 

w' «        sin  i?-' .  sin  n'*, 

f     —    sin  i>  .  cos  US 

ist,  «0  ^  und  »'  Constanten  sind;  dabei  bedeutet  &  den 
Winkelt  den  eine  Tangente  der  Scbraabenliiue  mit  der  Axe 

derselben  bildet,  und         ist  der  Radius  der  Cyliuderdäche, 

aof  der  die  Schraubenlinie  hegt.  Aus  diesen  Werthen  von  ^, 
fit  C  ergeben  sioh  die  folgenden  Wertiie  von  «^^  fi'^ 

«0  =  cos 

ß'Q     sin  1^^' .  cos  n  sj 
BS  sin^'.sinit'«. 

Wäre  der  QoerBcbnitt  des  Brabtee  kein  Erei%  so  würden  durch 
die  natOrliobeG^estalt  desselben  auch  die  Werthe  Ton  €c\j  y'v 
ß%i  y'i  anf  einige  Yoneichen  bestimmt  sein;  da  aber 
der  Qnftrschnitt  als  kreisförmig  Toransgesetat  ist,  so  bkibt  eine 
dieser  GvOas^  wfllkllilioh  und  kann  gleich  einer  wiUkOrüchen 
Function  Ton  #  angenommen  werden;  ich  setM: 

a\  =«  sin  1^'.  cos 

indem  kt  unter  f  eine  wiUkfirüdie  Oonstante  verstehe').  Es 
ergiebt  sich  dann  aus  den  Belationen  zwischen  den  Grössen 
«^1  fl^f  r'f  wenn  man  fkber  das  unbestimmt  bleibende  Yoneichen 
Ton  «'2  nach  Willkfir  Teifllgt, 


1)  Es  lässt  sich  die  Sedmung  etwas  abkürzen,  indem  man  V  mO 
•etat)  diMh  «tohe  ich  «e  tot  dtoss  CoMtaate  nnbestünmt  xa  tonen 
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K^cos^.cosn'^.cosf«  —  mm^s  »mnfSf 

y'j     —  cos  &' .  sin  n'*  .  cos  ts  +  cos  ns .  sin  f*, 

siii  ^  '  sin  l's, 
=s  —  cos  1^' .  cos  lis .  sili  Is  +  sin     .  cos  T 
y'j  =  —  cos     .  sin  n  s  .  sin  /  ä  —  cos  n  s .  cos  f*. 

Hieraus  findet  man  weiter: 

p' » l  —  n  cos  O'j 

g'  SS   —  n  sin  &' .  cos  f  s, 

r'  »   —  «  siu  i/  .  sin  i  *. 

Nun  setze  man  |,  «^^  y^,  ß..  y^,  a^,  z?,,  gleich 
den  Ausdrucken,  die  aus  den  Ausdrücken  von  r/,  . .  . 
entstehen,  wenn  man  in  diesen  die  Constanten  »5^',  n,  l'  ersetzt 
durch  neue  Constanten  w,  /.  Allen  Differentialgleichungen 
des  Problems  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  (27)  wird  dann 
genügt,  welches  auch  die  Werthe  von  &,  n,  l  sein  mOgen;  dar 
durch,  dass  man  passende  Beziebongen  zwisdien  den  Constanten 
&f  n,  /,  fi',  r,  B,  C  fesisetat,  kann  man  auch  diese  er- 
ftllen.  Die  Gleichnngen  (27)  werden  nimlich,  w«m  man  die 
Gleichungen  (SQ  und  die  ohen  entwickelten  Werihe  der 
Grossen  b  anwendet: 

^i^O  -  2f(a-q)j>-Llj>-p)q  +  Acc,  +  £A  +  Q',. 
Denselben  wird  genügt,  wenn  man  setzt: 

—  N{n  sin  & —  n  mn{/ )  cos  J, 

Die  beiden  letrten  dieser  Gkidnuigen  sprechen  eine  von  den 

Bedingungen  aus,  unter  denen  die  für  |,  i^,  . . .  angenom- 
menen Ausdrücke  gelten;  sie  sagen  aus,  dass  die  auf  das  Ende 
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des  Drahtes  wirkende  Kraft  die  Richtung  der  Axe  der  Schrauben- 
linie haben  muss.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  noch  eine  andere 
hinzu,  die  sich  aiü"  die  Drehungsmomente  bezieht,  die  auf  das 
Ende  des  Drahtes  ausgeübt  werden.  Die  Gleichungen  (28) 
geben; 

Mq  ■»  —  L  (n  cos  &  —  n  cos  &'}, 

M{  «  —  N{n  sin  «9^  —  n'  sin  iV)  cos  r#, 

In  diesen  Gleichungen  mdge  unter  s  der  auf  das  Ende  des 
Drahtes  bezügliche  Werth  verstanden  werden;  bildet  man: 

80  sind  dann  Jtf |,  die  Dnhnngsmomesitey  die  yon  Aussen 

her  auf  das  Ende  des  Drahtes  wken,  in  Bezog  anf  drei  Azen, 
die  dnroh  das  Ende  den  Azen  der  |,  ^  parallel  gelegt  sind. 
Man  findet: 

M|  =  —  {i*  («  008 1^  —  n  cos  0')  cos 

+  A  («  sin  1^  —  n'  sin     sin  «S^j, 

iy;  »  —  {  X  (a  cos  ^  —    cos  i9 )  sm 

—  iy^(nsin^ — A'sint9'')co6tj^}cos)i«, 

JUc  —  —  { X  (a  cos  ^ — a' cos  t9^)  sin  ^ 

—  A^asinil^ — a' sin t^)  cos ^} sin  a«. 

Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  schreiben: 

wo  7/  und  ^  sich  auf  das  Ende  des  Drahtes  heziehn.  Es  folgt 
daraus»  dass  iU^  und  gerade  den  Drehnngsmomenten  gleich 
sind,  die  die  Kraft  A  hervorbringen  würde,  wenn  sie  ihren  An* 

griifspunkt  in  einem  mit  dem  Ende  des  Drahtes  fest  yerbun- 

denen  Punkte  der  Axe  der  Schraubenlinie  hätte. 

Hiernach  gelten  die  für  ^,  »y,  ^,  ...  angenommenen  Aus- 
drucke, wenn  die  Formänderung  des  Drahtes  hervorgebracht 
ist  durch  eine  Kraft  A,  die  auf  einen  mit  dem  Ende  des 
Drahtes  fest  verbundenen  Punkt  der  Axe  der  Schi*aubenlinie 
in  der  Bichtung  dieser  Axe  wirkt,  und  durch  ein  Drehungs- 
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moment  um  dieselbe  Axe.  Sind  ,-1  und  gegeben,  so 
bestimmen  die  Gleichiingoii  für  A  und  die  beiden  unbe- 
kannten Constanteii  n  und  t?-,  die  in  den  Ausdi  ücken  von  ^,  ^ 
vorkommen.  Sind  diese  gefunden,  so  hat  man  flir  die  Ver- 
längerung der  iSchiaubeniiuie  den  Ausdruck 

und  ftr  die  Drehung  ihres  Endes  am  ihre  Aze  den  Avsdmck 

wo  s  wieder  deh  auf  das  Ende  bezieht 

Um  auf  den  Eall  zn  kommen,  der  in  der  BSinleitang  ak 
der  Gtegenstand  dieses  Paragraphen  beaeichnet  wurde,  hat  man 
Jl/| »  0  zn  setzen.  Biesen  Fall  hat  sohon  J.  Thomson*)  be- 
handelt; aber  die  Betrachtnngen,  die  er  ftber  denselben  anstellt» 
smd  nicht  strenge,  vnd  das  Besnltat,  za  dem  er  gehmgt,  ist 
nicht  genaiL 


Ueber  das  Verhaitniss  der  Uuercoutractiou  zor 
Längendilatation  bei  Stäben  von  federharteu  StaU.  ^ 

Wenn  ein  homogener  cylindrischer  Stab,  dessen  Kki>ticitat  ui 
verschiedeneu  Kiehtungen  tlieselbe  ist,  in  der  Richtung  seiner 
Länge  durch  einen  Zug  ausgedehnt  wird,  so  erleiden  seine 
C^uerdimensionen  eine  Contractiom  Nach  theoretisclien  Be- 
trachtungen von  Poisson  sollte  das  Verhältniss  der  Quercon- 
traction  zur  Längendilatation  immer  J  sein.  Wertheini  scliloss 
aus  seinen  Versuchen,  dass  dasselbe  ^  ist;  nach  einer  mehrfach 
ausgesi)rochenen  Ansicht  hat  es  weder  den  einen  noch  den 
anderen  Werth  und  ist  verschieden  bei  verschiedenen  Substanzen. 
Bei  den  meisten  Körpern,  bei  denen  man  eine  gleiche  Elasti- 
cität  in  verschiedenen  Richtungen  annehmen  kann,  stellt  sich 
der  experimentellen  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  der  Um- 
stand hindernd  in  den  Weg,  dass  bei  ihnen,  auch  bei  sehr 

1)  Mech.  Mag.  L,  p.  160  und  207. 

2)  Pogg.  Ann.   Bd.  108.  1869. 
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Uemen  FormAndmiigeiiy  UflibeiidA  Dehnmig  und  dastisohe 
NadiwlnDig  in  eilieUichem  Qxade  gich  seigen.  Es  ist  dusM 
dut  IUI  bei  auBgeglUhten  MetalldiftlitMi  und  GlasstftbeiL  Bei 
hart  gesogenen  MetaUdriUMen  ist  eine  bleibende  Delmnng  ond 
eine  elastieohe  Kaohwirkong  ^el  weniger  bemeridich;  aber  bei 
ihnen  ist  sicher  die  ElastidtSit  in  Terschiedenen  Bichtongen 
Terschieden.  Bei  geh&rteten  Stahlstäben  dagegen  kann  man 
wohl  mit  Wahrscheinliohkeit  eine  Gldohheit  der  Elastiaittt 
in  Terschiedenen  Biefatangen  Toranssetzen;  nnd  da  diese  fiber- 
diess  mehr  noch  als  hart  gezogene  Di^te  einem  idealen  ela- 
stischen Körper  ähnlich  sind,  so  erscheinen  sie  vorzugsweise 
geeignet  zu  Versuchen  über  den  Weilh  jenes  Verhältnisses. 
Ich  habe  an  mehreren  nuidon  Stäben  von  federliartem  Stiibl, 
von  etwa  2,85™"  Durchmesser  und  ungeluhr  300"""  Länge, 
solche  Versuche  ausgelubrt  und  will  diese  hier  beschi*eiben. 

Es  stelle  in  Fipr.   13  »» 


befestigt  ist;  in  A'  sei  ein  i3. 
horizontaler  Arm  Ä  B'  senkreclit  auf  der  Längsricbtuiiff  des 
Stabes  an  demselben  angebraclit.  Wird  in  B  ein  Grewicht  V 
angehängt,  so  bewirkt  dieses  gleichzeitig  eine  Biegung  und  eine 
Torsion.  An  dem  freien  Ende  des  Stabes  sei  ein  Spiegel  C 
so  befestigt,  dass  senie  Fläche  nahe  hoiizontal  ist;  gegen  den 
Spiegel  sei  von  oben  her  ein  Fenirohr  gerichtet,  und  eine 
Scale,  die  aus  zwei  Systemen  senkrecht  sich  schneidender, 
gleich  weit  TWi  einander  abstehender  Linien  besteht,  sei  hori- 
zontal so  angebracht,  dass  ihr  Spiegelbüd  im  Fenirohr  er- 
scheint. An  dieser  Scale  lässt  sich  dann  gleichzeitig  die  Bie* 
gong  nnd  die  Torsion  beobachten.  Angenommen,  dass  der  Quer- 
sdinitt  des  Stabes  ein  Kreis  ist,  so  kann  man  aus  dem  Kadius 
desselben,  dem  Gewicht  P,  der  LSnge  Ä  und  der  beob- 
achteten Biegong  den  ElasticttfttscoCffioienten,  aus  dem  Badioa^ 
dem  Gewichte  P|  den  lAigen  Ä  B  und  der  beobach- 

teten Torsion  den  TorsionscoCffieienten  berechnen;  ans  dem 
YerhSttmase  dieser  beidea  Ooflfficienten  findet  man  dann  leiohti 
nnter  der  Yoransaetsong  der  Gleichheit  der  ElasticiUt  in  Ter- 


Ä  einen  elastischen  Stab 
vor,  der  in  horizontal 
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Bchiedenen  BichtungeDy  das  gesachte  VerhSltniss  der  Qaercon^ 
traetion  zur  LaogendüatatioiL  Bei  der  Bestunmung  dieses 
Yeriialtnisses  ist  die  Eenntniss  des  Badius  des  Stabes  imnftthig, 
da  dieser  in  gleicher  Weise  in  den  Ansdrttckan  des  Elasüci* 
tfttscoi^cienten  und  des  TorsionscoeffiGienton  yoriconont 

Die  StSbCy  welche  ich  deaa.  Yersnchen  unterworfen  habe, 
sind  Stacke  Ton  gezogenen  Drähten;  man  kann  daher  bei  ihnen 
nicht  mit  Sicherheit  Toranssetzen,  dass  ihr  Querschnitt  ein 
Blreis  ist;  mau  wird  aber  ohne  merklichen  Fehler  annehmen 
dürfen,  dass  der  Qiiei*schnitt  eine  Ellipse  ist,  bei  der  (Us 
Quadrat  der  Excentricität  vernacldässigt  werden  kann.  Bei 
dieser  Annalmie  kann  man  sehr  leicht  den  Einfluss  der  Ab- 
weichung des  Querschnittes  von  der  Kreisform  eliminiren. 
Man  hat  nur  nöthig,  den  Stab  um  seine  Axe  um  90"  zu 
drehen,  den  Ann  A'  h'  wieder  horizontal  in  Ä  zu  befestigen 
und  zum  zweiten  Male  die  Fonuänderung  zu  beobachten, 
die  der  Stab  erleidet,  wenn  das  Gewiclit  P  in  B  aufgehängt 
wird.  Die  Torsion  muss  dann  eben  so  gross,  wie  bei  der 
ersten  Lage  des  Stabes,  gefunden  werden,  die  Biegung  im  All- 
gemeinen aber  anders;  die  Torsion  bei  der  einen  oder  der 
anderen  Lage  und  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden 
Biegungen  änd  so  gross,  wie  die  Torsion  imd  die  Biegung  sein 
würden,  wenn  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  Kreis  w5re, 
dessen  Radius  das  Mittel  ans  den  beiden  Halbazen  des  eUi]^ 
tischen  Querschnitts  ist 

Der  Arm  Ä  B'  Iftsst  sich  nicht  leicht  mit  Grenauigkeit 
senkrecht  zur  Stabaxe  machen;  eme  geringe  Schiefe  desselben 
hat  auf  die  Torsion  nicht  Einfluss,  wohl  aber  auf  die  Biegung. 
Biesen  Bmfluss  habe  ich  auf  folgende  Weise  unschüdlich  ge* 
macht  Der  Arm  ^JS' ist  die  HUfte  eines  Querstabes  B'/X; 
nachdem  das  Gewicht  P  vi  B  gewirkt  hat»  hSnge  idi  es  in 
£f  auf  und  nehme  das  Mittel  ans  den  in  beiden  FftUen  beob- 
achteten Hegungen.  Die  Torsionen  müssen  in  beiden  Fllkn 
dieselben  sein,  wenn  die  Stabaxe  durch  die  Ifitte  von  BEf 
hindurchgeht;  ist  diese  Bedingung  nicht  genau  erffiDt^  so  smd 
andi  die  Torsionen  Terscbieden,  ihr  Mttel  ist  dann  aber  so 
gross,  wie  die  Torsion  sein  wflrde^  wenn  die  LSage  eines  jeden 
Armes  genau  der  B&Ifte  von  1^  Uf  gleich  iiribre* 
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üm  mich  von  der  Voraussetzung  unabhängig  zu  machen, 
dass  der  Theü  des  Stabes  bei  genau  seine  Lage  beh&U^ 
wenn  das  Gewicht  P  an  das  Ende  seines  Hebelanns  gehfingt 
wird,  habe  ich  die  Einrichtang  getroffen,  dass  der  Stab  Ä 
die  HUfte  eines  Stabes  ÄÄ'  ist,  der  bei  einen  (^erstab 
B' LT  Yon  denselben  Dimensionen  wie  BD  und  einen  Spiegel 
C  trftgt,  auf  welchen  ein  zweites  Fernrohr  gerichtet  ist  Der 
Stab  ist  bei  ^  in  einem  dftnnen  Blechstficke  befestigt;  es 
werden  (Reiche  Gewichte  \m,'B  und  B'  oder  bei  D  und  W 
angelangt  und  das  Bild  derselben  Scale  wird  in  beiden  Spiegeln 
beobachtet 

Der  Apparat,  den  ich  benutzt  habe,  ist  in  Fig.  1,  (Taf.  I) 
perspectivisch  dargestellt  An  der  Wand  des  Beobachtungs- 
zimmers sind  vier  Bretter  B,  B,  C  befestigt;  das  erste  von 
diesen  trägt  die  Scale,  die  beiden  folgenden  die  beiden  Keniröhre. 
das  letzte  den  den  Versuchen  zu  untenverfenden  Stab.  An 
dem  Brette  A  sitzen  zwei  hoiizontale.  zn  ihm  senkrechte 
Leisten  <i,  a;  an  jeder  von  diesen  sind  zwei  kleine,  nach  Innen 
vorspringende  Holzstücke  angebracht,  durcli  welche  von  unten 
her  die  Sclu-auben  a,  a  geführt  sind;  auf  diesen  Schrauben 
ruht  die  Scale  und  ist  durch  sie  mit  Hülfe  einer  Libelle  hori- 
zontal gestellt.  Die  Scale  ist 
auf  Papier  gednickt  und  auf  eine 
Glasplatte  aufgespannt.  Fig.  14 
zeigt  einen  Theü  derselben.  Die 
eine  Axe  ist  parallel  der  Wand, 
die  andere  senkrecht  zu  dieser; 
ich  werde  die  erste  die  f-Aze, 
die  zweite  die  7;-Axe  nennen. 

Die  Bretter  5,  jB,  C  tragen 
die  Holzleisten  c,  die  etwas 
weiter  als  die  Leisten  a  vor- 
springen,  und  Ton  denen  die  bei- 
den ersten  zwei  FeinH^hre  ß  ynm  etwa  SOmaJiger  Yer- 
grOssening  hatten.  Die  Qeeichtslinien  dieser  sind  Tertioal  ge- 
stellt Um  das  m  erreichen,  ist  unter  dem  OlijektiTe  eines 
jeden  eui  Kreuz  Ton  zwei  Fiden  ausgespannt  und  das  Fern- 
rohr so  geriditet^  dass  das  SpiegeUnld,  welches  ein  Queok- 
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silberhorizont  von  dem  Schnittpunkte  dieser  Faden  gewährt^ 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Fadenkreuzes  im  Fenurolur  zu- 
sammenfallt. 

An  der  Leiste  c  hängt  der  Stab,  dessen  Formänderungen 
gemessen  werden  sollen.  In  der  Nähe  des  vorderen  Endes 
der  Leiste  ist  durch  dieselbe  eine  verticale  rechteckige  Oeffiiung 
gestemmt,  die  theüweise  Ton  einem  Holzstück  ansgefIlUt  räd, 
das  Ton  den  ner  seitlichen  Sehranben  7%  Y  gehalten 
ivird,  welche  mit  ihren  fifpMsen  in  Vertiefimgen  eiiigreifen,  die 
in  demselben  angebracht  smd.  Von  diesen  vier  Sehxaiibeii 
liegen  die  beiden  ersten  in  einer  horizontalen,  die  beiden  letiten 
in  einer  yerticalen  Ebene.  Mit  Httlfe  derselben  kann  das 
HoIzstOck  in  der  Biohtung  der  |-Aze  Terschoben  und  um  zwei 
Axen  gedrdit  werden,  Ton  denen  die  eine  Tertical,  die  anders 
nahe  parallel  der  17-Aj»  ist  Das  HolzstCIck  ist  Tortical  durch- 
bohrt; durch  die  Durchbohrung  ist  von  unten  nach  oben  der 
Stiel  eines  kleinen  Schraubstockes  geführt  und  mit  HtÜfe  einer 
Schraubenmutter  so  weit  an  dem  Holzstücke  befestigt,  dass  er 
nur  mit  starker  Reibung  in  demselben  sich  drehen  lässt.  In 
das  nach  unten  gekehrte  Maul  des  Sclaaubstocks  ist  ein  düimes 
Stückchen  Stahlblech  gespannt,  welches  eine  Oeffnung  hat,  die 
so  gross  wie  der  Querschnitt  des  zu  untersuchenden  Stabes 
ist.  Durch  diese  Oefl'nung  ist  der  Stab  bis  zu  seiner  Mitte 
gesteckt  und  hier  mit  einer  sehr  kleinen  Menge  Zinn  festge- 
löthet.  Diese  Vornchtiinf2:en  gestatten  dem  Stabe  (der  in  Fig.  1 
Taf.  I  durch  d  bezeichnet  ist)  eine  Lage  zu  geben,  bei  der 
seine»  Axc  horizontal  und  der  ,^-Axe  piu-allel  ist,  und  die  an 
ihm  befestigten  Querstäbe  e,  e  so  nahe  horizontal  sind,  als  es 
möglich  ist,  wenn  sie  nicht  vollkommen  parallel  einander  sind. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  an  den  Stab  d  eine  mit  Haken  ver- 
sehene Libelle  so  gehängt,  dass  ihre  Mitte  unter  der  Mitt^ 
des  Stabes  sich  befindet,  und  durch  Drehung  der  Schrauben 
y'y  '/  ihre  Blase  zum  Einspielen  gebracht.  Darauf  wird  die 
Li])elle  an  einen  der  Querstäbe  e  gehängt,  und  dieser  dmch 
Drehung  des  Blechstücks,  welches  den  Stab  d  hält,  horizontal 
gemacht.  Sind  beide  Querstäbe  einander  parallel,  so  muss 
auch  der  zweite  jetzt  horizontal  sein.  Ob  das  der  Fall  ist, 
erkennt  man,  indem  man  die  Libelle  an  ihn  anhfingt  Eine 
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kleine  Abweiohang  ist  msHA  za  fllrofateiu  I^det  sie  statt»  so 
stellt  man  den  Stab  d  am  sweekmSangsten  so,  dass  die  beiden 
QaersObe  mn  gleich  viel  nach  entgegengesetzten  Seiten  Ton 
der  Horizontalen  abweichen.  .Die  Bewegung  endlich,  welche 
nOtfaig  ist,  nm  die  Aze  des  Stabes  d  der  |-Aze  parallel  za 
richten,  kann  theils  dnrch  Drehong  des  Sdmnbstodn  in  dem 
Holzstlicke,  das  diesen  trftgt,  theils  dnrch  die  Schrauben  /,  y 
amsgefthrt  werden.  Um  zu  benrtheilen,  ob  der  beabsiditigte 
PaiaUelismiis  besteht,  habe  ich  das  folgende  Yerfiton  einge- 
schlagen. Iii  zwei  Punkten  der  |-Aze  der  Scale  smd  die 
I%den  f,  f  befestigt,  die  unten  in  zwei  Schlingen  endigen.  In 
diese  Schlingen  ist  ein  Stab  y  Ton  ähnlichen  DimensioneD,  wie 
der  Stab  eingelegt.  Die  Länge  der  Fäden  ist  so  gewählt, 
dass  beide  Stäbe  nngefilhr  in  derselben  Höhe,  der  eine 
hinter  dem  andern,  sich  befinden.  An  dem  Stabe  r/  wird  ein 
Spiegelstreifen  aufg(jliängt,  der  mit  zwei  Haken  versehen  ist,  die 

den  Haken  einer  Libelle  ähn- 
lich sind.  Fig.  1 5 ;  gegen  diesen 
Spiegel  richtet  man  ein  Fern- 
rohr, vor  dessen  Objektiv  ein 
Loth  angebracht  ist,  so,  dass 
das  Spiegelbild  des  Lothes  von 
dem  Yerticalfaden  des  Faden- 

kreuzes  gedeckt  wiid.  Darauf  hingt  man  denselben  Spiegel- 
streifen an  den  Stab  d  nnd  richtet  diesen  so,  dass  bei  unw^ 
Snderter  Stellung  des  Fenurohrs  dieselbe  Deckung  statt- 
findet 

An  den  Enden  des  Stabes  d  sind  die  Träger  zweier  Silber- 
spiegel h,  h  angeschraubt,  deren  Mitten  nahezu  von  den  Ge- 
sichtslinien  der  beiden  Fernröhre  getroBfen  werden  sollen,  üm 
zu  beurtheilen,  ob  das  statttindet,  dienen  zwei  Lothe  ^  die 
an  den  Schnitt})U7ikten  der  Fäden  aufgehängt  sind,  welche,  wie 
schon  erwähnt,  unter  jedem  der  beiden  Objective  sich  befinden. 
Jeder  Spiegel  kann  gegen  seinen  Träger  mit  Hülfe  dreier 
Paare  von  Schräubchen  in  engen  Gränzen  bewegt  und  so  ge* 
richtet  werden,  dass  passende  Punkte  der  Scale  in  dem  Ge- 
sichtsfelde des  zugehörigen  Fernrohrs  erscheinen. 


• 
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Eigi  16  stellt  einen  der  beidi-n  Querstäbo  dar.  Denelbe 
i8t  ans  Stahlblech  gearbeitet;  in  seiner  Mitte  hat  er  einen 

Anascfanitt,  deaaen  Seiten  & 
A  'A'        -iK  ^  a,  a  Sofaneiden  sind;  diese 

T  T  greifen,  wenn  er  auf  den  Stab 

1  l   d  anlQsesetit  ist^  in  finne  Ein- 

Fi^.  le.  schnitte  ein,  die  in  diesen  mit 

der  Feile  gemacht  sind,  und  sind  hier  mit  einer  sehr  kleinen 
Menge  Zinn  lestgelöthct.  In  die  Enden  des  Quei'^itabes .  die 
verdickt  sind,  sind  die  stiihienien  Spitzen  />,  h  eingeschraubt, 
die  dazu  dienen  die  Ringe  c,  c  zu  ti*agen,  an  denen  iV  ine,  in 
Haken  endigende  Drähte  sitzen,  an  welche  die  Gewichte  ge- 
hängt wei'dtiii,  die  deu  Stab  d  biegen  und  tordu'eu  sollen. 

Wenn  man  sich  etlanbt  die  Winkel  als  nnendhch  klein 
zn  beizBchten,  unter  welchen  die  in  die  f  emrOhre  gelangenden 
Strahlen  reflectirt  werden,  so  können  als  Maass  ftr  die  Bie- 
gungen und  Torsionen  der  beiden  Stabh&lften  unmittelbar  die 
YerSaderungen  der  Ooordinaten  der  Scalenpunkte  dienen,  deren 
Spiegelbilder  von  den  Schnittpunkten  der  beiden  Fadenkrense 
gedeckt  werden.  Bei  den  angestellten  Versuchen  muss  indessen 
Backsicht  anf  die  endliche  Grösse  jener  Winkel  genommen 
werden.  Biese  Bfldcsicht  macht  einige  n&her  eingehende  Be- 
trachtungen nötliig. 

Ich  fiüu'e  ein  dreiaxiges  reclitwinkliges  Coordinatensystem 
ein;  zwei  Axen  desselben  sollen  die  ^-Axe  und  r^-Axe  der  Scale 
sein;  von  diesen  hat  die  erste  die  Kichtung  der  Linie  A  A 
Fig.  13,  die  zweite  die  Richtung  der  Linie  Ä  die  dritte, 
welche  ich  che  ^-Axe  nennen  will,  soll  vertical  abwärts  gekehrt 
sein.  Den  den  Versuchen  zu  unterwerfenden  Stab  denke  ich 
mir  zunächst  gerade  gemacht;  es  kann  das  dadurch  geschehen, 
dass  in  der  Kähe  seiner  Enden  Unterstützungen  angebracht 
und  diese  so  gestellt  werden,  dass  eine  Libelle,  auf  die  eine 
oder  auf  die  andere  Stabliälfte  gehängt»  einsteht.  Die  Stabaze 
ist  dann  parallel  der  |-Axe.  Von  einem  variabeln  Punkte  der 
Stabaze  ausgehend  stelle  ich  mir  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Azen  vor,  die  ich  bezeichnen  will  als  JvAze,  y-Aze,  i-Aze,  die 
fest  verbunden  mit  den  Molekülen  des  Stabes  und  bei  dar  eben 
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beBeidmeton  La^je  desselben  den  Azen  der  ^,  fjy  (  parallel  sind. 
Hat  der  Stab  eme  Aendenmg  der  Lage  und  Gtestalt  erütten, 
so  bilden  jene  Azen  mit  diesen  Winkel,  deren  OosinuB  ieh 
dnrch 

bezeichne,  so,  dass  die  Indiees  0,  1,  2  sich  resp.  beziehen  auf 
die  r-Axe,  y-Aze,  z-Axe.  Weiter  seien  |.  'C  die  Ooordinaten 
in  Beziehung  auf  die  17-,  £-Axen  des  Punktes,  von  dem  die 
y-,  »-Azen  aosgehen.  Dm  Zeichen  dieser  drei  Ooordinaten 
und  jener  nenn  Oosinns  werde  ich  oben  °  oder  '  oder  "  bei- 
ftgen,  wenn  sie  sich  anf  die  Ponkte  der  Stabaze  A\  Ä' 
Eig.  Id  beaehen  sollen. 

Sind  die  UnterstlUzuiigen,  dui'ch  welche  der  Stab  gerade 
gemacht  ist,  entfernt,  so  hat  sich  derselbe  gekrümmt  in  Folge 
seiues  eigenen  (Tcwichtes.  des  (Gewichtes  der  Spiegel,  ilirer 
Träger  und  der  Quer:>täbe.  Um  die  Betrachtungen  nicht  un- 
nöthig  zu  compliciren.  werde  ich  annehmen,  dass  diese  Krilm- 
inung  angesehen  werden  kann  als  hervorgebracht  durrli  gl(.4elie 
Gewichte,  die  in  Ä  und  Ä'  wii'ken:  die  Grösse  dieser  Ge- 
wichte sei  G.  Die  Grösse  der  gleichen  Gewichte,  welche  be- 
stimmt sind  in  B  und  B"  oder  in  D'  und  D"  angehängt  zu 
werden,  nenne  ich,  wie  fiüher,  P.  Die  Hälfte  von  Ä  Ä'  be- 
zeichne ich  durch  den  werten  Theil  der  Summe  TOn  B  D 
und  B'  U'  durch  /.  Um  die  Bechnongen  etwas  sa  yeretn- 
£EM3ben,  nehme  ich  an,  dass 

ÄA^  =  ÄA^ 

und 

BÄ  =  DA  =  B  Ä'  =  D  A' 

ist,  bemerke  aber,  dass  das  Endxesoltat  aooh  GOltigkeit  be- 
bSh,  wenn  diese  GHeicfanngen  nicht  genau  eicfUlt  sind«  Der 
Badins  des  als  kreisförmig  gedachten  Querschnitts  des  Stabes 
sei  f.  Ben  SUastidtfttscodfi&nenten  setae  ich  in  üeberein* 
Stimmung  mit  den  Beieicbnnngen,  welche  idi  in  froheren  Ab- 
bandhmgen  ttber  Elasticttilt  gebraadit  habe^ 
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1  +  3« 


das  VeriddtniBS  cter  Quercontnction  rar  LangeiMtilatation  in 
dem  FaQey  dass  der  l^ab  durch  einen  longitndinalen  Zog  ana- 
gedelmi  irird 

_  a 
i+2a' 

Der  Kürze  wegen  mache  ich  weiter: 

Die  Foriuäiideruiigeii  des  Stabes  solleu  als  unendlich  klein  be- 
trachtet werden;  es  ist  dann  immer: 

«0-1»  ri-i» 

A  +  ri  «  0,        +  «2  =  0,    «1  +  Ä  =  0. 

Für  den  Eall,  dasa  die  Geivichte  P  nicht  wixken,  hat  man^): 

"   '  . 


(1) 


2 


woraus  folgt: 


FOr  den  Fall,  daaa  die  Gewichte  P  in  jS"  und  aagebcMht 
sind,  ist: 


>)  S.  oben  pu  S85. 
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(2) 


8^ 


"  n 


2N 


worans  folgt: 


Ich  werde  die  Veränderungen,  welche  die  in  Betracht  kom- 
menden Grössen  dudurcli  erleiden,  dass  die  (-rewichte  P  in 
B'  und  B'  angehängt  werden,  durch  Vorsetzen  eines  ö  be- 
zeichnen; es  ist  dann: 


mmu  Ml  ergiebt: 


(3) 


X 

L 


1  +— ^  = 


d  n\  —  ö  a'  q2l  * 


WerdAii  die  Gewichte  F  statt  in  B  vaad  B'  m  IX  ml  1/' 
angebracht,  so  geken  dieselben  Gleichmigeiiy  wenn  mir  in 
ihiieii  ~  /  statt  /  gesetzt  nird. 

Es  handelt  sich  nun  dämm  absnleiten,  wie  lt€^\y 
9fr^  aas  den  an  der  Scale  za  maehendww  AUeeangen  gefimden 
w«den  kSnnen.  Za  diesem  Zwecke  werde  ich  die  Bichtongen 
der  nach  ünten  gekehrten  Spiegebormalen  in  die  Betraohtimg 
ejnAhren  imd  dnrch  i£  und  fC  beseichnen.  Der  Eflrse  wegen 
will  ich  dabei  setien: 

cos  (n'  {)  cos  (n  jy)  =  ßfj    cos  (n'  ^  —  y' 

C08(»"{)  =  a",  cosKiy)-/?",  C08(n"ö  =  /'. 


r 


d2d    Ueber  daa  YerhiUiuM  der  Qaerco&t»cti<m  mx  Ltogendilatatkn 


TUf.  17. 


In  Fig.  17  sei  die  GcsicLis- 
Knie  des  ersten  Fernrolii's,  0|  und  Otj 
seien  zwei  Linien,  die  in  der  Ebene 
der  Scale  der  |-Axe  mid  der  ;^  -Axe 
parallel  gezogen  sind;  dabei  iiu)ge  der 
Punkt  ^'  der  Schnittpunkt  der  Gresichts- 
linie  mit  der  Spiegelebene  sein,  N  der 
Schnittpunkt  der  aus  dem  Punkte  ^ 
gezogenen  Spiegelnormale  mit  der 
Ebene  der  Scale  und  S  der  Punkt 
der  Scale,  dessen  Spiegelbild  in  der 
Gesichtslmie  liegt  Ich  bezeichae 
w  itcr  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  |-,  C-Axen  des 
Punktes  ^  durch  a',  b'y  c\  des  Punktes  S  durch  X,  1",  0,  des 
Punktes  N  durch  A'y  R,  0.  Es  ist  dann: 

also 

r 

^  «    «  -  Ce'. 

r 

Da  aber  die  Linie  Nl.  in  der  Ebene  des  Dreiecks  OS^  liegt 
und  den  Winkel  desselben  bei  £  balbirt,  so  ist 

2( 


r-y-(fl'-i')ä^. 


Jl  — a  as  Cf 


Daraus  fölgt 

Auf  dieselbe  Wesse  ergiefyt  sich  bei  entsprechendsr  Beiekh- 
nung  für  den  «weiten  Spiegel: 


(5) 


X'  -     «  -  a 


2y'«-l 


2f 
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Sind  x\  (ny),  (ti!  z)  die  Winkel,  ivekhe  die  Spiegelnonnale 
»'  l»ildet  mit  den  Ton  Ä  ausgehenden  Azen  der  so  ist 

u  =  cos  [n  x)  +  u\  COS  (n  y)  +  u\  cos  [n  z) 
/5'  ==  cos  (»'  +  cos  [n  y)  +  /i^'g  cos  (71'  z). 
Es  ißt  a'i,  oder  —  der  Winkel,  um  den  sich  der  Stab 
um  eine  yerticale  Axe  aus  der  Lage  gedreht  hat»  bei  der  seine 
Axc  der  J-Axe  parallel  ist ;  dieser  Winkel  ist,  wenn  nicht  =  0, 
SO  doch  sicher  sehr  klein,  und  da  cos  (ii'y)  und  cos  (n'jp)  ftucb 
mir  kleine  Grössen  sind,  so  wird  man  setzen  dfirfen: 

11^  aa  cos  (n  x)  +  a\  cos  (n  z) 
/T-COSKy)  -\-  ß'.,  cos(«'j). 

Ich  werde  die  Werthe.  welche  die  in  Betracht  kommenden 
Grössen  in  dem  Falle  annehmen,  dass  der  Stab  auf  die  obt  n 
angegebene  Weise  gerade  gemacht  ist,  durch  üebersetzen 
eines  —  bezeichnen.   Es  ist  dann: 

OOS  (»' «)  >a  7^  COS  (Jl'y)  s»"^,  COS  (»' «)  »a  7» 

IMe  letzten  GHeichimgen  lassen  sicli  in  Folge  dessen 
schreiben: 


/     a  — « 


(6) 

Ebenso  findet  man: 


'f     a  —  a 


7 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichmigen  sollen  nun  Ansdrücke  für 
c  und  c"  abg(deitot  werden.  Die  Gleichung  der  Ebene  des 
ersten  Spiegels  in  Beziehung  auf  die  aus  dem  Punkte  A'  ge- 
zogenen Axen  der     y,  £  sei: 

«coe(»'«)  +  jf  cos(Ay)  +  jfcos(»'#)— —  0; 

die  Gleichong  derselben  Ebene  in  Besiebimg  anf  die  Axen  der 
17,  (  ist  dann: 
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Der  Punkt,  ftr  den  S  —  a',  V'^^'j  »  =  geh5rt  dieser 
Ebene  an;  es  ist  daher: 

woraus  folgt: 

r 

Bei  meinem  Apparate  betragen  /X  uiid  ?/  —  b'  wenige  Milli- 
meter, I' —  a'  ist  wenige  Centimeter,  c'  mehi'  als  2  Meter; 
mau  wird  deshalb  in  Anbetracht  der  Kleinheit  von  a  und  ß 
statt  dieser  Gleichung  schreiben  dürfen: 

und  für  »'  frird  ee  erlaubt  sein  einen  auch  rohen  Kfthenmg»- 
werth  zu  setzen.  loh  mache 


7'«  C- 


(8)  i-,    .  * 

WO  A  eine  gegen  C  sehr  Ideine  Gbtae  ist;  dann  werde  ich  in 
Folge  der  Gieichnngen  (4)  setzen  kOnnen: 

(9)  ^^^^t. 
Dadnrdi  erhalte  idi: 

e'  =  ;'  +  iy-<l=4^. 

Es  £oIgt  hieraus: 

es  ist  also  auch  mit  Bftcksieht  auf  die  GHeiohmigen  (^;:  • 

oder,  da  f  «  ist»   

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 

+  r  -  r  -  (f K^'  -^1. 
Ilon  folgt  aber  aus  den  Grleichungen  (1)  und  (2): 
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ans  den  Gleichungen  (6)  und  (9)  folgt,  daaa  nSherungsweiae: 



und  ebeoBO  ist: 


ff 


*  20 

Es  eigiebt  sich  daher: 


-  (|,  +  {'  -  a' )  (JC^-  A'H^ (^^  -  )] 

c' -  C-h+^[ls(X'  -  X)+  (I*  ~  (r-a '))  (y  -  X')]. 

Diese  Werthe  von  ^  und  snbstitiiire  man  in  die  Glei- 
dhangen  (4)  imd  (6);  dabei  setse  man  fllr  /  imd  /'  die  Nahe- 
mogswerthe: 


(10) 


"  *  sc* 
welohe  sich  leicht  aus  der  Gleichung  (9)  und  den  dieser  ani^ 
log  zu  bildenden  Gleichungen  ergeben.  Bei  Yemaohlässigang 
von  kleinen  GMedem  hlUierer  Ordnnng  findet  man  dann: 


(11) 


-ffii[(l'('*'-^)+(T*-*(«"-«'^)t^"-^')]} 

-  6^[i'(y-^)+ (T'-*(r-«'))(jp'-r')] }  • 


L. 
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(12) 


Mit  Hülfe  dieser  Ausdrflcke  kann  man  ans  den  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  die  Werthe  von  u\^^  ß^,  ß'\  bilden. 
Icli  will  aber  diese  Werthe  selbst  nicht  aufstellen,  sondern  au 
ihier  Statt  die  von  vier  Grössen,  die  ich  durch  (J'),  {}"), 
(JT"),  {¥")  bezeichne  und  duich  die  folgenden  Gleichimgeu 
defiuire: 

(r)-y-2c(^,+4) 

(r')«d''-2c(/?",+  -p). 

Einerseits  folgt  hieraus; 

und  also  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichimg  (3): 
aSV  l  1  j.    ^    -  Hy  )-HT)  s_ 

AndererseitB  folgt  aus  den  Gleichangea  (12),  wenn  man  die 
Gleichungen  (6)  und  (7)  hinsnmeht: 


a  — 

2C^ 

r 

(r)  = 

2C4 

r 

(^")- 

a"- 

r 

(n,= 

b- 

2CC 

*  r 

r 

Benutzt  man  nun  die  Gleichungen  (11),  setzt  für  /'  und  y"  die 
Näherungswerthe : 


1  — 


SC 
WC'*  ' 
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die  aus  den  Gleichungen  (10)  sich  ergeben,  und  vemachläasigt 
wieder  kleine  Grössen  höherer  Ordnung,  so  hudet  mau: 

(JO  =  T'  +  -  d\F' 
{T)  =  r  4-  \t  -  h')F 
(X")  =  X"  +  {X"  -  a)  F' 

wo 

und 

-  |#(jr-x)-(^#-4(r-«l)  (X'-x^o]. 

Nach  diesen  Fonnehi  sind  die  angestellteu  Beobachtungen  be- 
rechnet.   Von  den  hier  vorkommenden  Grössen  ergaben  sich 

X',  y,  X'\  r",  X,  F,  X',  r'  unmittelbar  aus  den  an  den 
Spiegelbildern  der  Scale  gemachten  Ablesungen;  a',  h',  n",  h" 
wurden  gefunden  aus  den  gemessenen  Entfemnngen  der  Lothe 
?,  i  (Tai  I  Fig.  1)  und  zweier  Lothe,  die  aus  den  Fäden/,/ ge- 
bildet  waren;  ^ — a  und  ^"—a"  wurden  mit  einem  Zirlud  ge- 
messen. Einer  n&heren  Auseinandersetzung  bedarf  nur  noch 
die  Art,  wie  die  Ghritesen  C  und  oder  die  mit  diesen  durch 
die  Gleichimgen  (8)  zuwammenhtogftnden  GrOesen  7"  be- 
stimmt wnrdeD« 

An  der  Leiste,  welche  den  der  üntersachcmg  unterworfenen 
Stab  trug,  war  eine  Spitse  angeibraobt,  deren  Tiefe  miter  der 
Scale  an  einem  langen  Maassstabe  ein  ftr  alle  Mal  gemessen 
war.  Vor  dem  elasüsohen  Stabe  war  em  Eathetometer  anf- 
gestellt;  mit  diesem  wurde,  naebdem  der  Stab  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  eingestellt  und  gerade  gemacht  war,  die 
Tiefe  eines  gewissen  Punktes  einer  jeden  Spiegelfläche  unter 
jener  Spitze  gemessen.  Es  wiuxle  niiinlich,  nachdem  die  Höhe 
der  Spitze  an  der  Scale  des  Kathetometers  abgelesen  war,  das 
Fermohr  desselben  durch  Drehung  um  seine  verticale  Drehungs- 
aze  80  gestellt,  dass  sein  yerticaler  Faden  eines  der  Lothe  i 


Digitized  by  Google 


332   Ueber  das  Verhältniss  der  Quercontraction  zur  Läugendilatatioa 

deckte,  und  dann  so  lange  gesenkt»  bis  der  Schnitlpimkt  seiner 
Fftden  in  den  Torderen  Band  der  entsprechenden  Spiegelfläche 
m  Men  schien.  Der  Punkt,  anf  den  das  Femrohr  dann  ein- 
gestellt war,  ist  der  Sdmitlpnnkt  dreier  Ebenen,  deren  GHa« 
changen  gebildet  werden  sollen.  Eine  dieser  Ebenen  ist  die 
Spiegelfläche;  sie  hat  die  Gleichung  (wenn  der  Spiegel  der 
erste  ist): 

(f  -  «0  ^+  (V  -b')J+    -7)7  =  0. 
Eine  zweite  Ebene  ist  die  yerticale,  durch  den  vorderen  Band 
des  Spiegels  gelegte;  ihre  Gleichnng  sei: 

Die  dritte  Ebene  ist  die.  welche  diiicii  das  Loth  i  und  die 
Dichungsaxe  des  Kathetoraeters  geht;  sind  a  "  und  b'"  die  f- 
und  ^-Ordinaten  dieser  Drehungsaxe,  so  ist  die  Gleichung  der 
geuaiinteu  Ebene: 

(I  -  a)  ib'-  -  b')  -     -  b')  {a"  -  a)  =  0. 
Bezeichnet  man  durch  Z'  die  (-Ordinate  des  Punktes,  auf 
den  das  Kathetometerfemrohr  eingestellt  war,  so  folgt  aus 
diesen  drei  Gleichungen: 

oder  nähei*ungsweise: 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  bei  ähnlicher  Beaeichnnng: 

^-  ^"  -  '-sf  ((i^  -  *")  +  -  «'  • 

Nach  diesen  Gleiohnngen  sind  /  nnd  /Hierechnet,  indem  flr 
€  ein  NSherangswerth  genommen  ist 

Ich  wende  mich  mm  nir  Angabe  der  nnmeriBMdMii  Be* 
sultate,  welche  die  Beobachtungen  und  die  Abmessungen  er* 
geben  haben. 

Was  zunächst  die  Scale  anbetriü't.  so  wiirden  die  Theile 
einer  jeden  Axe  derselben  zwar  nicht  genau  gleich  gefunden, 
doch  waren  die  Unterschiede,  die  sich  zeigten,  so  klein,  dass 
sie  hier  Teruachlässigt  werden  dürteu.  Erheblicher  ergab  sich 
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der  Unterschied  des  mittleren  Wertlies  eines  Theiies  der  |-Axe 
und  des  mittleren  Werthes  eines  Tlieiles  der  7;-Axe;  nach 
den  ausgeführten  Messungen  ist  jener  =  1,7993°"",  dieser  = 
1,8086"». 

Ein  N&henmgswerth  fllr  C  ist  2357"*".  Bei  den  YeraucheHy 
deren  Einzelheiteii  ich  ]mt4iieüeii  will,  war,  m  Millimetern  ans- 
gedrftckt: 

a'  -  —  24,1,  Vw^-  147,0,     -  329,6,  h"  -  -  152,8 
a"'  =  147,5,      «  -  1512. 
27-108,85. 

Bei  einem  StaUstabe  toh  den  schon  Im  Bingange  ungefidir  an- 
gegebenen Dimensionen,  den  ich  als  No.  1  bezeichnen  will,  war: 

s  =  145,04™, 

und  bei  der  ersten  Einstellung: 

'S  -  148,2  r-  98,8  X"  -  12,4  F'  -  98,0 
Z'»  2855,2"»  2  ' -2855,5«» 
iJ'— 6'-  — 21../'  — r  -  -20.. 
Ä'-     85..{"— a"-— 29.. 

Bei  Anwendung  von  Gewichten  von  lOOg,  wurden  folgende 
Scalenablesungen  gewonnen : 


T 

A"" 

r" 

0 

137,2 

88,2 

25,8 

92,5 

100 

101.2 

122,9 

63,0 

56,4 

0 

137,0 

88,1 

25,6 

92,4 

100 

101,8 

53,0 

61,8 

127,3 

0 

137,2 

88,5 

25,7 

92,8 

100 

101,2 

122,8 

62,9 

56,4 

0 

187,1 

88»0 

25,6 

92,8 

100 

101,4 

52,8 

61,4 

127,1 

0 

187,0 

88,2 

25,5 

92,6 

Die  Ablesungen  wurden  gemaclit  zuerst  bei  Abwesenheit 
der  Gewiciite,  dann,  nachdem  diese  in  D  und  D'  (Fig.  1) 
flngehäniGrt  waren,  dann  naeli  ihrer  Entferming,  dann,  als  sie  in 
und  Ii  wirkten,  dann  wieder  luieli  ilirer  Entfernung,  dann 
liachdem  sie  abermals  in  D'  und  JJ  angebracht  waren,  und 
so  fort   Ich  habe  den  Stab  mehrmals  unter  gleichen  Bedin- 
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gungen  beobachtet,  einmal,  um  eine  tri'^^sere  (ienaaigkett  re 
errachen,  als  eine  einmalige  Beobachtung  äe  hätte  geben 
kOnnen,  dann  aber  auch,  um  zu  erkennen,  ob  nach  dem  Fort- 
nehmen der  Gewichte  ein  merklicher  Theü  der  durch  sie  ber- 
▼orgebraohten  Biegung  oder  Toroon  zurl&cUblieb.  Eand  dieses 
statt,  so  yenftth  es  sich  in  einer  Yerscbiedenlieit  der  Biffid- 
renzen  X'—X"  und  JT—  bei  den  Beochtongen,  bei  denen 
die  Gewiidite  nicht  viikten.  Eine  solche  Yersohiedenheit  zogt 
sich,  aber  sie  flbersteigt  bei  allen  Beobaohtongssfttzen  nnr  in 
seltenen  EftUen  0,2  eines  Scalentheils  nnd  sie  kann  daher  wohl 
ans  Ablesnngsfehlem  nnd  zofiUligen  Stönmgen  eridlrt  werden. 

Aus  den  nnmittelbar  beobachteten  Werthen  yon  X,  F, 
X"f  habe  ich  dadurch,  dass  ich  die  Mittel  nahm  zwischen 
den  fttr  gleiche  Bedingungen  geltenden,  die  folgenden  gebildet: 


X 

Y 

X 

Y 

ü 

137,10 

88,20 

25,64 

92,52 

100 

101,20 

122,85 

62.95 

56,40 

100 

101,60 

52,90 

61,60 

127,20 

Ans  diesen  ergiebt  sich: 

(X')       (r)      (z")  (r") 

0  136,00  86,96  26,91  91,08 
100  100,20  121,07  63,45  55,81 
100      101,20       52,43      62,67  125,42 

Ans  der  ersten  und  zweiten  dieser  Horizontalreihen  folgt: 

ms  der  ersten  nnd  drittten: 

ii^i^^)  ^  35,28,  =  34,43. 

Die  halbe  Summe  der  beiden  Werthe  von  ^C-^')  ^ 
ich  durch  die  halbe  Differenz  der  beiden  Werthe  Ton 
O(r  )-Jcr)         ^  bezeichnen;  es  wird  dann: 

35,72       r=  34,56. 
Bei  Anwendong  TOn  Gewichten  yon  200*'  wurde  gefimden: 
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j 

A 

i 

U 

l0l;0 

OA  1 

»7,0 

200 

65.8 

157,2 

100.3 

20.0 

0 

01,1 

Vl,V 

doo 

OK  ^ 

10l,U 

0 

187,0 

89,2 

25,7 

98,6 

200 

68,1 

156,8 

100,5 

19,6 

0 

186^7 

87,8 

26,8 

91,6 

67,0 

17,7 

98,0 

162,0 

0 

187,2 

88,2 

25,8 

92,5 

also  im  Mittel: 


0  135,84  89,10  24,48  93,40 
200  65,95  157,00  100,40  19,80 
200        65,60      17,20      96,70  161,50 


Daraus  folgt: 


{X')  {T)  (X')  (n 

0       134.74  87,86  25.75  91,96 

200        (;5.()5  154,28  100.51  19,66 

200        65,52  17,10  97,76  158,47 


und  weiter 


71,42  7-69,00. 


B«'rocbnet  mau  aus  diesen  Werthen,  indem  mau  sie  duieli  2 
dividii-t  ,  die  Werthe  von  B  und  T  für  P=  100«f^  so  ergiebt 
sich  in  naher  Uebereinstimmang  mit  deu  Yorher  direct  gefun- 
denen Zahlen: 

B  -  85,71  84,60. 

Der  Stab  >vurde  nun  um  9U  *  um  seine  Axe  gedreht,  es  wurden 
die  Querstäbe  wieder  horizontal  au  ihm  befestigt  und  dann 
Yersoohe  denaLben  Art  aiugeftthrt  Es  £Gaid  sich: 

Jf,- 188,2    r=  100,1   X'-28,7   F' «  94,0 
Z'  «=  2355,4«-      Z"  -  2855,3«« 
r'  — y«— 26..  r  -r-  — 20.. 
I'W-     82..I'  82.. 
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also  im 


X 

r 

X' 

0 

122,6 

98,7 

88,9 

92,6 

100 

85^2 

188,7 

68,5 

57,0 

0 

122,8 

98,7 

68,6 

92,6 

AQ  9 

oo,i 

13sf,U 

0 

122,0 

98,6 

33,4 

92,6 

100 

83,2 

133,7 

66,5 

57,0 

0 

120,8 

98,7 

32,0 

92,6 

100 

85,3 

63,1 

69,3 

127,2 

0 

122,0 

98,8 

33,8 

92,8 

T 

r 

X' 

T' 

0 

122,06 

98,70 

33,34 

92,64 

lOU 

84,20 

133,70 

67.50 

57.00 

100 

84,95 

63,00 

69,00 

127,10 

(T) 

(X') 

(n 

A 

u 

1  Ol  APv 

Q  t  AQ 

Ol  07 

iUU 

1Q1  f'Q 

0  i  jUO 

00, "lO 

04,04 

ÄO  ÄA 

1        1  1 

B  =  35,82 

T 

^84,48 

X 

T 

X 

T 

0 

122,5 

99,6 

88,6 

98,5 

200 

40,1 

170,0 

108,9 

22,8 

0 

121,8 

99,5 

82,5 

98,8 

200 

41,2 

27,7 

97,5 

161,9 

0 

124,5 

99,6 

85,8 

98,5 

200 

50,0 

169,6 

104,7 

21,9 

0 

122,7 

99,0 

84^0 

92,8 

200 

48,6 

27,6 

105,0 

161,8 

0 

122,6 

98,7 

33,9 

92,6 

also  im  Mittel: 

0  122,72  99,28  88,96  98,14 

200  49,55  169,80  104,80  22,10 

200  44,90  27,65  101,25  161,85 
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0 
200 
200 


121,71 
48,75 
44,82 


97,98  85^11 
168,61  104,89 
27,80  102,28 


91,77 
21,97 
168^90 


i?=  71,56 


r=  69,01 


und  für  100^ 


B  »  85,78 


84,51. 


lu  der  folgemUn  kleinen  Tafel  Avill  ich  die  Werthe  von 
B  und  T  flir     =  100^,  wie  sie  sich  hiernach  ergeben  haben, 


Die  Einheiten,  die  diesen  Angaben  zu  Grunde  Hegen,  sind 
aber  niclit  dieselben,  da,  wie  oben  erwähnt,  die  Theile  der 
^'Axe  und  die  der  /^-Axe  bei  der  benutzten  Scale  merklich  ver- 
schieden von  einander  waren.  Benutzt  man  die  oben  ange- 
gebenen mittieren  Werthe  der  Scalentheüe,  so  findet  man 


daraus  ergiebt  sich  für  den  Stahlstab  ^o.  1. 


Qana  eben  sololieii  Tenochfiny  ide  der  Stahktab  No.  1  dnd 
zwei  andere  Stahlstfibe  Ton  nahe  denselben  DimeDsionaai  usteiw 
wadoL  loh  be|p[itlg0  mkh  ftr  diese  die  folgenden  Angaben 
sa  machen. 


Im  Mittel  ist  bieruacb: 


85^76  84,51. 


B  »  64,34»»         7»  62,41 
Nim  folgt  aber  aus  der  Qleiohnng  (13): 
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StahUtab  No.  8. 

B  T 
SS  J  bei  der  dB«  Lage;  1^,40. 

WM      S^M  }  andern  Lage;  16*^,8  C. 

lfifttel:jB»  86,99  T-84,80 
-  64,76""  -62,94— 
t  - 145,01"» 

StaUHd»  Ko.  8. 

36,40      35,10  j  ^  ^  andern  Laue;  22«,90. 

36,35      35.11  /  f^^' 

Mittol:  ^-  36,37         T*»  35,10 

-  65,43»*  «68,48— 
*  -  145,16— 

Im  Mittel  ist  daher  ftr  die  drei  Stahkt&be  das  gesadite  Yer- 
haltnias  der  Qnercontraotion  zor  Längendilatation 

=  0,294. 

Us  "Wäre  von  Interesse  zu  piiifen,  ob  bei  Stahlstäben  von 
anderem  Querschnitte,  als  die  liier  untersuchten  ihn  haben,  das 
genannte  Yerhältniss  sich  eben  so  gross  ündet.  Wäre  das  der 
Fall,  so  würde  dadurch  die  hier  gemachte  Annahme  bestätigt 
werden,  dass  ein  gehärteter  Stahlstab  als  homogen  und  von 
gleicher  Elasticität  in  verschiedenen  Bichtongen  betrachtet 
werden  d&ri  Gegen  diese  Annahme  lassen  sich  Bedenken  er- 
heben; in  der  That  kann  man  sich  vorstellen,  dass  bei  der 
Härtung,  bei  der  die  Wärme  von  der  Axe  nach  der  Peripherie 
hin  abfliesst.  die  Elasticitftt  in  der  Bichtung  der  Axe  eine 
andere  wird,  als  in  den  auf  dieser  senkrechten  Richtungen,  und 
daas  die  Moleottle  in  den  äasseren  Schichten  «ine  andere  An- 
ordnung annehmen,  als  in  den  der  Axe  näheren.  Findet  dieses 
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statt,  so  ünd^t  es  aber  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  in  ver- 
schiedenem Grade  statt  je  nach  der  Dicke  des  Stabes,  und  e3 
wü'd  jenes  Yerhältuiss  anders  bei  dicken  als  bei  dimneu  Stäben 
sich  ergeben  müssen. 

Ich  envähne  schUesslich  noch  Versuche,  denen  ich  einen 
hart  gezogenen  Messingstab  von  nahe  gleichen  Dimensionen, 
wie  die  drei  untersuchten  Stahlstäbe  sie  besitzen,  unterworfen 
habe.  Die  Versuche  sind  Ton  genau  derselben  Art  wie  die- 
jenigen, die  mit  jedem  der  Stahlstäbe  angestellt  sind;  mir  wurden 
statt  der  Gewichte  von  100^  und  200^  Gewichte  von  50»'  und 
100''  benutzt.  Es  fanden  sich  hier  die  folgenden  Werthe  Ton 


Mittel:  B  =  35,75       T=  37,12 

64,33«°"       =  67,13'"» 

Es  war  hier  s  »  144,65 Daraus  folgt  bei  Anwendung 
der  Gleichung  (14;: 


Diese  Zahl  hat  hier  aber  sicher  nicht  die  Bedeutung,  die 
ich  der  entsprechenden  bei  den  Stahlstäben  geglaubt  habe  bei- 
legen zu  dürfen,  weil  die  Elasticität  des  gezogenen  Messing- 
stabes sicher  in  der  Richtung  der  Axe  eine  andere  ist,  als  in 
anderen  Bichtungen. 


üelMT  üt  TnumrenalBdiwiigiiigeB  eiMs  9Mm  t»i 
T«riider]ieli«B  ilMnelmitt  ^) 

Die  Schwingungen  cylindrischer  Stäbe  sind  theoretisch 
und  eiperimentell  maftlhrlich  behandelt;  die  Schwingungen 
emee  Stabes»  dessen  Quenohnitt  Terinderlich  ist,  sind  aber 


*)  Mooatttbehcht  der  Akad.  d.  WiM.  zu  Berlin  vom  2.  Oct  1879. 


/»und  ribr  i'«50i': 
B  T 


bei  der  einen  Lage;  24^,10. 
bei  der  andern  Lage;  25,^00. 
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bisher  oichi  nftbier  untersaeht^  obwohl  aie  «uaer  dem  maHie- 
matuchen  Iniereoeey  das  ihnen  sakommt,  auch  ein  pfaktieohea 
in  80  fem  besitsen,  als  bei  einem  Stabe,  der  mit  einem  freäen 
Ende  schwingt,  die  Ezcnrsionen  dieses  Endes  ^iel  grOsser  sein 
kennen,  wenn  nach  ihm  hin  der  Stab  sich  verjüngt,  als  wenn 
der  Qaerschnitl  Oberall  derselbe  ist,  ohne  dass  die  Grenze  der 
Elasticitftt  überschritten  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen 
sollen  sich  auf  die  Transversalscbwingungen  eines  Stabes  be- 
ziehn,  der  ein  Prisma  oder  einen  Kegel  von  äusserst  kleinem 
Winkel  bildet,  bei  dem  diu  Kaute  oder  Spitze  ein  freies  Ende  ist. 
Es  werde  zmiüelist  ein  Stab  ins  Auge  gei'asst,  dessen 
Querschnitt  in  der  Richtung  der  Länge  behebig,  uui'  so  variirt, 
dass  alle  Querschnitte  unendhch  klein  sind,  ihre  Schwerpunkte 
in  einer  Geraden  Iii  ,i,'<  ii  mid  ihre  Hauptaxen  die  gleichen  Rich- 
tungen haben.  Ein  solcher  Stab  kann  unendlich  kleine  Schwin- 
gungen ausführen,  bei  denen  die  Verschirhungen  immer  in 
einer  dieser  beiden  Richtungen  gesclichn;  um  solche  Schwin- 
gungen soll  es  sich  handeln:  die  Ditiercntialgleichung  derselben 
ist  bekannt^)  und  leiclit  mit  Hülfe  des  Hamiltou'schen  Prin- 
eipes  abzuleiten.  Die  Linie,  die  die  Schwerpunkte  der  Quer- 
schnitte in  der  Gleichgewichtslage  bilden,  sei  r-Axe  eines  recht- 
winidigen  Coordinaten^jstems  und  die  Richtung  der  fiauptaxe 
eines  Qnerschnitts,  der  parallel  die  Schwingungen  geschehn, 
die  Bichtang  der  4>Axe.  Es  sei  ferner. 


die  Integrationen  über  den  dem  Werthe  von  z  entsprechenden 
Querschnitt  ausgedehnt,  ^  die  Verrückung  zur  Zeit  t  dieses 
Querscimitts,  u  die  Dichtigkeit,  £  der  Elasticitätscoelidcient 
des  Substanz  des  Stabes  i  dann  ist  die  lebendige  Kraft 


'i  The  theory  of  sound  by  John  William  Öü-utt,  London  löt7,  VoL  1. 
pag.  240. 


nnd  die  potentielle  Energie  des  Stabes 
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die  Integratioiieii  ttber  die  Lftnge  desselben  aaagedelmt  Hier* 
MS  folgt  die  partielle  Differentialgleicliiiog 

und.  wenn  auf  die  Enden  dos  Stabes  nicht  Kräfte  wirken,  die 
Arbeit  leisten,  d.  h.,  wenn  die  Enden  frei  oder  fest  sind,  ioigt 
weiter,  dass  Air  jedes  Ende 

verschwinden. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  Betrachtung  von  Schwingungen, 
bei  denen  der  Stab  einen  eiuiachen  Ton  giebt,  so  kann  man 

seteen,  wo  u  eme  Funktion  von  m,  X  eine  Oonskante  bedeutet» 
Itkr  u  bat  man  dann  die  gewöbnUebe  Diiforentialgleicbiing 

nnd  die  Bedingung,  daw  ftr  jede«  Ende 

j  il<p]»M  mid  k§^y/ 

dz  \   dt*J  az^  dz 

▼erscbwinden« 

Das  aUgemebe  Integral  dieser  BifFerentialgleidHmg  ist 
obne  Solnrierigfceit  anzogeben,  wenn  die  Aendemngen  des 
QnerBohmtts  derart  sbid^  dass  die  Qleicbang  safaier  Grsnie 
eme  Glekdmng  swisofasa  den  beiden  Yariabeln 

^Qnd^ 

ist,  wo  m  und  ii  iwei  Oonskanten  bedeuten.  Beaeidmel  man 
durch  ^  und  k'  die  Werthe  Ton  7  und  A  fttr  #    1,  so  ist  dann 

also  die  Differentialgleichung 

Man  eih&lt  ein  Integral  derselben,  wenn  man 

setot,  h  ans  der  GHekshung  vierten  Qtades 

Ä  (  A  -  1)  (A  -  2  +  3  m  +  w)  (A  -  3  -h  3  w  +  »)  «  0 


842         Ueber  die  TnuuiyerMÜsohwingun  gen  einee  Stabet 

und  die  CoSfficienten  A^f  Jf,»».  ans  den  Gleichimgeii 

^  ^-^i(Ä  +  4-  2»»)(Ä -1  +  4-  2  m) 

^  2  +  4  -  2m  +  dm  +       -  a  4-  4  —  2m  +  3m  +  t) 

ylj  =         + 2(4 -2m))(A- 1  +  2(4 -2m)) 

(ä  -  2  +  2  (4- 2 m)  +  8  m  +  n)  (A  -  S  +  2  (4  -  2 m)  +  8m  +  n) 

u.  s.  f.  bestimmt.  Wählt  man  für  h  der  Reihe  nach  die  vier 
Weithe  0,  1,  2  —  3w  —  3  —  3m  —  n,  giebt  der  willkürhcheu 
Constanten  A  jedesmal  einen  andern  Werth  und  bildet  die 
Summe  der  so  ftir  ?/  gewonnenen  Ausdrücke,  so  erhält  man 
das  allgemeine  Integral  der  in  Kede  stehenden  Differential- 
gleichung. Die  convergenten  Reihen,  durch  die  dasselbe  dar- 
gestellt ist,  schreiten  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen 
Ton  z  fort,  je  nachdem  m  kleiner  oder  grösser  als  2  ist  In 
dem  Grenzfallc  m  =  2  ist  u  gleich  der  Summe  der  Tier 
Werthe,  die  der  Ausdruck 

annimmt,  wenn  man  darin  ftr  h  eine  Wurzel  der  Gleichung 
vierten  Grades 

A(Ä  -  1)(Ä  +  4  +  ;i)  (Ä  +  3  +  n)  = 

setzt  und  die  willkürhche  Constante  A  jedesmal  anders 
wfthlt  Noch  in  anderen  Fällen  verliert  die  entwickelte  Form 
des  allgemeinen  Integrals  der  Differentialgleichung  ihre  Brauch* 
barkeit;  dann  nftmlich,  wenn  zwei  ton  den  für  h  angegebenen 
Werthen  einander  gleich  werden,  oder  wenn  einer  der  Fak- 
toren, die  bei  ^^y«  in  den  fOr  diese  Gctam angestellten 
Gleichungen  anftreten,  yerschwindet  Eine  brauchbar»  Form 
des  Integrals  erhAlt  man  dann,  indem  man  den  Werth  von 
m  sich  unendlich  wenig  g^dert  denkt;  man  findet  es  dadurch 
als  eine  Summe  Ton  Potenzreihen,  die  zum  Theü  mit  log  » 
multiplicirt  sind;  die  OoSffidenten  derselben  lassen  sich  anch 
direkt  aus  der  Differentialgleichung  bestimmen. 

Weiter  Terfolgt  sollen  hier  nur  die  Etile  werden,  dasa 
m  iB  1,  a  iB  0  oder  m  «>  1,  n  —  1  ist  In  jedem  dieaer  lUle 
Iftsst  sich  die  Diffarentialgleichung  yierter  Ordnung  auf  Difieren* 
tialgleichnngen  zweiter  Ordnung  reduciren,  und  zwar  auf  solche, 


Digitized  by  Google 


Ton  Terftaderlichein  Qaenchuitt 


343 


deren  Integrale  Bessel'sche  Fuuktioneu  mit  reellem  oder 
imaginärem  Argumente  sind. 
Es  sei  also  zunächst 

m  =  1,  «  =  0 ; 

das  findet  statt»  wemi  der  Stab  der  Breite  nach  durch  2  pa- 
rallele Ebenen,  der  Dicke  nach  durch  2  Ebenen,  die  einen 
sehr  kleinen  Winkel  mit  einander  machen,  begrenzt  ist,  wenn 
der  Stab  also  ein  sehr  q^iitees  Prisma  hUdet  Die  Differentud- 
gleichling  ist  dann 

oder,  was  dasselbe  ist» 

k  E         z  dz    dz  z  d»  dz' 
Sie  wird  erfUlt,  wenn 


und  auch,  wenn 


ist  Hieraus  folgt»  dass»  wenn  man 

setzt,  das  allgemeine  Integral  der  för  u  geltenden  Differential- 
gleichung gleich  der  Summe  der  allgemeinen  Integrale  der 
Differentialgleichungen 

d'u  ,  ndu 
d*U  ,  ndu 

 » 

iit  Mm  sekii  y  und  v  gewiMe  Integrale  der  Glefahmigett 
nnd  zwar  sei 

^  +  f«  +  (W    (1X8?  +  - 
V  ^  ~  P  +  (t!2P  ~  (TXsp  +  " • » 
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und  v^'  seien  andere  Integrale  derselben  Grleichungen,  nämlich 
y  ylog^-2^y+-^^4-    ^t.g.V  +'J 

^  «  V^lOg.^-  +  2        -  -^-^;-2)T-  +  —(172737  J  ' 

der  allgemeine  Ausdruck  Ton  u  ist  dann  die  Summe  der  mit 
wiUkOrlichen  Constantw  mnltipliditen  l>i£foreiitul*QiiotieiitfliL 

Es  sei  für  das  eine  Ende  dos  Stabes  2,  also  auch  x  un- 
endUch  klein,  und  dieses  Ende  sei  frei;  es  muss  dann  für  ein 


unendlich  kleines  # 


j-i  und  3-  ^  T-i 


Terschvinden;  das  geschieht,  wenn  die  OoSfäcienten  Ton  ^ 

und  ^'  in  dem  Ausdruck  von  u  gleich  i^ull  gemacht  werden, 
also 

gesetzt  wird. 

Das  zweite  Endo  des  Stabes  sei  so  befestigt^  dass  für 
dasselbe  u  und       also  auch  ^ ,  TefBohwinden  mtaen;  filr 


dieses  Ende  ist  dann 
und 


also  auch,  nach  den  Differentialgleichungen,  denen  q>  und  \y 
genügen, 

0  =  A<p  —  Btpf 

mithin 
oder 

(IT 

Dieses  ist  die  Gleichung,  aus  der  die  Werthe  von  X,  d.  h.  die 
Schwingungszahien  der  Töne,  die  der  Stab  geben  kann,  zu  be- 


Oigitized  by  Googl« 


▼OD  Tflgiaderüohem  Quanchnitt.  845 

stimmen  sind.  Zur  Entwickolung  dersell)on  kann  die  Metliode 
dienen,  die  icli  ])ei  einem  allgemeineren  Fallo  in  meiner  Arbeit 
über  die  Sclnnngmigen  einer  kreisförmigen  Platte^)  benutzt  habe. 
Maltiplicirt  mau  die  DifferentialgWiohungea  fUr  <p  und 

mft  ^  oder  mit  ^  oder  mit  ^ 
nnd  Mtdirt  sie  jedesmal,  so  erhält  xaaa 

.  dq>         dtv  1        .  da  dw 

Tnmfoniiirt  maa  die  leiste  toh  dkeen  Gleidnutgeii  mitHtUfe 
der  identischen  G-leichung 

BO  wird  sie 

"Sxdx     2rdx  dr 

Daraus  ergiebt  sich  f(Ur  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung 

A      ,  d*      d  dauf 

*<PV  J7''ii'-7t' 

und  diese  bestimmt  die  CoefHcienten  B  in  der  (jieichung 

die  ans  den  Anedrikcken  TOn  ip  und  unmitteUmr  folgt  Man 
findet 

also,  wenn  man 

1 .2.3...II  dnrch  hI 

bezeichnet» 

r*  X*  X* 

-  ^    (TI721    (Wil  ~  (Wel  ^  •••• 
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Die  Gleichung,  die  zur  Bestimmuug  der  Tonhöhe  zu  dienen 
bat,  ist  daher 

f9  ^  ^6 

Es  sei  Xq  die  kleinste  positive  Wurzel  dieser  Gleichung,  also 
diejenige,  die  den  Grandton  des  Stabes  bedingt  Ohne  Mlihe 
findet  man 

a  5,315. 

Ist  /  die  Lftnge  des  Stabes,  so  ist  aber 

hieraus  ist  der  Werth  von  A  für  den  Grundton  zu  berechnen. 
Es  sei  2a  die  I>icke  des  Stabes  an  dem  befestigten  Ende;  es 
ist  dann  , 

also 

1 

Bei  dem  prismatischen  Stabe  ist  daher,  wie  bei  dem  parallel-  I 
epipedischen  die  Schwingungszahl  des  Gnindtons  mit  dem 
Quadrat  der  Länge  umgekehrt  und  mit  der  Dicke  direct  pro- 
portional, falls  die  Dicke  an  dem  befestigten  Ende  gemessen 
wird.  Bei  gleichen  Werthen  Yon  a  und  /  ist  der  Grundton 
des  prismatischen  Stabes  höher  aJs  der  des  parallelepqpedischen; 
für  den  letzteren  ist  lUbnUch 

i  =  3,516 

SO  dass  der  Grundton  des  prismatischen  Stabes  ungefähr  die 

Quinte  von  dem  Gnmdton  des  parallelepipedischen  ist.  . 

Nun  soll  untersucht  werden,  wie  gross  die  Excui'sionen  , 
des  freien  Endes  des  prismatischen  Stabes  sein  kömien,  wenn  i 
die  Dilatationen  nirgends  eine  gewisse  Grenze  überschreiten  , 
sollen. 

In  irgend  einem  Querschnitt  findet  das  Maximum  der 
Dilatation  an  seiner  Grenze  in  den  Augenbhcken  statt,  in 
denen  der  Stab  seine  grösste  Ausbieguug  nach  der  einen  oder 


Digitized  by  Google 


von  vertoderlidiem  Querschmtt 


347 


der  anderen  Seite  erlitten  hat,  und  68  ist  dieses  Maximum 
gleich  dem  absoluten  Werthe  von 

d.  i.  von 

Dieser  Werth  erlangt,  wenn  z  von  0  bis  wächst,  ein  Maximum 
bei  einem  gewissen  Werthe  von  x,  der  berechnet  werden  soll. 
Man  bezeichne  die  Werthe  von  tp  und  iUr  ^  ~  durch  <p^ 
und  i/z^j  es  ist  dann 

md  man  kann  setzen 


wo  C  eine  Constaute  bedeutet.  Die  Bedingung  für  das  ge- 
suchte Maximum  ist  daher 


d      d^tp  d  d'^fp 

0  cü     dx'      '^0  ~di  IjT' 


oder 

"■^o\3!      l!4!      2!5!      3!6!  "•j- 

Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung  und  die  einsige,  die 
zwischen  0  und     liegt,  ist 

Für  diesen  Werth  von  je  ist 

Ptlr  =  ist  dei-selbe  Ausdruck  =  —  4,333.  Bezeichnet  man 
die  grösste  Dilatation  durch  f,  so  ist  daher 

«-0^4,992. 

Nun  sei  U  die  grösste  £iongation  des  ireien  Endes  des  Stabes; 
dann  ist 
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d.  h. 


=  C.  19,568, 


also 


17«  3,919, 


oder  bei  Bllebielil  auf  die  Gleichung,  die  it  bestimmt, 


Bei  den,  dem  Grundton  entsprechenden  Schwingungen  dee 
parallelepipedischen  Stabes  findet  das  Maximum  der  Düatatioii 
an  dem  befestigtoll  Ende  statt»  und  xwiecfaen  diesem  Maariiimin 
und  der  gHMen  Elongatioii  des  freien  Bndes  besteht  die 


Mau  sieht  hieraus,  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher 
Schwingungsdauer  der  prismatische  Stab  etwa  4  mal  so  gro«sse 
Elongatiouen  des  freien  £ndes  geben  kann,  als  der  parallelepi- 
pedische. 


Jetzt  soll  in  ähnlicher  Wei^c  der  Fall  behandelt  werden, 
dass  der  Stab  einen  sehr  spitzen  Kegel  bildet.  Die  Difleren- 
tiulgleichung  seiner  Schwingungen  ist  dann  den  vorausgeschickten 
Bemerkungen  zufolge 


Benefanng 


Dieselbe  liest  sich  schreiben ' 


und  sie  wird  erfüllt,  wenn  man 


V 


setzt  Macht  man  wiederom 
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so  ist  daher  der  allgemeine  Ausdruck  von  m  die  Summe  der 
allgememen  Integrale  der  beiden  Diö'erentialgleichungen 

Gebraucht  man  die  Zeichen  tp  und  ip'  und  in  denelben 
Bedentimg  ide  oben,  so  ist  daher  u  eine  lineare  homogene 

Funktion  von  ^-^ ,       ,  ^  ''^  ,       ,  deren  Coefficienten  willkür- 

(t  JC       et  üC        et  *V         Cb  3C 

liehe  Constanten  sind.  Aber  das  eine  Ende  des  Stabes  soll 
frei  und  für  dasselbe  z  unendlich  idein  sein;  es  muss  daher  &x 
ein  unendlich  kleines  # 

▼erschinnden;  das  erfordert,  dass  die  GoSfficienten  ?on 
und  ^  gleich  Null  gemadit  werden.  Man  hat  daher  . 

Für  das  zweite  Ende  des  Stabes  sei  wieder  u  »  0,  und  ^ 
aO,  d  h. 

ee  muss  dann  ftr  dasselbe  auch 
mithin 


oder 


d  d(f)  dy/    Q 

dm  dm  dm  " 


sein.  Ans  der  ftr  ^^t^  gegebenen  Entwickelung  folgt  aber 

-"37  ^    ^  -  TTSTs!  +  2!8T5l "  sIITtI  +  ••• » 

die  i'ür  das  befestigte  Ende  zu  erfüllende  Gleichung  hi  also 
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A       1  a-»  X*  «• 

""218!""  TT8!5!  ^"  2!4!7l  ~"  äfsTÖT 
Wird  wiederum  die  kleinste,  also  dem  (irmidtoii  des  Stabes 
eutsprechende  Wurzel  dieser  Crleichimg  durch  bezeichnet, 
80  ergiebt  sich 

5-^-8,718. 

Ist  wieder  /  der  Werth  von  «  ftr  das  befestigte  finde  des 
Stabes^  so  Ist  auch  hier 

Bezeichnet  mau  durch  uüd  Ag  die  Werthe  vou  ^  und  k  für 
z  ^    Bo  hat  man 


Daraus  folgt  dann 


Auch  hier  ist  also  die  Schwingungszahl  des  Grundtones  mit 
dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt  proportional,  falls  der 
Querschnitt  am  befestigten  Ende  sich  gleich  bleibt.  Bei  einem 
cylindrischen.  einseitig  befestigten  Stabe,  bei  dem  q  und  k 
die  Werthe  und  haben,  und  der  die  Länge  l  besitzt,  ist 
für  den  Grundton   

SO  dass  die  Schwingimgszahlen  der  Grundtöne  des  conischen 
und  des  cylindrischen  Stabes  sich  wie  8,718:3.510  verhalten. 
Was  die  Dilatationen  in  dem  conischen  Stabe  betritft,  so  ist 
das  MaTimum  derselben  in  irgend  einem  Querschnitt 


wenn  a  bedeutet  das  Maximum  des  Abstandes  in  der  Richtung 
der  Schwingungen  eines  Punktes  im  Umfange  des  befestigten 
Querschnitts  vom  Schwerpunkt  dieses.  Das  Maximum  hiervon 
findet  bei  einem  Werthe  Ton  x  statt,  der  der  Gleichnng 

gentigt.  FOr  jp  »  ist 
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^  -  19,024  ^  -  0,099584, 

man  hat  daher 

II  -  c(o,09953^  4- 19,024^), 

und  jene  Gleichung  ist 

0-0^53(1+  + 

+ ".«2*  fe-u6i+.T;i -•••)• 

Die  Jdemste  Wurael  dieser  Gleichung  ist 

jp- 4^464. 

Für  diesen  Werth  Ton  x  ist 

Für  ^  =  ^0  derselbe  Ausdruck  =  0.1»T34.  B  'deutet  nieder 
«  das  Maximum  der  Dilatation,  so  hat  muu  also 

s  "  C .  ~^t^  •  1  y888  • 
Ist  ü  die  grösste  £lougatiou  des  freien  Endes  des  Stabes,  so  ist 

daher 

« •  :^  •  6»889 
oder,  da   

C^-«r^l/^-ö»889. 

lUr  «inen  oytindrischen  Stab,  deeaen  befestigtes  Ende  dieselben 
Dimensionen  besitzt»  ist  beim  Gnmdton 

1  öf   r  9o." 

80  dass  bei  gleichem  Material  und  gleicher  Sch^ingungrsdauer 
der  conische  Stab  etwa  7  mal  so  grosse  Excursionen  des  freien 
£ndes  geben  kann,  ab  der  cjrlindnsche. 
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Heber  die  Refleden  ud  Breekug  des  lielitv  aa  der 
Greme  kiystalliuischer  Mittel.^) 

Die  Gtesetae  der  Fortpflanzung  des  Idchts  in  euem  kry* 
stallinisohen  Mittel,  die  Fresnel  theüs  durch  Versache,  theÖs 
dnrch  Specolatlon  aiDQi^efimden  hat,  sind  ans  den  BüFerential- 
gleichungen  der  Theorie  der  ESasläcitfit.  fester  Eftzper  soerst 
Ton  Hrn.  Nenmann  abgeleitet^;  Hr.  Nemmann  hat  auch 
zuerst  Formeln  ftr  die  Intensitäten  der  an  der  Oberfläche  eines 
Krystalls  reflectirten  und  gebrochenen  LichtweDen  entwickelt 
und  ihre  Uebereinstimmung  mit  der  Erfalinmg  in  vielen  Fällen 
nachgewiesen^.  Derselbe  Gejienstand  ist  später  in  anderer 
Weise  von  Mac  CuUagh  behandelt*).  Der  einzige  Unter- 
schied in  den  Resultaten  der  beiden  Forscher  ist  der,  da^s, 
während  nach  Hm.  2^eumanndie  Seliwiugungsrichtimg  emen 
kleinen  Winkel  mit  der  Wellenebene  bildet,  nach  Mac  CuUagh 
dieselbe  genau  parallel  dieser  ist;  ein  Unterschied,  der  aber  in- 
sofern wenig  Erheblichkeit  besitzt,  als  die  Xeumann'sehe 
Theorie  leicht  so  modilicirt  werden  kann,  dass  er  fortiiült,  wie 
auch  Hr.  Neumann  selbst  bemerkt  hat.  Dagegen  Schemen 
beim  ersten  AnbUck  die  Ausgangspunkte  der  beiden  Theorien 
weßentlich  verschieden,  ja  entgegengesetzt  zu  sein.  Hr.  Neu- 
mann geht  nämlich  von  der  Annahme  aus,  dass  der  Aether 
in  Bezug  auf  die  Lichtschwingungen  sich  wie  ein  elastischer 
fester  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  Ejräfte 
wirken,  als  die  durch  ihre  relativen  Verschiebungen  erzeugten; 
und  Mac  Cullagh  stellt  f)lr  das  Potential  der  auf  ein  Aether- 
theilchen  ausgeübten  Kräfte  einen  Ausdruck  auf,  der  nicht  ttber^ 
einstimmt  mit  dem  Potential  der  durch  die  relatiTen  Yersofaie- 
bungen  der  Theile  eines  elastischen  Körpers  hervorgera&nea 
Kräfte;  auch  bei  der  Theorie  von  Mac  Cullagh  kann  man 
den  Aether  als  einen  elastischen  Körper  betrachten,  man  mnss 
ihn  aber  betrachten  als  einen,  der  noch  anderen  Krftften  nnter- 

>)  Abh.  der  Berl.  Akad.  187«, 

»)  Pogg.  Ami.  Bd.  25. 

*)  Abh.  «tor  BerL  Akad.  1886. 

«)  TnsBB,  of  «h»  Iridi  Aead.  ToL  XXL 
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wiokia  is(|  als  den  durch  seine  Elastidtftt  bedingten.  Von 
diesen  anderen  Kräften  Iftsst  sich  indessen  aus  dem  von  Mac 
CuUagh  aufgestellten  Potentialausdinick  beweisen,  dass  sie, 
bezogen  auf  irgend  einen  Theil  des  Actiiers  in  einem  homogenen 
Körper,  auf  Dl•u^kl^l  ilftc  reduciren,  die  luif  die  Oberliilclie 
di«\^es  Theiles  wirken.  M;in  kann  dalier  sagen,  dass  ancli  die 
Theorie  von  Mac  Oullagh  auf  der  Amialimi' herulit,  dass  auf 
die  Tiieile  des  Aeth^rs  keine  Kj-äfte  wirken  ausser  den  dureh 
^^eine  Ehi>tieität  bedingten,  auf  die  Flächen  aber,  die  die 
Grenzen  heterogener  Mittel  bilden,  Driu  kkräfte  ausgeübt  wer- 
den, die  anderi'H  Ursprungs  sind.  Solche  Druekkiiifte  setzt 
nun  aber  auch  die  N  eu man n'sche  Theorie  voraus;  ihre  An- 
nalime  ist  es.  tlie  dazu  berechtigt,  die  lougitudinalen  VVellen 
ausser  Acht  zu  lassen,  wie  es  bei  dieser  Theorie  geschieht;  sie 
müssen  bewirken,  dass  longitudinale  Wellen  bei  der  Reflexion 
und  Brechung  der  Licbtwellen  nicht  entstehen.  Die  beiden 
genannten  Theorien  dfirfen  daher  als  ToUkommen  überein- 
Ktiromend  angesehen  werden.  Ich  erlaube  mir  eine  Behandlung 
des  Gegenstandes  dieser  Theorien  der  Akademie  vorzulegen, 
die,  wie  ich  gUuibe,  allgemeiner  und  Übersichtlicher  ist»  als  die 
bisher  gegebenen  es  sind. 

£s  werden  zuerst  die  partiellen  Differentialgleichnngen  auf- 
gestellty  denen  die  transversalen  Bewegungen  des  Aethers  in 
einem  krystalfimsohen  Mittel  genügen,  nnd  die  Bedingungen, 
die  dieselben  an  der  ebenen  Grenae  zweier  yersduedenen  kiy- 
btallinischen  Mittel  erftllen  müssen.  Es  wird  dann  eine  parti- 
cnlftre  LOsmig  jener  DiffSerentialgleichnngen  gebildet»  die  diesen 
Bedingungen  entspricht  Diese  LOsung  stellt  ein  l^ystem  ebener 
Wellen  dar,  die  theils  in  dem  einen,  theils  in  dem  anderen 
Mittel  sich  bewegen.  Eine  Ton  diesen  Wellen  kann  beliebig 
gegeben  sein:  beliebig  in  Besag  anf  ihre  Bichtnng  nnd  in  Besag 
auf  das  Geseta,  welches  die  Grösse  der  Verrückung  eines 
Punktes  mit  der  Zeit  yerlnndet;  die  fiichtungcu  der  anderen 
Wellen  sind  dann  durch  die  Wurzeln  zweier  biqnadratisclien 
Gleichungen  bestimmt,  von  denen  die  eine  auf  Wellen  in  dem 
einen,  die  andere  auf  Wellen  in  dem  anderen  Mittel  sich  be- 
zieht.   Eine  Wm*zel  der  einen  dieser  r-rleiehungen  führt  auf 

die  gegebene  Welle  zurück;  es  bestehl  daher  das  ganze  System 
Xtr«hliofr,  OwwinHi  Abhaullu««!.  28 
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aoB  acht  WeUen,  Ton  dfioen  vier  dem  einen,  Tier  dem  anderen 
Mittel  angehören.  Fflr  jede  dieser  Wellen  ist  mit  ihrer  Bidi* 
tong  die  Biditong  der  Y  enracknng  YoDatBndig,  nnd  die  GrOsse  i 
der  Verrttdcong  in  jedem  Augenblick  bis  auf  eine  mnltiplicathe 
Gonstante  bestimmt  Nennt  man  diese  Oonstante  die  Ampli- 
tude der  Welle  (indem  man  einen  bei  Sinusscfawingungen  tlb- 
lichen  Ansdmck  anf  Schwingungen  allgememerer  Art  Uber-  | 
trägt),  so  bestehen  zwischen  den  Ampfitaden  der  acht  Wellen 
Tier  lineare,  homogene  Gleichungen;  neben  der  Amplitude  der 
gegebenen  Welle  können  also  noch  die  Amplituden  von  drei 
anderen  \\'illkürlich  gewählt  werden.  Haben  die  beiden  biqua- 
dratisclicn  Gleichuugon  nur  reelle  Wurzeln,  so  sind  in  jedem 
Mittel  zwei  einfallende  Wellen  vorhaudeu  und  zwei,  die 
reflectirt  oder  gebrochen  sind;  um  Fälle  zu  erhalten,  die  ^ 
durch  das  Experiment  verwirklicht  werden  könuf^n.  hat  man 
dann  im  Allgemeinen  die  Amphtuden  von  drei  einfallenden  ! 
Wellen  gleich  Null  zu  setzen,  so  dass  nur  eine  einfallende  j 
Welle  übrig  bleibt.    Aber  die  biquadratischen  Gleichungen  I 
können  auch  complexe  Wui'zeln  haben;   das  Entsprechende 
tritt  bei  isotropen  Mitteln  ein,  wenn  totale  Reflexion  statt- 
findet. Um  dann  auf  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung 
zugänglich  sind,  hat  man  die  Constanten,  die  die  Bedingung, 
dass  nur  eine  einfallende  Welle  da  sei^  noch  unbestimmt  lässt, 
80  zu  wählen,  dass  die  Verrückxmg  nirgends  unendlich  wird; 
es  ist  dabei  die  Au%abe  zu  lösen,  eine  Function  eines  com- 
plexen  Arguments  zu  finden,  deren  reeller  Theil  für  reelle 
Werthe  des  Arguments  gegeben  ist,  und  die  nicht  unendlich 
wird  für  Werthe  des  Argoments,  deren  imaginärer  Theil  gleich 
multipHcu-t  mit  einer  positiven  Ghrösse,  ist 
Bei  der  Ableitung  der  Gleichongen  zwisoheii  den  AmpU* 
toden  eines  Systems  von  acht  zosammengehörigen  Wellen  ist 
Ton  dem  Begriff  der  Strahlen  kein  Gebrauch  gemacht;  es 
scheint  mir  das  ein  Yorzog  dee  eingeschlagenen  Weges  zn  sein 
wegen  der  Schwierigkeiten,  welche  der  genannte  Begriff  dar^ 
bietet  Bei  der  Entscheidong  der  Frage,  ob  eine  Weile  eine 
einfiülende  ist  oder  eine  r^ectirte  oder  gebrodiene,  kann  der- 
selbe aber  nicht  umgangen  werden;  ans  diesem  Grunde  ist 
bei  den  einleitenden  Betrachtungen  auch  anf  den  Begriff  des 
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Strahles,  der  zu  einer  gegebenen  ebenen  Welle  gehört,  einge- 
gan(?en,  und  es  ist  eine  Definition  für  ihn  aufgestellt,  die,  wie 
idl  glaube,  Vorzüge  vor  der  gewöhnÜchen  darbietet. 

Die  für  den  Fall  zweier  krystalhnischer  Mittel  entwickelten 
Formeln  können  eine  unmittelbare  Anwendung  bei  derBeflexioii 
Tind  Brechung  des  Lichts  an  einer  Zwillingsfläche  eines  Krj- 
Stalls  finden;  mit  Leichtigkeit  ergeben  sich  ans  ihnen  die  Fois 
mebi  für  den  einfacheren  Fall,  dass  nur  das  eine  von  den 
beiden  Mitteln  InystiJKniHch,  das  andere  isotrop  ist 


Wir  betrachten  einen  homogenen,  elastischen,  festen 
Körper,  auf  dessen  Theile  keine  andern  Kräfte  wirken,  als 
die  durch  die  relativen  Verschiebungen  erzeugten.  Die  Dich- 
tigkeit sei  =  1  und  m,  v,  w  seien  che  Componenten  der  unend- 
lich kleinen  VerrücJamg,  die  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten 
bei  der  Ruhe  r,  y,  z  sind,  zur  Zeit  t  erfahren  hat  Man  hat 
dann  die  DifierentiaJgleichimgen 


f  C/2« 
dl» 

dXx      dXg  ,  BXm 
dm    ^  15y  ^ 

(1) 

ÖFx       BYy  dYt 
"    dx         dy  dz 

dZ»    ,  dZy  ,  dZt 

"  ~8.  +  a,  +  "97' 

in  denen 

dF 

dxa 

^■-•^.  =  1^ 

(2) 

dF 

z.  = 

dF 
dzt 

du 

dx 

dv  , 

-  *f  -  öz  + 

dv 

dw 

du 
dz 

af.  — 

die 
9% 

dv 
'die 

ist  und  F  eine  liomogeue  Eunctiun  zweiten  Grades  der  sechs 
Argumente  a«,  y,,  z«,  y«,  mit  coostanten  (Joi  fticieuteii 

23* 
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bedpiitet.  Diese  Coöfticienton,  21  an  der  Zahl,  sind  die  Con- 
stanten der  Elastizität  des  Körpers  und  F  ist  das  auf  die 
Volumeneinlieit  b'/ogene  Potential  der  dui'ch  die  relativen 
Verschiebungen  hervorgerufenen  Kräfte. 

Es  handelt  sich  zunächst  darum,  festzustellen,  wie  mau 
die  Constanten  der  Elasticität  zu  wählen  hat,  wenn  der  ela- 
stische Köiper  th  r  Aether  in  eiiioni  krystallinischen  Mittel  sein 
soll;  hierzu  führt  die  Betrachtung  einer  particulären  Lösung 
der  angegebenen  Dillereutialgleichungen,  die  ebene  WeHen  dar- 
stellt. Es  seien  /,  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine 
Kichtiuig  (die  der  Wellennormale) ,  o\  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  eine  zweite  Bichtung  (die  der  Verrückimg)  mit 
den  Coordiuatenaxen  bildet;  mftn  setze 

und  nelmie  >j  als  Function  von  i  und  .v  an;  aus  jeder  der  drei 
Differentialgleichungen  für  u,  v,  w  tindet  mau  dann  eine  ftlr 
(7;  sind  /,  /w,  n  beliebig  gegeben,  so  lassin  sich  ß,  y  so  be- 
stimmen, da-s  diese  drei  (ileichungcn  tur  a  identisch  mit  ein- 
ander werden.   Die  linken  Seiten  derselben  sind 

Um  ilu'e  rechten  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,  dass 

und  dass  jeder  der  Differentialquotienten  von  F  nach  .r„  ?/.^, 
eine  lineare,  homogene  Function  dieser  Argumente  ist.  Jeder 

dieser  Differentialqnotienten  ist  daher  gleich  muhq^liciit 

mit  einem  constanten  Factor,  einem  F^ustor,  der  gleich  dem 

Werthe  ist^  den  er  selbst  annimmt,  wenn  man  in  ihm 

=  al  y,  —  ß  n  +  y  m 

(4)  }  t/,j  =  ßm  Z:,^  yl  +  un 

Zg  ^yn  am  +  ßl 
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setzt  Diese  Werthe  von  yy^. »  mögen  durch  r'xi  y'y,  be- 
zeichnet werden  und  der  Werth,  den  F  bei  ihnen  eihtttt,  dnnsh 
F',  Mm  hat  At>s«n 

'6rx  ^  BxltBa 

und  fünf  andere  Gleichungen,  die  dieser  ähnlieli  sind.  Hier- 
iiacli  ergiebt  äich  aus  der  ersteu  der  Gleichungen  1; 


a»(r     (iBF  ^      ÖF'  dF'\Biff 


oder 


da 


ö«<r  dTB^ff 


ön  Ba  ~d.z 


^f^^O         ^=0  ^p-«o 

Off  Bat 

Ut  Auf  ähnlichem  Wege  findet  man  ans  der  zweiten  und 
dritten  der  Gleichungen  1) 

a  B*v      BF'B'c       .      6»<r  BFB*o 

Die  drei  für  <r  abgeleiteten  Gleichungen  werden  erfüllt  durch 
jede  Lösung  der  Gleichung: 

Bt*      *  ' 

falls 

w-^'*^'  ^/-^''A  '^-^•'•r 

ist»  wo  F*  ehie  zu  bestimmende  Gonstante  bedentet  Die  all- 
gemeine LOsung  der  Gleidinng  6)  sagt  ans,  daas  9  die  Summe 
einer  willkfirHchen  Function  Ton  s  —  Vi  und  einer  willkllr- 
lichen  Function  Ton  <  -|-  Ff  ist;  die  Gleichungen  3)  stellen 
daher  zwei  ebene  Wellen  dar,  deren  Normalen  die  Bichtung 
(/,  m,  n)  haben,  die  mit  der  Geschwindigkeit  V,  die  eine  in 
dieser  Bichtung,  die  andere  in  der  entgegengesetzten,  sich  fort- 
pflanzen, und  in  denen  die  YerrOdnmgen  in  der  Bichtung 
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(er,  ß,  y)  stattfinden.  Die  GHeiohnngen  6),  welche  in  Yerinn- 
dnng  mit  der  Qleichiing 

+  /5«  +     =  1 

zur  Bestimmung  von  y  und  V  dienen  müssen,  sind 

dieselben,  wie  diejenigen,  die  man  aidzulösen  hat,  um  die 
Hanptazen  der  Ilftche  zweiten  Grades  m  ermitteln,  deren 
GHeidrang: 


ist,  wenn  r  die  Länge  des  Radius  Tector  bedeutet,  der  die 
Biditung  {cff  ßy  y)  hat  Diese  IlAche  zweiten  Grades  ist  ein 
EUipsoid,  da  F  nicht  negatir  werden  kann,  widrigenfiJls  das 

Gleichgewicht,  das  stattfindet,  wenn  m,     w  verschwinden,  labil 

sein  würde.  Die  Richtung  der  Verrückung  kann  die  Richtung 
einer  jeden  der  Halbax(>n  derselben  sein;  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist  immer  gleich  dem  Recipruken  derselben 
Halbaxe. 

Wenn  das  betrachtete  Mittel  ein  isotropes  ist.  so  ist  das 
bezeichnete  EUipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotations- 
axe  die  "Wellennormale  ist;  eine  von  den  drei  Wellen,  die 
in  irgend  einer  Richtung  sich  foiipflanzen  können,  ist  eine 
longitudinale,  die  beiden  andern,  die  gleieiie  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit  besitzen,  sind  transversale;  die  letzteren  allein 
sind  Lichtwellen.  Bei  allen  Krystallen,  die  es  giebt,  ist  die 
Doppelbrechung  nur  eiue  kleine;  hierauf  gestützt,  darf  man 
annehmen,  dass  bei  jedem  Krystall  die  Constanten  der  Elasti- 
cität  des  Aethers  nur  wenig  von  den  Werthen  abweichen,  die 
sie  in  einem  isotropen  Körper  haben  können,  und  dass  daher 
von  den  drei  Wellen,  die  in  ihm  in  einer  Richtung  sich  fort- 
pflanzen, die  eine  nahezu  longitudinal  ist,  die  beiden  andern 
nahezu  transrersal  sind,  und  dass  die  letzteren  die  Lichtwellen 
ausmachen.  Das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
also  F*,  ist  im  Allgemeinen  aus  einer  kabischen  Gleichnng 
zu  besttmmen^  nach  Fresnel  sind  aber  die  Weriiie  Yon 
iOr  die  beiden  JLichtwellen  die  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleidiung.  Nach  der  ursprOngUchen  Theorie  des  Hm.  Neo- 
mann  hat  man  bei  passend  gewfthltem  Coordinatensystem 
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+  2  fl'jTf  «.  +  +  2  c"  J^^Ty 

und  zwischen  den  Constiuiten  A,  D,  C  «,  ö,  c  die  Belatiouen 

Hr.  Nenmann  bat  gezeigt,  daas  in  Folge  dieser  Belatiouen 
die  kalusche  Gleichung  fOr  V*  zerf&llt  in  die  lineare: 

Chr-  = 

die  sich  aui'  die  nahe  lougitudinale  Welle  bezieht,  und  die 
quadrati^e: 


die  für  die  nahe  transversalen  Wellen  gilt.  Die  letztere  ist 
dieaelbei  die  Freenel  für  die  Qnau.jte  der  Forlpflaiisiings- 
gesdiwindigkeiten  der  beiden  Lichtwellen  ao&tellt  Die  Biöh- 
tongen  der  Verrflcikiing  in  diesen,  die  die  Üheorie  ergiebt, 
stimmen  mit  den  von  Fresnel  angegebenen  nahe,  nicht  genau, 
überein,  wenn  man  Scbwingungsrichtung  und  Polarisationsricih- 
timg  als  gleidibedeiiiend  annimmt 

Aber  es  giebt,  wie  Green  ^)  ge&nden  hat,  einen  Ansdmek 
fflr  2F,  der  za  Besnltaten  fthrl^  die  in  Besag  anf  die  Fort- 
pflanzmigsgesdnvlndii^eiten  mid  die  Sobwingungsricfatongen  ge- 
naa  mit  den  Fresne Fachen  G^esetzen  Übereinstimmen.  Man 
gelaugt  zu  demselben,  wenn  man  die  Bedingmigen  dafttr  anf- 
sacht,  dass  von  den  drei  Wellen,  die  in  einer  Kichtung  fort- 
schreiten können,  die  eine  ilire  Verrückung  genau  parallel  der 
Welleiiuürniale  hat.  £js  ergiebt  sich  so  iiii'  ein  beliebiges 
Coordinatensysteni : 

+  «11  (yü  -  z.)  +  a„  (zl  -  4  2, x,)  -f-  a^^ (j-J  — 4  j-^y^)  (7) 
WO  die  Oonstanten  a  beliebige  Weräie  haben  kOonen.  Es  ist 


1)  TnaaaetkM  of  tiie  Otmbii4ge  FhUoa.  Soe.  188S. 
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leicht  dieses  Resultat  zu  verificiren  imd  nachzuweiseD,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (7)  besteht,  in  jeder  Bichtimg  genau  lon- 
gitudinale,  ebene  Weil  ii  sich  fortpflanzen  können.  Substituirt 
man  n&müch  in  (7)  die  Werthe  Ton  ^r«,  y^, . .  ans  (4),  so  eriiält 
man  nach  leichter  Umfonnnng 

+2fl23(a'w -  yl)  [ßl—am)  +  2^31  {ßl^am) {ym—ßn) 

+  2        m  -  /?  n)  («f  n — j '  /) ; 

da: 

/»  +  ifi*  +  ii*-l 

und  da  jede  der  sechs  Grössen       a.,.^,..  in  dem  Ausdrucke 

von  2  t'  mit  zwei,  in  Bezug  auf  r/,  ß,  y  linearen  Faktoren, 
die  für  «  =  /.  ß  =      y  =  n  verschwinden,  niultiplicirt  ist,  SO 
ergiebt  sich  hieraus  für  a  =  ly  ß  =  in,  = 
dF'  BF'  a 

-d7r^*^p*  Tf^"^^' 

Die  Gleiclumgen  ((',  werden  daher  durch  die  genannt«'!!  AVerthc 
von  a.  ß.  y  erfüllt.  Avenn  V-=a^^  gemacht  wird;  <'ine  von  deii 
drei  Wdlei!  ist  eine  lougitudinale  und  ist  ihre  Fortpflau- 
zungsgeschwimligkeit. 

Die  l)eid<"n  andern  Wellen  sind  daher  genau  transversale 
und  für  sie  ist: 

l8)  cd ßin -\  yn  —  0\ 

aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (6) 
sind  ihre  Schwingungsricbtungen  und  Fortpflanznngsgeschwin« 
digkeiten  zu  bestimmen.  Man  setze: 

^^ym--  ßn 

(9)  h^an^yl 

tss  ßl  —  am, 

d.  h.  man  bezeichne  durch  a,  II  c  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Richtimg,  die  senkrodit  auf  den  Kic  htiuigen  (/,  m,  n) 
und  [cc,  fjf  y)  ist,  mit  den  Coordinatenaxen  bildet;  man  setze 
ferner 

(10)  2 g  =  a2  +  6«  +  «3,  C«  +  2a„  bc  +  2 a,i  c a  +  2ai,  ab, 
80  dass  bei  itücksicht  auf  (8) 

(11)  r  -  g 
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kt  Da  «HS  (9): 

B  Bn  —  cm 

(12)  ,^==c/-tt« 

y  =  a  TO  -  6  / 

folgt,  80  werdeu  dauu  die  Gleichungen  (6): 


oder 


0 
0 
0 


(13) 


6$ 
da 


WO  fft  eilie  zn  Vestimmende  Grösse  bedeatet  Diese  Gleichungen 
in  Yerldiiduiig  mit 

a^  +  b^  +  c^-l 

imd 

/a  +  m(  +  nc  «  0 

dienen  zur  Bestimmung  von  q,  b,  c,  F^,  «.  Es  sind  das  die- 
selben Gleichungen,  ^ie  (lit'jtMiigen.  die  man  aufzulösen  hat, 
imi  die  Hauptuxen  der  Ellipse  zu  fmden,  in  der  das  sogenannte 
Elusticitäts  •  EUipäoid,  das  Eüipsoid  nämlich,  dessen 
Gleichung 


(U) 


25 


ist,  wenn  r  die  Llnge  des  Badios  vector  bedeutet,  der  die 
Bichtong  (a,  (,  c)  hat»  yon  der  dnrdi  seinen  Mittelpunkt  ge- 
legten WeUenebene  geschnitten  wird.  Es  sprechen  diese  Glei- 
dnmgen  die  FresnePsohen  Oesetse  in  Betreff  der  Fort- 
pfianzmigsgescfawindic^raiten  nnd  Folarisaiionsrichtangen  der 
beiden  LichtweQen  ans,  wenn  man  die  Polaxisationflriditmig 
nnd  die  Schwingongsrichtnng  als  zosammenfidlend  aunimmi 


Oigitized  by  Google 


362  Ueber  die  Befleikm  und  Bieolniqg  dm  Lichts 

Die  in  (13^  Torkommende  Orösse  /»  steht  in  einer  gewisBen 
Besiehnng  za  der  Bichtnng  des  Strahles,  der  zur  Wellen- 
normale  (Z,  m,  n)  gehOrt;  es  soU  diese  Bezielning  allgeleitet  und 
daher  znnAchst  eine  Definition  der  Strahlenriciitang  ge- 
geben werden. 

In  dem  Ifitte!,  in  dem  eine  ebene  Licfatwelle  fortsehreitety 
denke  man  sieh  eine  beliebige  Ebene  mid  nenne  p,  q,  r  die 
Oosinns  der  Winkel,  die  ihre  Normale  mit  den  Ooordinaten- 

axen  bildet;  man  fasse  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Arbeit 

des  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Dnickes  ins  Auge,  der 
auf  ein  Element  dieser  Ebene  von  der  einen  Seite  her  ausge- 
übt wird.   Diese  Arbeit  ist: 

JIm  Atfii 

Beiecbnet  manlj,      ^  ans  (3)  und  benutzt,  da« 

ist,  wie  aus  einer  Rechnung  sich  ergiebt,  die  derjenigen  genau 
entspricht,  welche  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  (5)  dui'ch- 
geführt  ist,  bo  wiid  dieser  Ausdruck 

\J'  dl  '^^'dm  '^^  dnjds  dt' 
Nun  sei  6'  eine  Jüchtung,  die  dadurch  bestimmt  ist,  dass 

0W(Sr]:  COS (Sy) : cos =       :       :  ^£ ; 

die  genannte  Arbeit  Terschwindet  dann,  £eü]b  die  EbemSi  deren 
Nonnale  die  Bichtong  {p,  g,  r)  hat,  der  Hiofatong  ^9  pBxnSkl 
ist,  erhalt  aber  in  jedem  andern  "FtSLb  jüh  Null  Tegsdnedene 
Warthe.  Der  Eiftbnmg  zufolge  kann  die  gedachte  Lichtibe* 
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mgang  auf  der  einen  Seite  eber  Ebene  bestehen,  wSfarend 
auf  der  andern  Buhe  stattfindet»  falls  die  Ebene  dem  StraUe 
parallel  ist»  der  der  Welienebene  entspriehi  Es  kann  die 
Bichtong  des  Strahles  keine  andm  sein,  als  die  Eichtling  S» 
Ans  (11)  imd  (9)  folgt  nnn: 


folgt  weiter 


dm     Ba^  ac* 

hieraus,  aus  (13),  (9)  und  den  Gleicliungeu : 

m  ^-  y  a  --  cec 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Ij  m,  n  oder  quadrirt 
sie  lUid  addirt  jedehiuial,  so  erhält  man : 

,ÄJr  ,      dF'  ,  BF' 

Ist  c  der  Winkel,  den  der  Strahl  mit  der  WeUennormale 
bildety  so  ergiebt  sich  hieraus: 

F« 

cos« 


oder,  wenn  das  YoneiGhen  Ton  e  passend  gewfthH  wird, 

(15)  r=tg€-^. 
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364  Ueber  üie  Eeflexion  und  Brechung  duä  Lichts 

Nachdem  durch  die  Betrachtung  einer  ebenen  Welle  die 
Funktion  F  für  den  Fall,  dass  der  Kdrpcr,  auf  den  sie  sich 
beEiehty  der  Aether  in  einem  kr jstalUnisohen  Mittel  ist,  gefunden 
ist,  sind  auch  die  allgemeinen  Differentialgleidrangen  für  die 
Bewegimg  dieses  Aethers  bekamit  Es  haben  dieselben  parti- 
culäi'ü  Lösungen,  bei  denen 

d.  L  die  Aenderung  der  Dichti^b»it  gleich  Null  ist  Nur  diese 
Losungen  sollen  hier  in  Betradit  gezogen  werden;  es  soü  nftm- 
lieh  angenonmien  werden,  dass  bei  der  lichtbewegimg  immer 
die  Dichtigkeit  ungeftndort  bleibt,  und  daes  auch  bei  der  Be- 
flexion  und  Brechung  des  Lichts  keine  Bewegungen  entstehen, 
bei  denen  die  Dichti^eit  des  Aethers  sich  ändert  Die  Be* 
rechtiguDg  zu  dieser  Annahme  fiegt  darin,  dass  sie  auf  kdn^ 
inneren  Widersprach  führt  und  Resultate  giebt,  die  mit  der 
Beobachtung  näherungsweise  übereinstimnuMi.  Da  das  mit  a^^ 
beliat'tete  Glied  in  dem  Ausdrucke  von  2  dt  r  in  (7  )  anfcrc- 
stellt  ist,  mit  dem  Quadrate  von  v  + .  y  +  multiplizirl  ist, 
so  liat  es  bei  allen  Bewegungen,  bei  denen  die  Dichtigkeit  un- 
geändert  l)lei])t.  keinen  Kintluss  auf  die  AVerthe  aller  Difiereu- 
tialquotieuten  von  /';  man  darf  daher  hier  setzen: 

Dieser  Ausdruck  soll  umgeformt  werden.   £s  sei 

Bz  Bm 

Bp  Bu 

d.  h.  es  seien  ^,  i],  c  die  dojjpelt  genommenen  Componenten 
der  Drehung  eines  unendlich  kleinen  Theiles  des  Aethers. 

Man  mache  ferner: 

Dann  ergiebt  sich: 
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I die  du       d>v  du\ 

n         (du  dv         du  dv\ 

"^^"^^ySy       "Ii  dg) 

,  rt      (du  Ö£       du_  dp   .  du  die      du  dw\ 

_l_  S             ^  __dvdw      dvdu^  dv_  du\ 
'»^Vö^^ö^      J^I^i'^dydJ  dl'dy) 
,  rt      ( dir  du        dw  du_  ,  djo  dv_        dio  do\ 

+  ^  ''33  \^ß-g  ö7  r3.r         d.r  dt )  ' 

Hierdurch  ist  F  dargestellt,  ni(  ht  als  Funktioii  der  sechs  Ar- 
gumente y^ft  sondern  als  eine  der  neun  Differentialquo- 
tienten von  V,  V,  w  nach  jr,  jr,  Bei  der  Bildung  der  Glei^ 
chungen  (I)  sind  daher  statt  der  Gleichungen  (2)  die  folgenden 


zu  benutzen: 


Y  BF 
—'du 
^Bx 

1,- 

BF 

dp^ 

jr  BF 

»~^dü 

dF 

„  du 

er 

«71 

Es  ergiebt  sicli  aus  ihnen: 


BF 

^  dz 

dF 
dw 


(18) 


ÖG    ,  f.        ÖW    ,  du       o        Ött  dw 


Ä--2«„g-2«„g^  +  2a„(^^+|f) 
und  auch: 

^        Äff  ,  o  ^"     o«  «" 

«I -  -  2«.,  äj -2«it     +  2«,, + 
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Benutzt  man  die  letzten  Gleichungen,  um  die  dritte  der  (xlei- 
chungen  (1)  zu  bilden^  so  wird  diese: 

und  auf  fthnUohem  Wege  findet  man: 

ö*t»  B9G__d_dG 

Wöi^  dgJi 

B^v  _  d  dO  _  d_dG 

Diese  Differentialgleiclnuigen  sind  ans  der  Theorie  der  Elaati- 
dtftt  bei  anderer  Bezeiohnmig  and  aof  anderem  Wege  schon 
▼on  Lam4^)  abgeleitet  Die  Funktion  O  ist  dieselbe,  die 
Mao  Onllagh  als  Ansdmck  des  Potentials  der  auf  ein  Aetber- 
thflilchen  ausgeübten  Kr&fte  annimmt. 

Nnn  sollen  die  Grenzbedingungen,  die  an  der  Berfihrungs- 
fläche  zweier  verschiedener  krystallinischer  Mittel  zu  erfüllen 
sind,  aufgestellt  werden.  Die  Dichtigkeit  des  Aethei*8  in  ihnen 
soll  als  gleich  angenonnnen  und,  wie  bisher,  =  1  gesetzt  werden, 
r  =  0  sei  die  Gleichung  der  Grenze;  das  Mittel,  in  dem  r  ne- 
gativ ist,  werde  das  erste,  das,  in  dem  :  positiv  ist,  das  zweite 
genannt.  Für  das  erst«  Mittel  mögen  die  schon  eingefülirtvu 
Zeichen  beibehalten  werden;  auf  das  zweite  sollen  dieselben 
Zeichen,  mit  Strichen  vei-schen,  sich  beziehen. 

Als  Bedingungen,  die  für  ;z  s  0  zu  erfüllen  sind,  stellen 
wir  zunächst  die  Gleichungen: 

(18)  «  .  1^,  o    t/  10  « lo' 

auf.  Aus  der  letzten  von  ihnen,  der  Gleichung  (17)  und  der 
dieser  entsprechenden,  für  tc  geltenden  rigiebt  sich: 

woraus  weiter  folgt,  dass: 


das  vollständige  Difl'erential  einer  Funktion  von  j?  und  y  ist; 


0  liO^ouB  Bur  U  th^he  mathematique  de  TdMticit^  des  coipe  solide«. 
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68  möge  diese  Eunktioii,  in  der  eine  nnbestanunt  Ueibendä, 
addiÜTe  Oonstante  Torkommt,  Q  genannt  werden,  so  dass: 

(m  j5F"ffT  W 

ist 

Wenn  anf  die  Elemente  der  Flftche  g^O  keine  fremden 
BmokkrSfte  wirkten,  d.  h.  keine  andern,  als  die  Ton  der  Elap 
stieHftt  des  Aethers  henflhrenden,  so  mttsste  Uta  g^iS  anch 

sein.  Diese  Gleichungen  sind  aber  nicht  verträglich  mit  den 
Gleichungen  18)  und  der  Annahme,  dass  die  Dichtigkeit  des 
Aethers  stets  imgcdfcndert  bleibt  Wir  nehmen  daher  an,  dass 
die  DifEiaremEen 

r.-r«  z,-^, 

für  z  —  0  nicht  verschwinden ;  sie  shid  die  Componeuten  des 
fremden  Dmckes,  der  auf  ein  Element  der  Fläche  ^' =  0 
wirkt,  des  Druckes,  der,  vnQ.  man  zu  sagen  pHegt,  von  den 
Kräften  hen*tilirt,  die  die  wägbaren  Theile  der  beiden  Mittel 
auf  den  Aether  ausüben.  Es  soll  die  Arbeit  dieses  Druckes 
aufgesucht  werden;  bezogen  auf  die  Einheit  der  Zeit  und  der 
Fläche  ist  diese: 

(x.-Jt.)  ff  +  (r.-  r.)  % 

Bildet  man  diesen  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Gleichnngen  (16), 
so  zeigt  er  sicli  zusammengesetst  ans  swei  Theilen,  Ton  denen 
der  erste  nach  (19) 

BQdu.  BQdv 
d$  dt       dm  dt ' 

der  andere  das  Doppelte  von: 

f  ,  X  (du)  dv      dtedv]       f  ,  V  (dwdv  dwdv\ 

-  «Ii)      57  -  öZä^j  ~  ^««1 \$iJi Jidi) 

,  f  /  X  iöudw      duduA       ,  /  V  (dudw  duöw\ 

+  («11 -«Ii)  [jsjji"  didi)  -(«M-««)  [^n  -  rt'ei) 

_i_  /  V  \  r^*^"       ö»  ö«\        *  /  V  (övdu  drdu\ 
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Uebor  die  Bateioii  «ocl  Braobmig  dm  Lichte 


ist  Der  letiie  Ausdruck  hat  das  Sigenthflmlkliey  2a  yer- 
schwindeii,  sobald  9,  w  för  e^mQ  Fbnctkmen  einer  EW^n 
Ton  r,  y,  t  sind;  und  das  findet  statt  bei  den  partical&ren 
Lösungen,  die  liier  allein  betraditet  zu  werden  brauchen.  Als 
Tierte  Grenzbedingung  soll  angenonunen  werden,  dass  für  ^  «  0 

Q  =«  const. 

ist;  dann  yersdiwindet  in  dem  eben  bezeichneten  lUle  die 
Arbeit  der  fremden  Druckkrftfte  und  es  gilt  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft»  der  eine  der  Grundannahmen  bei  der  Theorie 
des  Hrn.  Neumann  bildet  Statt  der  einen  Gleichung  Q 
const  können  nach  19)  auch  die  beiden 

gesetzt  werden,  welclie  aber  ziisuiuineii  mit  der  Grleiclmiig 
jc  —  w'  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  aus- 
machen. 


Nun  soll  eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  17)  und 
der  entsprechenden  CTleichungen  gesucht  werden,  die  den  Be- 
dingungen 18)  und  20)  genfigt y  und  die  ein  System  solcher 
Wellen  darstellt,  wie  sie  einzeln  im  ersten  Abschnitt  betrachtet 
worden  sind.  Die  Zahl  der  Wellen,  welche  das  System  bilden, 
bleibt  vorläufig  unbestimmt.  Die  Zeichen,  welche  auf  die 
einzelnen  Wellen  sich  beziehen,  sollen  die  Indices  1,  2,  . .  er- 
halten,  die  ungestrichenen  Zeichen  aber,  wie  firOher,  &kr  das 
erste,  die  gestrichenen  für  das  zweite  Mittel  gelten.  Wir  setm: 

') 


IC,  =a 


und  ebenso: 
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wo  /  ©ine  willkürliche  Function  des  hinzugefügten  Ai'guments 
ist,  vip  A\  Constanten  bedeuten.  Den  Differentialgleichiiiigeii 
wird  dann  genügt  durch 

Um  die  Grenzbedinguiigeii  erfüllen  zu  können,  setzen  wii'  fest, 
dass  die  Argumente  der  Function  y  liir  =»  0  alle  einander 
gleich  werden,  d.  h.  dass 


(22) 


TT    TT  "       F.  -  r; 


ist;  die  GlwohungiMi  (18)  amd  dann  die  Gleichungen 

«nd  die  Glatdun^an  20)  werden  bei  BOoknoht  «nf  die  GHei- 
chnngen,  durch  welche      d  %  &  Oi  li>  C  und  $  definirt  emd, 


(24) 


^  F,  3a,       ^  <  ,  öa  i 

_  A^ 


Das8  die  dm  letsten  Ton  diesen  fünf  Bedingungen  nicht  nn- 
aUiSngig  toh  einaiider  sind,  lAsst  sieh  leioht  yerificiren.  Man 
jniiltifpUcire  die  eimseTnen  Glieder  dar  ersten  der  Gleichangen 

(24)  mit  den  eutsprecheuden  Grössen       die  einzelnen  Glieder 

der  zweiten  mit  den  entsprechanden  Grössen      was  nach  22) 

erlaubt  ist;  zieht  man  die  Kesultate  von  einander  ab,  so  er- 
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halt  man  die  letzte  der  Gleichungen  23),  da  aus  den  beiden 
ersten  der  (Gleichungen  13) 

folgt. 

Multipliciit  man  die  einzelnen  Glieder  der  ersten  der  Glei- 
cfanngen  24)  mit  den  enteprecfaenden  QiOssen      die  einseben 


Glieder  der  zweiten  mit  den  entsprechenden  Grössen  so 
eiWt  man  bei  fiOcksiofat  auf  die  Glodnmgen  18)  und  15) 

^A,m^  (bj  +  /«i  tg  ej)  =  ^  A\  m\  {b\  +  m\  tg 

WO  die  Vorzeichen  der  Grössen  tg  c  so  gewählt  sein  müssen, 
wie  es  15)  erforderte  Diese  Form  der  Gleichnngen  24)  hat 
das  Eigenthttmliobe,  dass  in  ihr  ebenaowwngy  wie  in  den 
Gleichimgen  28)  die  Oonstanten  der  ElastiGitlt  des  Aetbm 
e^lidte  Torkommen.  Von  dieser  Eonn  aind  die  Ton  Mac 
Oallagh  angestellten  GrenzbediDgangen. 

Jetst  handelt  es  sich  nodi  dämm,  za  ermittehiy  weldie 
BichtuDgen  die  emselnen  Wellen  haben  mOssen,  damit  die 
Gleidnmgen  22)  eiMLt  werden.  Bisher  ist  Ton  den  CkNvrdi* 
natenazen  nnr  die  s-Aze  bestimmt;  es  sollen  die  aadem 
nnn  so  gewShlt  werden,  dass  f&r  eine  Welle  m  »  0  ist;  es  ist 
dann  flir  alle  Wellen  m  »  0  und  es  kann  flir  jede  eimtehke 

«BcoSf^cosg)         ßsMsm&      y  ^ —CM&tanip 
a«  — smi9-cos^      bacos^  Cssuii9'sin^ 

gesetst  werden* 

Ans  den  Gleidiungen  13)  folgt,  da  m  »  0  ist, 

lf-K'6-0; 

setzt  man  noch: 
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so  ergiebt  sich  hieraus: 

^  ^  tg^)^  (1  +  -  0 

und: 

(27)  1^^=_^«-*J«»'T-. 

^        d,,  cos  «j)  —  o,}  sm  f 

Ebemo  iit  Ar  <la8  nraite  Mittel: 

(«'u  -  2 «u tg ?>'  +  («'» - A«) tg* 9-') («'«  +  Km- *•) <«•  »') 

W  -  («'u  -  «'„  t«  y')'  (1  +  'S'  f  )  =  " 

und: 


(29) 


a'gj  —  Ä*  sin  hp' 


a\f  cos  qr  '  —  a',^  aiu  9'  * 


Wir  nehmen  eine  von  den  einzelnen  Wellen  als  g<  gehen  an; 
daim  ist  h  gegeben,  die  Gleichmig  26)  bestimmt  die  Werthe 
▼on  qpj,  (f'^j  .  die  Gleichung  28)  die  Werthe  von  (p\,  (p\,  .. 
und  die  (Gleichungen  27)  und  29)  geben  die  entspreohendea 
"Werthe  von       t^»  • i^'p  ^'tt  •  •  • 

Sehen  vor  nun  zu,  wie  viele  verschiedene  Wellen  in  jedem 
der  beiden  Mittd  voibandeii  sein  kSmien.  Die  Gleichimgen 
(21)  werden  bei  den  jetst  eingefilhrteii  Zeichen 


«1  -  C08  ^1  cos  y  1  ^i/  ^-  + 

sm^,A/(5-  +  j^-.) 

Hebt  man  aus  jedem  dieser  Ausdrücke  cos  &^  cos  gp, 
als  Faktor  heraus  und  setzt  tui-  tg  &^  den  aus  (27)  sich  erge- 
benden Werth,  so  sieht  man.  dass  ?/,,  rj,  in^,  bis  auf  einen 
gomehischaftlicheu,  constanten  Kaktor  eindeutig  durch  tg  gr^ 
])estimmt  sind;  einem  jeden  der  Wertlie  von  tg  ^,  die  aus 
(26)  sich  ergeben,  entspricht  also  nur  eine  Welle;  da  diese 
Cxleichunir  eine  biquadratische  ist,  so  können  also  vier  ver- 
schiedene \\  eilen  in  dem  ersten  Mittel  vorhanden  sein.  Das- 
selbe gilt  oÖenbar  von  dem  zweiten  Mittel.  Jede  der  Summen 
iu  den  Gleichungen  (23)  und  (24)  ist  daher  aus  vier  GUedern 


24 
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zusammengesetzt  za  denken  mid  die  Zahl  der  Qrtaen  4»  ^ 
ist  acht  Die  genannten  Gleiohangen  enthalten  vier  Ton  ein- 
ander miabhftngige ;  die  letzte  der  Gleichongen  (24)  ist  in  Folge 
daTon,  dass  die  GrOesen  m  gleich  NnU  sind,  identisdi  mit  der 
letzten  der  Gleichungen  (23);  vier  yon  den  GrOssen  A 
können  daher  beliebig  ge^iUilt  werden,  die  Tier  andem  find^ 
dann  ihre  Bestimmimg  durch  v23)  und  (24). 

üm  aiif  Fälle  zu  kommen,  die  der  Beobachtung  zugänglich 
sind,  muss  mau  im  Allgemeinen  gewisse  drei  von  den  Ghrössen 
J,  Ä  gleich  Xull  iuinclimon.  Es  sei  tg  y^,  eine  reelle 
Wurzel  der  biqua(lratiseli<ii  l ileiihung  (26);  dann  kann  die 
AV^elle  im  ersten  Mittel,  auf  die  der  Index  1  sich  bezieht,  be- 
zeiilinet  wenltii  entweder  als  eine  einfallende  oder  als  eine 
reflektirte  oder  irebro ebene;  als  eine  einfaUende,  wenn  sie 
angeselien  werden  kann  als  herkommend  von  einem  unendlich 
iMitfernten  Erschüttennigsmittelpunkte,  der  in  dem  Mittel  liegt, 
in  dem  sie  sich  bewegt,  der  also  eine  unendlich  crrosse  nega- 
tive r-Ordinate  hat;  als  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn 
das  nicht  der  Fall  ist.  Ist  das  Mittel  ein  isotropes,  so  ist 
diese  Alternative  leicht  zu  entscheiden,  da  dann  der  Erschütte- 
rungsmittelpunkt auf  der  rückwärts  gezogenen  Wellennormale 
liegt  In  diesem  Ealle  ist  die  Welle  eine  ein&Uendo,  wemi 
^tgqpi  positiv  ist,  eine  reflektirte  oder  gebrochene,  wenn  Ätgy^j 
negatiy  ist  Dasselbe  gilt  auch  bei  einem  krystallinischen  Mittel, 
wenn  sin  '7-,  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  liegt,  einer  Glrenze» 
die  wenig  kleiner  als  1  bei  allen  Krystallen  ist,  die  nur  eine 
kleine  Doppelbrechung  besitzen.  Allgemein  wird  hier  aber  die 
Nator  der  Welle  in  der  genannten  Ansicht  durch  den  Strahl 
bestimmt»  der  zn  ihr  gdi(^rt»  danach  ob  dieser  Stahl  einen  spitzen 
oder  stampfen  Winkel  mit  der  z-Aze  bildet  Durch  Betrach- 
tongen,  die  an  die  WeUenfl&che  za  knttpfen  sind,  ttsst  sich  be- 
weisen, dassy  wenn  die  Gleichung  (28)  vier  reeUe  Wandn  be- 
sitz, zwei  Ton  ihnen  einfiülenden  Wellen,  die  baden  andern 
reflektirten  oder  gebrochenen  entsprechen,  and  dass,  wenn  die 
genannte  Gldchnng  nor  zwei  reelle  Wuzaehi  hat,  eine  ein- 
fidlende  nnd  eine  reflektirte  oder  gebrochene  WeDe  Tothaaden 
ist  Das  Gleidie  gilt  von  der  Gleichang  (28).  Yerwiildicht 
ktaien  im  Allgemeüieii  allein  EBlle  werden,  in  denen  mir  eine 
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em&Uende  WeOa  ezistirt  Haben  die  beideD  biq[Dadrati8chen 
Gkichmigeii  lauter  reelle  Wurzeln,  so  muas  man  daher  die  Am* 
pHtaden  Ton  dreien  der  vier  einfiJlenden  Wellen,  welche  die 
vier  au^iestellten  Gleichungen  ergeben,  gleich  Null  annehmen. 
In  dem  Mittel,  in  dem  die  Übrig  bleibende  ein&llende  Welle  sich 
bewegt,  hat  man  dann  neben  dieser  noch  zwei  refleklirte  Wellen, 
in  dem  andern  Mittol  zwei  gebrochene. 

Wenn  aber  die  GHeichungdi  für  tg^  und  tgtp'  complexe 
(oder  rein  imaginäre)  Wurzeln  haben,  so  ist  neben  der  Rück- 
sieht,  dass  nur  eine  einfallende  Welle  vorhanden  sei,  noch 
eine  aiideru  zu  nehmeii.  Wenn  solche  Wurzeln  da  sind,  so 
kann  man  Ausdrücke  fiu'  u,  v,  w,  n\  v',  w'  genau  auf  dem- 
selben Wege  bilden,  wie  wenn  die  beiden  biquadratischen  Glei- 
chuiigni  mir  reelle  Wurzeln  haben,  vorausgesetzt,  dass  die 
Funktion  /"  nicht  allein  für  reelle,  sondern  auch  liir  complexe 
Werthe  ihres  Arguments  bekannt  ist.  Diese  Ausdiiicke  sind 
complex;  setzt  man  aber  ihre  reellen  Tlieile  den  Zeichen  m, 
?•,  tr,  //'.  r',  ir  gleich,  so  erhält  man  wieder  eine  reelle  liösnnpr 
der  Ditferentialgleichungen  und  der  ( irenzbedingungen.  Wir 
nehmen  die  einfallende  AVelle  als  gej^eben  an;  dann  ist  der 
r«*elle  Theil  der  Funktion  /'  für  reelle  Werthe  ihres  Arguments 
auch  gegeben;  es  handelt  sich  zunächst  darum  /  selbst  allge- 
mein zu  finden.  Diese  Aufgabe  ist  unbestimmt;  wir  machen 
de  zu  einer  bestimmten  (abgesehen  davon,  dass  eine  additive, 
rein  imaginäre  Constante  in  /  willkürlich  bleibt),  indem  wir 
festsetzen,  dass  /  für  keinen  Werth  seines  Arguments,  dessen 
imaginärer  Theil  =  imal  einer  positiven  Grösse  ist,  unend- 
lich werde.  Kothwendig  inrd  /  dann  unendlich  fOr  einen 
Werth  Beines  Arguments,  dessen  imaginiier  Theil  « t  mal 
einer  negatiTen  GrOsse  ist,  oder  für  mehrere  solcher  Warthe. 
In  Folge  dessen  werden  die  Ausdrücke  von  t^,  f/,  uf 

im  Allgemeinen  für  gewisse  Werthe  Tom  tt,  z,  i  unendfidi;  um 
das  zu  Terhindem,  müssen  gewisse  Ton  den  GrOssen  A 
gleich  Null  angenommen  werden.  Gesetzt»  es  sei  tg  ^1  eine 
complexe  Wurzel  der  Gleushong  (26);  da  diese  Gkichnng  reelle 
CoSffidenten  hat»  so  muss  sie  eine  zweite  complexe  Wunel 
haben,  die  jener  conjugirt  ist;  diese  sd  tg  (f>^.  In  den  Aus- 
drücken Ton  kommt  der  Faktor 
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vor.   Da  tg  <p^  und  tg9>2  (conjugii't  sind,  so  sind  es  auch 
68  86i  der  Ooflffifiisiil  Ton  t*  in 

positiv,  in  dem  zweiten  negativ ;  da  in  dem  Mittel,  auf  welches 

die  ungestrichenen  Buchstaben  sich  beziehen,  z  negative  "Werthe 
hat,  so  werden  dann  u^,  r^,  ic\  unendlich  für  gewisse  Werthe 
von  X,  t,  z,  wenn  nicht  verschwindet,  während,  u^^  v^,  ic^ 
überall  endlich  bleiben,  welches  auch  der  Werth  von  sein 
möge.  Um  zu  verliindern,  dass  u,  ü,  w  unendlich  werden,  hat 
man  also  zu  setzen.    Sind  tg  cf'^  und  tg  (f\,  zwei  con- 

jugirte,  complexe  Wurzehi  der  biqnadratischen  G-leichung  fibr 
tg^',  und  ist  der  imaginäre  Theii  von 

1 

Ätgy; 

=  imal  einer  positiven  GbOflse,  so  muss  man  =^  0  BUbohcOy 
damit  tt',  w  nicht  unendlich  werdeoi  da  in  dem  iweitaii 
Mittel  »  pomtir  ist 


Will  man  die  entwickelten  Gleichungen  auf  specielle  Fälle 
anwenden^  so  muss  man  die  Oonstanten  der  Elasticität  des 
Aetbers  ausdrücken  durch  die  Längen  der  Hauptaxen  des 
ElasticitStseUipsoids  und  die  Winkel,  die  diese  mit  den  Coor- 
dinatenazen  bilden.  Es  seien  für  das  erste  Mittel  o,  ^,  e  die 
xecqprokenL  Halbaxen  des  Elasticit&tseUqpsoids  und  die  folgende 
77b£b1  gebe  die  OosinnB  der  Winkel  an,  die  diese  ndt  den 
CoordinafaUBHxen  madien. 


a  b  c 

A  A  A 

y 
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Der  in  (14)  aa%e8teUten  Q-leichoiig  des  ElaBtidit&taeUipsoids 
zufolge  ist  dann: 

a^mta'q^     4-  62        +  c-q^r^ 

Ist  das  Mittel  optisch  einazig  und  die  e-Axe  die  optische  AzOi 
so  eigiebt  sich  hiemis: 

«11-«*  + («"-«VI  «!•-(«'-«")?$»•» 
«»t-«*  +  («*-«^9l  «si -(«"-«")  »•sft 

«j8  -  «•  +  (c*-  a*)»1  oj,  « (c*-  «■)Äft. 

Ist  das  Mittel  isotiop,  so  hat  man 

und  als  Bichtangen  der  Hanptaxen  des  ElasticHitseUqmoids 
kftnnen  irgend  weldie  drei  aufeinander  senkrechte  Bichtangen 
angenommen  werden. 

Bi  sdQ  der  Fall,  dass  das  erste  Mittel  ein  isotropes  ist» 
noch  etwas  nSher  betrachtet  werden.  Es  sei  ^  eine  'Wimel 
der  Gleichung,  in  welche  (26)  in  diesem  Falle  llbergeht;  man 
kann  dann  sefeaen 

I  ^,-0  ^-0  ^^-5. 

Is^  (p  reell,  so  sind  entweder  die  "Wellen  1  nnd  2  einfallende 
und  die  Wellen  3  und  4  retlcktirtc  oder  gebrochene,  oder  es 
findet  das  Unigekehrte  statt;  die  Wellen  1  und  3  schwingen 
parallel  zur  Einfallsebene,  die  Wellen  2  und  4  senkreclit  zu 
j  dieser.    Bei  Rücksicht  auf  (25)  werden  die  Gleichungen  (23) 

und  (24),  wenn  mau  noch  den  gemeinsamen  Werth  von  o^j, 
and  o,,  durch  a  bezeichnet^ 

{A^  —  A^)  cos  9      2  ^'i  ^  ¥i  ^  ^\ 

+  ^)   sin^   ■■  2  -^i "»ViOOSi^'i 


I 

I 
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Oft  wird  man  von  hier  aus  ilie  Rechnung  am  bequemsten  in 
der  Weise  weiterfuhren,  dass  num  zunächst  diese  Gleichungen 
für  die  vier  Fälle  auflöst,  dass  eine  von  den  Grössen  A' 
gleich  1  ist,  während  die  drei  andern  vei-schwinden;  mit  Hülfe 
der  vier  Werthsysteme,  die  man  dabei  für  die  Grössen  ^j, 
Ay,  findet,  kann  man  dann  leicht  die  Amplituden  der  re- 
flektirten  und  gebrochenen  Wellen  finden,  die  sich  bilden,  wenn 
in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Mittel  eine  gegebene  ein* 
fallende  Welle  yorbanden  ist 


Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in 


In  ihrem  Buche  Treatise  on  natural  pliilosophy,  Oxford 
1867,  p.  264  haben  die  Hen-en  Thomson  und  Tait  die  Auf- 
gabe beha adelt,  die  Bewegung  eines  Rotationsköipers  in  einer 
Flüssigkeit  zu  bestimmen.  Unter  den  Bedingungen,  imter  denen 
sie  dieselbe  gelöst  lial)en,  befindet  sich  auch  die,  dass  der 
Körper  um  seine  Rotationsaxe  nicht  rotirt  und  diese  Axe  in 
einer  festen  Ebene  bleibt.  Ich  habe  gefunden,  dass  die  Auf- 
gabe auch  ohne  diese  Beschränkung  lösbai*  ist  und  ebenso,  wie 
unter  derselben,  auf  elliptisehe  Integrale  fiihrt.  Das  zu  zeigen 
ist  der  Zweck  dieser  Abhandlung. 

Die  Difi'erentialgleichmigen  der  Bewegung  sollen  unter  den 
folgenden  Voraussetzungen  abgeleitet  werden :  Ein  starrer 
Körper  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebig  vertheilter  Masse 
befindet  sich  in  einer  incomi)ressibeln,  homogenen  Flüssigkeit, 
die  ausser  durch  seme  Oberfiäcbe  durch  eine  im  Unendlichen 
liegende,  gesclilosseney  üaete  fl&cbe  begrenzt  ist  JBaünug 


1)  Bofcliaidt*8  JoocmL  Bd.  71.  1899. 


—  «'j3  sin  f/  j  sin  &\). 
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findet  in  der  FUlsn^eik  moht  statt  Auf  den  E5rper  wiriien 
EiSftei  welche  ein  Potential  bedtEen,  das  nur  Ton  der  Lage 
des  Eöxpen  abbftngig  ist  Auf  die  Theüe  der  FUlssig^Mit 
wirken  keine  Kräfte.  Wirbelbewegungen  sind  in  der  EHtadc^eit 
nicht  Torhanden.  Die  Geschwindic^ten  ftndem  sich  ttberaU 
in  derselben  stetig  mit  den  Ooordinoten  des  Ortes;  durch  diese 
Annahme  wird  der  ¥bS.  ausgeschlossen ,  dass  von  der  Ober- 
fläche des  Körpers  eine  Fläche  ausgeht,  die  —  Slmlich  der 
Oberfläche  eines  Strahles,  der  in  gleichartiger  Flüssigkeif  sich 
bewegt  —  Theile  der  Flüssigkeit  trennt,  die  verscliiedene  Ge- 
Bchwindigkeiten  haben.  Eüdlich  soll  iler  Bewegungszustand 
des  Systems  aus  dem  Zu>tande  der  Kuhe  durch  Kräfte,  die 
auf  den  Körper  wirkten,  hervorgegangen  sein;  diese  Annahme 
bildet  eine  Beschränkung  der  Aufgabe  in  dem  Falle,  dass  der 
von  der  Flüssigkeit  eriüUte  Raum  ein  mehrfach  zusanmien- 
hängender  ist,  dass  derKüqier  z.B.  <lie Gestalt  eines  Ringes  hat. 

Üni  die  Intej^ration  der  Ditlerentialgleieliun^en,  die  unter 
diesen  Voraussetzungen  gelten,  zu  ermöglichen,  wird  dann 
ueiter  anixenoinmen  werden,  dass  tlie  Kräfte,  die  auf  den 
Körper  wirken,  verschwinden,  dass  die  Obeilläche  des  Körpers 
eine  RotationsHäche  und  die  Vertbeüung  der  Masse  in  ihm 
symmetrisch  zur  Kotatiousaxe  ist 


Die  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen  sollen  aus 
dem  Hamilton'. sehen  Principe  entwickelt  werden.  Bezeichnet 
Sl  das  Potential  der  auf  den  Köiper  wirkenden  Kiäfte,  T  die 
lebendige  Kiaft  des  ganzen  Sjrstemes  und  t  die  Zeit,  so  ist 
nach  diesem: 


Es  seien  9^  z  die  Ooordiuaten  eines  Punktes  des  Körpers 
in  Bezug  auf  ein  in  diesem  festes  Coordinatensystem,  {,  ij,  f 
die  Coordinaten  desselben  Punktes  zur  Zeit  i  in  Bezug  auf 
ein  im  Baume  festes  Coordinatensystem,  nnd  es  sei  weiter: 


(1) 
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Die  12  GttaeiL  «,  ßf  jr  amd  daim  Fanctionen  der  Zmi,  xm 
derea  Bestimmiiiig  ee  ddi  handelt  Man  setn  femer: 

d.  Ii.  man  bezeichne  durch  «,  r,  die  (Tcschwindigkeiten  des 
Anfangspunktes  der  j",  ^  nach  den  Kichtungen  der  x.  y,  z 
und  durch  /?,  q,  r  die  Drehungsgeschwindigkeiten  des  Körpers 
um  die  Axen  der  x,  y,  z.  Die  lebendige  Kraft  des  Körpers 
ist  dann  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  ?/,  r,  w% 
9,  r  mit  coiistanten  Coeflicienten;  es  soll  gezeigt  werden, 
dass  unter  den  genamiten  Voraussetzungen  auch  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  G^iadea 
derselben  Yariabebi  mit  constanten  Oo&fficienten  ist 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  ar,  z  die  Coor- 
dmaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der  Flüssigkeit  em*. 
genommenen  Raumes  in  Bezug  auf  das  im  Körper  feste  Coor- 
dinatenqrstem  bei  der  Lage,  welche  dieses  zur  Zeit  t  hat.  Die 
Gomponenten  der  G-eschwindigkeit,  welche  in  diesem  Punkte 
zur  Zeit  t  stattfindet,  naoh  den  Azen  der     jf,  »  sind  dam 

den  gemachten  Annahmen  zufolge  wenn  das 

(reschwindigkeitspotential  bedeutet,  und  es  ist  dieses  eine  in 
dem  ganzen  Gebiete  von  y,  z  stetige  imd  eindeutige  Func- 
tion dieser  Yaiiabeln,  die  den:  Differentialgleichung: 

genügt  Bedeutet  N  die  Nonnale  - eines  Fttchenelementes,  so 
ist  ferner  ftr  alle  Elemente  der  FIftche,  weidie  die  Jlfissigkeit 
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im  UneDdlicheu  bogreuzt»  9^*^  ^  jedes  Element  der 

8  fr 

Oberfläche  des  Körpers  ist  ^  y  =  der  Compouente  der  Ge- 
schwindigkeit des  anliegenden  Theües  das  Köipers  nach  der 
Bichtung  von  N. 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers,  d.  h.  sind  n,  v,  u\  r 
gegeben,  so  ist  hiernach,  einem  bekannten  Satze  gemäss,  (p  bis 
auf  eine  mUkOrliche  additive  Constante  bestimmt.  £&  ist  also 
q>f  abgesehn  von  dieser  Constanten,  eine  Function  von  u,  v,  to, 
Pf  ff  r,  nnd  die  lebendige  Eraft  der  Mflwrigkflit  ist  c^iolifallB 
eine.  Function  dieser  sechs  Yariabefai.  üm  naohsowosen,  dass 
die  lebendige  Kraft  der  Hflssiglceit  eine  homogene  iWction 
zweiten  Gxadee  ist,  ist  nnr  m  seigen,  dass  ip  einer  üneaien 
homogenen  Function  der  mehr&ch  genannten  Grössen  gleich- 
gesetzt werden  kann.  Die  Bichtigkeit  der  letzten  Behauptung 
aber  seigt  die  folgende  üeberlegung. 

Die  Oomponenten  der  Geschwindigkeit  eines  Ponktos  des 
Körpers  nach  den  Axen  der        ^  sind: 


dn 

"3?»      if»  Ii* 
also  die  nach  den  Axen  der  ar,  y,  z: 


dt  ^' 


dt  ^» 
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in  Yerbindimg  mit  den  Defioitioiiflgleichuiigeii  tob  to, 
^,  r  und  den  Belationen,  die  zwischen  u^j  ß^^  y^,  ce^f  ß^,  y^^ 
flsj  ys  beBtehen.  Die  Bedingung,  der  ^  m  der  Oberflkiie 
des  Körpers  zn  genügen  hat,  ist  hienuich: 

2^  =»  (»  +  '•y  -  9')      W*)  +  (»  +P'  —  cos 

-f  (fü  4-      —  /)y)  COS  (A^, 

Man  ei'fiUit  daher  alle  für  auigestellteuFordeimgeu,  indem  msn: 

(3)  -«ri  4- v^s  +  to^s +  9'9'5  +  '*9>e 

setzt  und  die  Functionen  (f.^,  rf^,  '90  bestimmt,  dass 

jede  von  ihnen  den  ftlr  y  angegebenen  Bedingungen  genügt 
mit  Ausnahme  derjenigen,  die  sicli  auf  die  Obeiiläche  des 
Körpers  bezieht,  und  dass  für  diese  Oberlläche: 

cos  (A,  x)f  |5r  ~  (-^ » i/)-  2/  cos  (3,  z) , 
cos  (A, y),  =3  ar  cos  (A",  2)  —  z  cos  (Nj  ar) , 

C08(iV;z),       1^  «ycostA^Tj-i-cosCiVjy) 

ist   Diese  Fimetionen  q-^j  7-^,  . . .      sind  nnabhingig  von 

fi,  t?,  tr,  ^,  ^,  r;  es  kann  daher  ^  einer  linearen  homogenen 
Function  dieser  Grössen  gleichgesetzt  werden.  Femer  sind 
(f^.  (f.,,  ...  ausser  von  .r,  z  ausschliesslich  von  der  Ge- 
stalt des  Körpers  abliängig.  l)araus  folgt,  das^s  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  tt,  r.  w,  p.  (/,  r  ist,  deren  Coeftieienten  dureli  die  Gestalt 
des  Körpers  und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind. 

52. 

Nach  den  gemachten  AasemandersetBiuigen  ist  die  in  Gleidiiing 
(1)  mit  T  beaeidmete  lebendige  Kraft  des  EOrpeis  imd  der 
FHlssigkeit  eine  bomogene  Fonctioii  zweiten  Grades  Ton  % 
tpf  P,  q,  r  mit  oonstaaten  OoQfficienten;  nach  der  Annahme 
ist  Ü  eine  Function  der  Ooordinaten  or,  ßj  y  nnd  der  Oosutns 
«i»  ßv  Tv  «a»  ßv  7%  ßv  Tz-  25wi»chen  den  18  Yanabefai, 
von  welchen  hiäiaoh  /2  +  7*  abhängt,  bestejin  12  Bedingungs- 


(4) 


dN 
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gleichungeiiy  die  6  Befimtioiiflgleidningen  ftkr  u,  v,  w.  p,  q,  r 
nAmlidi  und  die  6  Delationen  swischen  den  9  Oosmns 

Nach  den  Kegeln  der  Yariationflareclunmg  hat  man,  um 
die  GHeichnng  (1)  zu  entwickebiy  sn  12  +  2*  hinzuznfttgen  die 

mit  unbestimmten  Faktoren  mnltiplizirten  Ausdrücke,  welche 
den  Bediiigiingsgleichungen  zufolge  gleich  NuH  sein  sollen,  und, 
wenii  S  die  so  erhaltene  Summe  bedeutet,  die  Gleichung: 

nnter  der  Voranasetsang  an  entwickeln,  daaa  jene  Variabehl 
nnd  diese  IVM^ren  nnahhtagige  Fonctionen  von  t  sind.  Die 
18  Gleichongen,  die  man  ans  der  Gleidmng 

erhält,  wenn  man  hier  f&r  i  der  Seihe  nach  jene  18  Variabeln 
setzt,  bilden  in  Verbindung  mit  den  12  Bedinguugsgleichungen 
die  gesuchte  Entwicklung. 

Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  Bedingungs- 
gleielmngeii  an  und  die  entsprechenden  Factoreu,  die  eiuge- 
fühlt  werden  sollen. 


D. 

JBmßtoniL 

ü 

-r  =  0 

V 

—  ii»«0 

W 

^P^di  dt 

P 

^*  dt         dt  dt 

Q 

'^'di^PiTt  +ri  dt 

-r«0 

R 

«I  +  +/1 

-1-0 

Kl 

-1-0 

«1  +  +ri 

-1-0 

1^ 
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^+4<  +  *§+^A  +  i»A  +  ^Ä-s(A«). 

^  +       +  i"^'  +     A  +  -UÄ  +  A»  A  -  f^{ß,B), 


Die  Warthe  Ton  U,  I  ',  IT,  i>,  Q,  A,  welche  die  6  entn 
Glddnmgen  geben,  snbstitiiire  man  in  die  lllnigen;  die  8  fol- 
genden eriialten  dann  «mmi^oiw  «jn«  mn  weitem  GMarudie 


a,  +  ,>'2  ji,  +  r,  —  0 
«3  «1  +  A  A  +  /"'a  /'l  ~  0 

»1  «2  +  A  Ä    +  J'l  J-2  0 


Dtrans  folgen  diese  18  Oleichiiiigeii: 
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geeignete  Fornii  wSbrend  ans  den  9  letzten  noch  die  6  Grössen 
X  eUminirt  werden  mltaen.  Jene  S  Gleichnsgen  werden: 


(6-) 


97 


„  +  y-i      y-i     —  Ä„  • 


dicj 


Die  Grössen,  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichheitszeichen 
hier  ttehen,  sind  die  Summen  der  Gomponenten  der  auf  den 
KArper  wirkenden  Kräfte  nach  den  Axen  der     17,  {1 

Mnltiplicirt  man  die  Oleichnngen  (6*) 

mit      oder  mit  et,  oder  mit 

'  ßi  '    •  A   ■    ■  A 

-  '/i  '    -  ri  -    •  n 

und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhftit  man  bei  Jäücksicht  auf  die 
Gleichungen,  die  zwischen  diesen  9  Oodnns  und  den  Grössen 
Pt     r  bestehen: 

dBT       BT       BT  ,      dil        eS£  Bii 

.ddT       BT      BT  ,      BSl  ,a  dSl  dSi 

dBT       BT       BT  ,      fli2  ,  «        ,  BSi 
di^^P^'-^Wi^'^Bi'^P^Bß^y*!^^ 

Die  erwähnte  Eliiniiuition  dt  r  (  Jrössen  /.  aus  den  9  Grleichnngen, 
in  denen  diese  Vürkümiueii,  kann  man  bewii'lteu,  indem  man 
die  Gleichmigjen 

mit 


0 

oder  mit  — 

oder  mit 

-      .  0 

-     -  0 

0 

-  -n 

-    -  A 

.    -  0 

-    -  -«b 

-     -  a, 

-    -  0 

0 

.    .  A 

0 

•    -  -«^ 

-A 

-    -  0 

384  ITfliber  die  Bewegung  eiaei  Botatkaukfltpeoi  ia  4a»  Rfissigkeit. 
mnltipliDrt  und  jedesiiial  addirt  Setit  man  der  KOne  wtgen 

-  5?  -  ^  ö7  +  ^1  ö  -  A  ä^;  +   ö ^.  -  A 

ji,        ai2       BSl  ,      BSi        BSl  ,      BSl  BU 

.BU    ^  BSl 

r,BSi       dil  .   .  BSi        BSl  ,  a  BSl  ÖÄ 

d.  h.  beaeiehnet  man  durch  ilf|,  M^,  die  Drehnngsmomente 
der  auf  den  Körper  wirkenden  Kritf te  in  Bezog  auf  die  Azen 
der  ii,  L]  nimmt  man  femer  an,  dase  die  Azen  der  z 
dnroh  IMraug  den  Azen  der  |,  rjj  ^  pantDel  gemacht  weidm 
kOnnen,  so  daas 

^1  =  Ars  -  A/r  ßi  ==  ri^3  -  r3^2J  ri  =  «aA  -  ^aAi 
«2  =  Ä  ri  -  A       A  =  /'s  «1  —  ^1  «3»       =  «^3  A  -  A> 

«3  =  A  ^2  -  A  ri »      A  =    «a  -rt^iy      79 «1 A  -  A 
isty  80  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege  nach  einigen 
Transformationen  nnd  bei  Bttckgicht  auf  die  (iileichoiigen  (5*): 

BT  ,      BT  ,  BT\ 

+  «^18?  +^«8i^  +''»87 


(«•) 


+  Aöir 

{^J  -  A  «)  §7 + i^- A«)  1? + ^^-ßAl 

.BT  ,      BT  ,  §1 


Die  Elimination  der  Ghrtoen  A  ans  den  9  GHeiohimgen,  in 
denen  sie  yorkommen,  Iftast  sich  ancli  dadmrali  erretohen,  daaa 
man  diese  Gleichmigen: 
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0  oder  mit 

oder  mit 

0    -  - 

-  A 

-    -  A 

0     -  - 

•  - 

0 

■  -«1 

Ä  -  - 

0 

n  -  - 

0 

-       -  - 

»1 

-      -  0 

A*  -  - 

A 

-      -  0 

0 

multiplicirt  imcl  jedeyinai  addiit;  dadiuch  erhält  man: 


(«») 


/  d  dT       dT  _ 
dtdjp  dw 

dT  ,  dT 
dv    '   ^  dr 

dSl     a  BSl 

dfi 
du' 

d  dT  dT 
d'tdq  du 

dw  öj^ 

a  dSi,  dfi 
"f'^Bß^^^'^dxt 

dfi 
du' 

dtdr  dv 

BT 

,  dSi 

^  dSl,  ^  d£l 

a  dSi  .  dSi 

-^2 

dfi 

dfx ' 

§  3. 

Es  soll  ji'tzt  die  Aimahme  eingeführt  werden,  dass  keine 
Kräfte  auf  den  Köiper  mken,  das  Potential  £2  also  gleich 
Null  geseirt  werden  kann.  Die  Gleichungen  (6*)  und  (6*) 
nehmen  dann  die  folgende,  einfache  Geatalt  an: 


(7) 


d^dT 

didu 

d^dT 

£dT 
dt  dir 

d  dT 

<l(  dp 

d  dT 
dt 

£BT 
dtdr 


ÖT  dT 
^Bi"''  Bv' 


—  r 


BT 

dn 


BT 


dT 
PdJ 


dT 


dT  ,     dT  dT 


dT 

''dw  ~"  ör  ^'^  dr       '  dq 

dT  dT  dT  dT 
du  ~"  dw  '^''d7~P  dT' 

BT       BT,    BT  dT 


Klrtlikofr, 
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Man  findet  drei  aUgemeine  Integrale  dieser  Gleidumgen,  indem 
man  äe 


mit  u  oder  mit 

oder  mit 

au 
dT 

BT 

dp 

dT 

dq 

-    W  - 

dT 

dT 
dr 

'    P     '  - 

0    -  . 

dT 
du 

-     ?     -  . 

0     -  - 

dT 
^7 

-    r  • 

0    .  - 

9Z 

multiplicirt  imd  jedesmal  addirt 
Brwftgt  man,  daee: 

o«,       BT.     dT  ,     BT  ^     BT,     BT,  BT 
du        dv        dio       dp   ^  dq  dr 

m 

md: 

dT  dTdu  dTdv  BTdv.BTdp  ,9Tdg  BTdr 
dt     SS"??     "5»  rf<  dt  '^'Splt  '^'Jqtt'^  dr  Ii 

isty  80  ergiebt  das  erste  faktorenfljstem: 

die  beiden  andern  ergeben: 

BTdT     BTBT     BTBT  ^ 

"WO  Zf  Mf  N  inlOcOrliehe  Oonstanten  bedenten. 

Sechs  andere  Integi  algleichungen  des  TorliegendenFhMsDs 
erhJÜt  man  ans  den  Gleichungen  (5«)  und  (6*).  Setst  man 
in  diesen,  der  eingeftlirten  Yoranssetniiig  gemäss, 

Bfl    BSl  w 

Ba'd'pd~r' 

gleich  l^uU,  so  folgt  ans  ihnen: 
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Sr  .      BT  ,      BT  . 
^  du     ^  bf>       ^  otf  ^ 

BT  .      BT  ,      BT  f. 


(10) 


{     BT  ,     BT  ^     dT  Ä.an 


wo  A,  B,     ^      r  wilUArliche  OonsUnten  bezeichnen. 

Die  beiden  letiten  der  Gleiohnngen  (8)  sind  Folgen  der 
Oleichmigen  (9)  nnd  (10),  nnd  die  Constanten  M  und  N  sind 
dnorah  die  Constanten  A,  By  C,  4»  -^^  ansdrllokbar.  Qoadrirt 
man  nftmMdi  die  GHeidiangen  (0)  nnd  addirt  sie^  mnltiplioirt 
man  dann  die  GHeidinngen  (9)  mit  den  Gleichungen  (10)  nnd 
addirt  sie  ivieder,  so  eriiilt  man  bei  Bttoksidit  anf  die  Gki- 
drangen  (8): 


Bevor  ver»'inlacliende  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  die 
(4estalt  des  Köi-pers  und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm 
ciugeliilirt  werden,  möge  eine  paiiiculäre  Lösung  der  vorlie- 
genden Differentialgleichungen  angeführt  werden,  welche  unter 
denselben  Annalimen  güt»  ivie  die  im  Torigen  Paragraphen  ab- 
geleiteten Gleichungen. 

Die  Gleidnmgeii  (7)  erfüllt  man,  wenn  man  »  0,  ^  0, 
r  0  nnd  '^  r,  fr  gleich  Constanten  setst»  deren  Yerhitltnisse 
man  passend  bestimmt^  n&mlich  so,  dass 


ist.  Brwftgt  man,  dass,  wenn  r  yersehwinden,  T  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  T<m  ti,  lo  wird,  und 
swar  eine,  die  stets  positiT  bleibt,  so  siebt  man,  dass  die  Be- 


(11) 


§  4. 


BT . BT  BT 
du  '  dt»  '  dw 
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stiinuiuiig  cKr  Verhältnisse  u:v:  w  übereinkommt  mit  der  Be- 
stimmang  der  Hauptaxen  eines  gewissen  Ellipsoids.  Es  folgt 
daraus  mit  Leichtigkeit^  dass  es  für  jeden  Körper  3,  ond  im 
Allgemeinen  nur  8,  auf  emander  senkrechte  Richtungen  giebt, 
in  denen  er,  ohne  doh  za  drehen,  in  der  Httsaigkeit  fort- 
schreiten kann. 

§  5. 

Die  Zahl  der  Constanten^  die  in  dem  Ausdrucke  von  T 
Yorkonunen,  ist  im  Allgemeinen  21;  es  soll  jetzt  untersucht 
werden,  wie  diese  Zahl  sich  verringert,  wenn  der  Körper  ge- 
wisse Symmetrien  darbietet.  J>abei  soll  zuerst  der  Theil  von 
T  ine  Ange  gefiasst  werden,  den  die  lebendige  Kraft  der 
IKtefli^eit  bildet  Das  Doiypelte  dieser  lebendigen  Kraft 
setse  man: 

«  Ojjtt'  -f  2^/  3  UV  +  2fi,^  titc  4-  2a^4«/>  +  20,5«^  +  2rtig«r 
+  «aa +  2 ^/^3 in  +  2 0,4  ^"P  +  2 0,5  i?<7  -{■2a^^vr 
+    a-j,  10^  4-  


Dieser  Ausdruck  i>t  dann,  wenn  die  Dichtigkeit  der  iTlüssigkeit 
durch  Q  bezeichnet  wird: 

wo  die  Integration  über  den  Raum  auszudehnen  ist,  den  die 
Flüssigkeit  zur  Zeit  t  erfüllt,  und  (f  die  in  §  1  besprochene 
Funktion  von  .r,  z  bedeutet.  Substituirt  man  hier  für  (p 
den  in  Gleichung  (3)  angegebenen  Werth,  so.  findet  man  Süi 
die  Co^denten  a  die  folgenden  Ansdracke: 


oder  auch,  wenn  dS  fUement  der  Oberfläche  des  Körpers 
nnd  iV^  die  nach  dem  Innern  der  Flttaaigkeit  gerichtete  Koi^ 
male  desselben  bedeutet: 
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(12) 


Ee  werde  nim  angenommeiiy  dMs  die  ObezflAohe  des  Kör- 
pers ^ymmetrisdi  in  Besag  auf  die  o^x-Ebene  ist»  d.  L  daae, 
wenn  y,  ir  die  Ooordinaten  eines  Panktes  derselben  sind,  sie 
aneh  den  Pmüct  — s  entlifilt  Zwei  Ponkte,  wie  diese, 
soUen  entaprecbende  Punkte  genannt  werden.  In  zwei  ent- 
sprechenden Punkten  der  Oberflftche  haben  dann,  den  Glei- 


chungen (4)  zufolge,  l^^,  1^^,  ^  gleiche  und  f-^ 


entgegengesetzte  Werthe.  Daraus  folgt,  dass  in  irgend  zwei 
entsprechenden  Funkten  des  Ton  der  Flüs^^igkeit  erfüllten  Kau« 
mes»  also  auch  in  zwei  entspredienden  Punkten  der  OberflAche 


entgegengesetzte  Werthe  haben,  und  daraus  ergiebt  sieh  weiter, 
bei  Bftcksicht  auf  die  Qleichungen  (12),  dass  diejenigen  a  Ter- 
schwinden,  bei  denen  ein  Indez  der  fieihe  1,  9,  5,  der  andere 
der  Beihe  2,  4,  6  angehört 

Die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist,  wenn  dm 
ein  Element  seiner  Masse  bezeichnet,  das  die  Coordinaten  j-, 
y,  z  be.>>itzt,  in  i'oige  der  Bedeutung  der  Ausdiücke  (2): 


—  2yz  qr^2zx  rp  —  2xy  pq}  \ 

ist  die  Vertbeilung  dor  Masse  symmotiisch  zur  Ebene,  so 
Terschwinden  hier  diqjenigen  Glieder  welche  die  Factoren: 

enthalten.  Setat  man  jenen  Ausdruck  allgemein: 


oder; 
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+  ^M*'^  +  2b^vw  +  


80  yerachwiiKlen  daher,  sobald  die  Masse  qrmmetrisch  zur 
xg-Eheae  yertheilt  ist,  dierjenigen  b^  bei  denen  ein  Index  der 
Beihe  1,  8,  5,  der  andere  der  Beihe  2,  4,  6  angehört 
Daraus  folgte  dassi  wenn  man  aUgemem: 

2  T=  Cjj  u*  +  2c^2     +  2cj3  uw  4-  2c,^     +  ••  • 
+  Cj,r*  4-2c^i;w+  


Befcst)  diqjemgen  e  gleich  Null  sind,  bei  denen  ein  Index  der 
Beihe  1|  8,  5,  der  andere  der  Beihe  2|  4,  6  angehört^  fiJla 
der  Ediper,  sowohl  in  Bezug  anf  seine  Gestalt»  als  in  Beng 
auf  die  Yertfaeihing  der  Mane  in  ihm,  symnuMKk  war  sz^ 
Bbeae  ist 

Umdet  eine  solche  Symmetiie  in  Bezug  auf  die  yv-Ebens 
oder  die  «y-Ebene  statt»  so  treten  an  Stelle  der  Beihen  1, 8»  5 
und  2,  4»  6  die  Beihen  2,  1,  6  und  8,  6,  4  oder  die  Beiben 
8)  2»  4  und  1,  6,  5. 

Ist  der  Körper  symmetrisch  in  Besag  auf  die  drei  Oooar- 
dinatttebenoii,  so  enthtit  hiemadi  der  Ausdruck  von  2  T  ma 
die  Quadrate  Yon  ii,  o,     p,  q,  r. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dasa  der  KOiper  der 
Gestalt  und  der  Yertheilung  der  Kasse  nadi  ein  Botations- 
kSrper  ist,  dessen  Aze  mit  der  jr-Aze  ansammenflülfc  Es 
findet  dann  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  xy-Ebene  und  in  Be- 
zug auf  die  :rf-Ebene  statt,  und  daher  ist 

2  T  B     tf^  +  c,g  w*+  c^p*+  «Ii 

+  2    or -f  2fl^  »9. 

Zwischen  den  hier  Torkommeuden  Ooostanten  bestehen  aber 
nodi  einige  Beziehungen.  Um  diese  za  findet^  fthre  man  neben 
dem  l^ystem  der  j-,     s  noch  ein  zweites,  im  KOiper  ftstes 

Ooordinatensystem ,  das  der  x',  y',  z',  ein;  in  Bezug  auf  dieses 
sollen  ?/,  t> ,  10,  p,  (jj  r'y  Cjj,  c  .  .  ,  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  ?/,  t\  ?r,  q,  r,  c,2,  ...  in  Bezug  auf  jeuRs, 
Die  beideu  Coordinatensysteme  solleu  denselben  Anfuugspunkt 
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md  dieeelbe  x-Aie  haben,  so  dass,  wenn  x,  z  und  y\  z\ 
noh  auf  denselben  Punkt  beziehen: 

y  tmff  cos  ^  +  «'  sin 

ist  Wegen  der  Bedeutung  der  Auidrflolce  (2)  besteiheii  dann 
die  Gleioliimgen: 

U  -^^  ry  ~  qz  ^  u  +  r  y  —  q'  z', 

V  +  pz  ~  rj-  =      {v  -^p'z—  r' x')  cos  &  +  {^o -{•  q  x  —p  y  )^\\\  {^^ 

tD  +  qx  —  py  =  —  [v  p'z  —  r  x  )  sin  i?"  +  +  ^  —  p'y')coQ  &f 
aus  welchen  folgt: 

vtm     r'cosi9' +  u?' sin  t^,         gmm     ^cos^  +  r' sin 
ip»  —  o'sin^  +  t^cos^,        r»  —  ^ainti^  +  r'cos^. 

Bme  Symmetrie,  ivie  in  Besag  auf  die  «jr-  mid  »»•Ebenen, 
besteht  andL  in  Besag  aaf  die  jr'y*  nnd  «'-Ebenen;  es  ist 
daher  aaoh 

+  2c\^v'r  +  2c\^wq. 

Setzt  man  die  beiden  Ausdiücko  von  2  T  einander  gleich  und 
drückt  die  Grossen  «,  tr,  p,  q,  r  durch  u,  r',  w',  p\  q\  r 
aus,  so  erhält  mai^  durch  Yergleichung  der  Goefficienten  der 
entsprechenden  Glieder: 

und  GleichmmDa  die  anssaffen.  dais  die  GhrOesen  c'  den  ent- 
spredienden  Grössen  e  glei(^  sind.  BBenadi  ist: 

2  r=  c„  ««+     (»^2+ 1^*)  +  c,,p^+  e,^{q*+  r«)  +  2c2„  [vr-  wq). 

Dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Vereinfachung  zu  durch 
eine  passende  Walü  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  auf 
der  j"-Axe.  Um  das  zu  zeigen,  führe  man,  ähnlich  wie  oben, 
neben  dem  Coordiuatensystem  der  z  ein  zweites,  das  der 
x\  y\  z\  ein,  das  so  gewählt  sein  soll,  dass  für  jeden  Punkt 

x^d^a,  y^^9 

ist  Bei  einer  ähnüchen  Bezeichnung,  wie  sie  oben  gebraucht 
ist,  hat  man  dann: 
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tt  +  ly  —  7«  «  m'  +  T'ii  —  7  z', 

»  +     —  np  —  »  -f  />'  ^'  —  rar', 

also: 
und: 

woraus  fol^: 

Hieraus  geht  heirori  dass,  wenn  der  Anfangspunkt  der  ^  be- 
liebig gewftblt  ist»  a  80  bestimmt  werden  kaim,  dass 

also: 

(13)       2  r  =      M=  +  c„  (r«  +  lü«)  +  r^/>2  +  c„  (^2  +  r«) 
wird. 

Ks  mögo  liemerkt  werden,  dass  diese  Gleichiuig,  wie  aus 
ihrer  Herleitung  ersichtlich  ist,  auch  gilt,  wenu  der  Köiper 
kein  Rotationskörper  ist,  sobald  er  nur  symmetrisch  ist  iu  Be- 
zug auf  zwei  oder  mehr  Paare  auf  einander  senkrechter  Ebenen, 
die  durch  die  x-Axe  gehn;  was  z.  B.  bei  einem  bomogenen, 
geraden  Prisma  oder  einer  solchen  Pyramide  von  quadratischem 
oder  regelmässig  sechseckigem  Querschnitt  bei  passender  Wahl 
der  «-Aze  stattfindet.  Auch  f^  solche  Fälle  wei-den  also  die 
Folgerangen  geLten»  die  an  die  Gleicbong  (13)  geknüpft  weiden 
sollen. 

§  6. 

Den  durch  die  Gleichung  (13)  bestimmten  Werth  von  T 
denke  man  sich  nun  in  die  Gleiobangen  (7)  sobstitnirt  Die 
vierte  toe  diesen  wird  dann: 

^  SS  0   d.  b.  /7  SS  const.; 
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die  andeni  werdeni 

du 


(14)        ^  +Cm»P> 

(«11  -         +      -  c„)pr, 

-  («11       «Ii)        -  («4*  - 

An  Stelle  der  Yambeln  tr,  r  solkn  bier  neoei  tf  <Tf  (fj  y/, 
eingefthrt  werden,  so  dass: 

iv  =  s  cos  <r , 
SB  «  am  9>, 

also: 


9  =  0-  cos  {(p  4-  v^), 
r  s  (7  sin  (9  4- 


t>*  4-  ir^  =r  4.     =  <y*, 

V  (j  •\-  wr  =  s  <T  cos 
r  r  —  wq  =  ä  (j  siii  i// 

ist  Die  erste  der  Qleichnngen  (14)  wird  dann: 

du 


(16) 
und,  da: 

s-  d(p  =s  —  wdv     V  dw 

ist,  80  fojgt  aus  der  zweiten  and  dritten: 

(17)  «2S^  -  -  Cll  ^008      +  CmP- 

Die  drei  Integnügleicirangen  (8)  werden: 

! «11  «'  +  ««*•  + W*  +  «M<'*  "  ^ 
Cjj        M/>  4-  CjjCjj,*  0- cos  1^        ■=  i^, 

odor: 

(19) 


s  a  cos    =5    h  —  K  Uf 

^<^o>^/9^t  ^^Z";  ff' 7  ^'  Constanten  bedeuten,  die  in  gewisser 
Weise  von  L,  JV,  p  md  den  Qrdssen  e  abhängen.  Hier- 
folgt: 
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9<ffmrp^  Vif-fu^ic/- ff'     _  (A  -  Ä' 
die  (Gleichungen  (16)  und  (17)  geben  dalier: 

(20)        c^ii<  -  -  c„  y^Z7T^^7«'*) -  CA  -  ^ 
und: 

if-f  W)  V  ^f-fu')  in  "^9  u'Y^ih  -  h-  uy 

Diese  beiden  Gleiclmugen  erlauben  ^  und  durcb  elUp- 
tische  Integi'ale  als  Funktionen  von  u  darzustellen  und  u  und 
(p  mit  Hülfe  elliptischer  Funktionen  duixh  t  auszudrücken. 
Ist  das  geschehen,  so  kann  man  durch  Benutzung  von  (19) 
und  (15)  alle  in  (14)  Yorkommenden  Unbekannten  als  Funk- 
tionen Ton  t  darstellen. 

§  7. 

Hat  man  bei  einer  beliebigen  Gestalt  des  in  der  Flüssig- 
keit bewegten  Körpers  w,  i?,  w,  q,  r  durch  die  Gleichungen 
(7)  als  Fonctionen  von  t  bestimmt,  so  erfordert  die  Berech- 
nung  der  eigeniÜichen  Unbekannten  des  ProUemSt  nämlich  der 
Coordinaten  ßf  y  und  der  Cosiniis  tt^,  ß^,  7^  ^Hf  ßtf  Tv 
immer  nur  die  Ausftlhrung  von  Quadraturen. 

Von  den  irilDcOrlidien  Oonetanten  A,  B,  0,  die  in  den 
Gleichungen  (9)  Toikommen,  kann  man  zwei,  etwa  B  und  G, 
gleich  NnU  setien,  <^e  die  AUgemanheife  der  betracbteteii 
Bewegong  zn  beeintriUshtigen;  man  ferftgt  dadordi  nnr  Aber 

die  Richtung  der  |- Axe.  Betrachtet  man  nämlich         'ß^  i  "q^ 

als  die  Oomponenten  einer  Geschwindigkeit  nach  den  Axen 
der  sTy  y,  ar,  so  zeigen  die  Gleichungen  (9),  dass  die  Oomponenten 
dieser  Geschwindigkeit  nach  den  Axen  der  |,  C  den  Con- 
stanten A,  B,  C  gleich  sind;  giebt  man  der  |-Axe  die  Rich- 
tung dieser  Gescbwindij^ei^  so  wird  B  «  0  und  0^0.  240- 
gleieh  wird  nach  (11): 

A»  «  M. 

MnHipUcirt  man  nach  dieser  Eestsetanmg  die  Gleidrangen  (9) 
mot  «I  oder  mit     oder  mit 

A  A  A 

Ti  n  n 
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imd  addiri  ob  jedesmal,  so  erliStt  man: 

^  dT  1 dT  \ dT 

*J-Aött'      ^«"Sä^»  *«"Äötr- 

Um  üir  die  übrigen  Cosinns  Ausdrücke  m.  fiudeui  seUe  man: 


«1  - 

cos  d, 

«1  -  - 

sin  0  sin  Oj 

«1  - 

cos^sin  d, 

A- 

sin  ^ain(^y 

A- 

oos0cosÖy  +  >in  ^cosd. 

A- 

sin  0008^^ — CO8  08U1  VeoBdf 

oostf^sin  iP—  sin  <Poos  Voostf, 

ys 

sin  4^8in  V^+oos^Pcos^oos^^. 

Die  Winkel  0  und  (p  sind  dann  ans  den  Werthen  von  «3, 
^3  zu  bestimmeu,  und  es  bleibt  nur  ^  zu  ermitteln.  Man 
hat  aber: 


Znr  Bestimmmig  der  Ooordmttten  ß  und  führen  die  Gki- 
obimgen  (10).  Die  beiden  letiten  ym  diesen  geben,  wenn  man 
die  in  ibnen  Toxiommenden  Oonstantai  B  nnd  F  gleich  Null 
setat,  waa  daranf  hinanskommty  dass  man  über  die  Lage  der 
^Axe  mfdgt: 


und,  nach  den  I)efiniti<m8glflsolnmgen  Ton  r: 
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Die  erste  der  Gleichungen  (10)  führt  auf  die  letzte  der  Glei- 
ehungen  (8)  surack.  Die  Ordinate  a  endlich  eigiebt  sich  ans 
der  Gleichong: 

odeR 

In  dem  im  Y<iEigea  Paragn^hen  behandelten  EaUe,  daas  der 
KQrper  ein  Botationskötper  kt»  kann  man  setsen: 

die  Oleidiung  (21)  wird: 

d  W  A  Ä  -  hu 

dt  ~  c„/-/V 

die  Gleichung  (22): 

oder,  da  nach  (18)  und  (19): 

Führt  man  inm  für  r//  den  ans  (20)  sich  ergebenden  "Werth 
ein,  so  erhält  man  auch  und  a  als  elliptische  Integrale 
durch  u  ausgedrückt. 

§.  8. 

Lässt  man  die  Constanten  h  und  h' ,  die  durch  die  Glei- 
chmigen  (19)  eingeftihrt  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, die  Oonstanten  p  und  IS  yeraohwinden,  so  gelangt  man 
zu  dem,  im  Eingänge  angefiihilen,  Ton  den  Herren  Thomson 
and  Tait  behandelten  Falle.  Es  wird  dann  ip  einer  wiUkflr- 


Diq: 


üeber  die  Bewegung  eines  Botatioostope»  in  einer  Flflaslgkeit  897 

liehen  Constanten  gleich;  setzt  man  diese  gleich  Null,  d.  h. 
Terfligt  man  bei  gegebener  An&Dgsbewegnng  in  gewiBser  Weise 
Uber  die  Bichtiuig  der  y-Aze^  so  md: 

«,«0,      }-0,      0*  =  ^ 

Ferner  wd  auch  y[f  gleich  einer  willkQrlichen  Constanten; 
macht  maa  diese  gleich  ^|  indem  mau  die  Richtung  der  ij^Aze 
passend  wäUty  so  hat  man: 

fl^s  c<.s^>,  /t?j  =  sin^,  ^1  =  0, 
OTj  -s  —  siu  0,  ß.i  =  cos  Ö,  Y2  =  0, 
«a  =  0,  Ä  =  0,  = 

cos       ^e^iUf         sin d »  —  ^ Cg, ü. 
iSnrilirh  findet  man: 

W&hrend  «  aus  Gleichung  (23)  zu  berechnen  ist. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  für  diesen  Fall  die  in  den 
beiden  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  weiter 
zu  diRcutiren  und  durch  sie  die  Unbekannten  des  Problems  als 
elliptische  Functionen  der  Zeit  auszudrücken.  Einfiiohfflr  aber 
gelangt  man  zu  demselben  Ziele  durch  Betrachtungen,  die  sich 
an  die  BjfferentialgleichQngen  knüpfen,  die  in  diesem  Falle 
gehen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (14) 

to    0,        =  0,      9  =  0, 

so  werden  sie: 


du 

dt 

dv 
dt 

dr 


Cil^  j  —  Vi  f 


66^=*  ~(^ll-^^f)««'• 


Yergl^icht  man  dieselben  mit  den  identischen  Gleichungen: 

 —  ■»  ACOsamX^^iamAi^ 
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^^^^^^  ^-^XmBmltJamXi, 


in  denen  x  den  Modul  der  elliptischen  Funktionen  bedeutet, 
so  sieht  man,  dass  bei  passender  Wahl  des  AoÜBJigspuukted 
der  Zeit  die  Grössen  t/,  v,  r  die  Werthe 

loDBmXt,      meoBBmXi,  njBmlt 

annehmen  müssen,  wenn  die  Constanten  ])assend  bestimmt  wer- 
den. Diese  WerÜie  können  unter  jene  Gritsscn  so  vertheilt 
werden,  dass  alle  Constanten  reell  sind  und  x  ein  echter  Bruch 
ist   Um  das  zu  bewirken,  gehe  mau  Yon  den  Gleichungen 

aus,  in  welche  sich  durch  die  jetzt  eingefiilirten  Annahmen  die 
Gleichungen  (18)  venvandeln,  und  welche  Integrale  der  jetzt 
vorliegenden  Diö'erentialgleichnngen  sind.  Bedenkt  man,  dass. 
wenn  die  genannte  Absicht  erreicht  ist,  cos^  am  und  am  ab- 
nehmen, wenn  sin' am  wächst,  so  folgt  aus  der  zweiten  you 
diesen  Gleichiingeii,  dass  eine  yon  den  beiden  Grössen  u  und 
V  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  weü  ihr  zufolge  u* 
und  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  gleiehzeitig  ftndenL 
Aus  den  beiden  Gluohungen  eigiebt  sich: 

(c»  —  Cn)     +  =  Const. 

(24)         I  und: 

4^  («II  —  ««)    +  «n«»»"'  Oonst 

Da  nun  r,  j ,  c,,., ,  ^  positive  Grössen  sind ,  so  folgt  ans  der- 
selben Eigenscliaft  der  in  Red(^  stehenden  elliptischen  Func- 
tionen, dass  u  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  wenn 
>  imd  V.  wenn  Cjj  >  c,,  ist.  Jeder  dieser  beiden  FiiUe 
theilt  sicli  wieder  in  zwei. 

Ist  u  durch  sin  am  ausgedrückt,  also  r.,.,  >  c^j,  so  kann  v 
durch  cos  am  und  r  durch  /dum  auszudiücken  sein  oder  um- 
gekehrt. Maassgtbeml  ist  dabei,  dass  cos- am  füi-  gewisse 
Wei'the  des  reellen  Arguments  verschwindet,     am  aber  nicht 
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Bezeichnen  und  die  Werthe,  die  v  und  r  zu  einer  beliebig 
gewählten  Zeit  besitzen,  so  ist  nach  (24): 

-  «»  («11  -  «Ii)    +  «11  «M    -  -  «11  («n  -  «Ii)  »'i  +  «11  «M  »••r 

Es  kann  hiernach  t>*  verschwinden  und  kann  nicht  ver- 
schwinden, sobald  der  Ausihuck  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  positiv  ist;  das  ümgekehile  findet  statt,  sobald  dieser 
Ausdruck  negativ  ist;  im  ersten  iTalle  ist  im  zweiten  r  durch 
cos  am  auszudrücken. 

Eine  fthnlicho  Betrachtung  ist  auf  den  FaJUf  daas  >  ^ 
ist,  anwendbar. 

Es  sollen  fOac  die  m  EUle,  die  Idenigoh  zu  unteradieiden 
tmd,  die  Fonueh  aogegeben  werden,  welche  die  Unbekannten 
des  Fh>blem8  in  reeller  Form  ak  I^ctionen  der  Zeit  dar- 
stellen. Dabei  soflen  dnrch  die  Werflie  Ton  to 
ftr  #a 0  beaeichnet  werden.  Eme  Ton  den  QrOesen  u^,  ist 
dann  Null,  die  andere  und  sind  den  GrOesen  m,  n  gleich, 
da,  wenn  das  Aignment  Terschwindet,  sinam  «  0  imd  oosam 
»  Jama  1  ist 


Wenn  Cjj  >  c^^  und  c^jCg^rJ  >  c„  (c,,  —  Cu)«},  so  ist: 


Fall  1. 


V  B  ü|^cosamili^ 


«II  *o 


jji  ^  fstiE^iJH  0*L^ 
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wo: 

u 

t 

und  a  =  0  1  üi'  /  =  0  angenommen  ist 

Fall  2. 

Wenn     >     und  c,,  (c„  -        >     c„  rf,  so  ist: 

X 

Fall  3. 

Wenn  c^j        nnd  e^c^^rl  >     (c„  -  c^a)«!,  ao  ist: 
«  »  «oCosamA^  ^^ii  ' 

V  SS  /sinamA/y  ^ > 
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0» 


Fall  4. 


Wenn     >     und     («u  —  cjnf  >     c„ rf ,  so  ist: 
^  cos amÄ^ 


§.  9. 

Noch  ein  sweiter  spedeller  Fall  des  hier  behandelteii 
Problems  mOge  enriümt  werden. 

Die  DiffeieiitialgMohiingen,  die  ans  (14)  durch  die  Sob- 
stitotioii  (16)  entstehen,  und  die  oben  nnr  theilweise  angegeben 
sind  ToHsttedig  diese; 
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^22 ^7  ■  c^^uaemttff 

^  («11  ««—««(«u-««)^)  -««««J»- 

Eine  particuläre  Lösung  derselben  erhält  man,  wenn  man  w 
gleich  Null,  ferner  UfS^a  gleich  OoiiBtaiiteiiy  die  der  Gleichung 

genügen,  and 

setzt  Man  hat  dann  weiter: 


^  ~  Ji  "0"  —  <^  <'44  V)  COS  'i' 

Ans  diesen  Ausdrücken  von  «t  ß»  T  ^f^f  ^  Ajihagh 
paukt  der  #y  y,  jr  mit  f^ehbleibender  GeschwimHgfcwt  eine 
Sdunabenlime  dmoUiiift,  deren  Aze  die  |*Aze  ist  Neant 
man  E  den  Badfau  der  C^Hnderfiftche,  auf  der  die  Schranbea- 
Bttie  Uegt)  so  ist: 

Ä     ±  i K <^ U0  -c^c^tph 


Digitized  by  Google 


Ueber  dfe  Bewigang  eiliM  BolMtadAipm  408 

oder  -wegen  der  Belatioiii  die  swieoben  H,9,p,a  heMuBn  soll: 

Ä  —  ±  j|C|,  (c,i  —  C^-j-  , 

Die  Geschwindigkeitscomponente  des  geiiauuteu  Punktes  senk- 
recht zur  |-Axe  ist  daher: 

±  i  («11  -  caa) 

Bezeichnet  man  daroh  fi  die  Tangente  des  Winkels ,  den  die 
Bioihtuig  eines  Slementoe  der  finhnwhfiiBlinie  der  Bichtun^ 
der  {-Aze  bildet  so  ist  liiemach 

Soll  /Ei  einen  gegebenen  Werth  haben,  so  ist  das  Verhältniss 
u:s  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen;  dieselbe  hat  zwei 
reelle  Wurzeini  sobald 


Ist  weiter  der  Badins  R  gegeben,  so  dient  die  fUr  diesen 
anfgeetellte  Gleichling  zur  Bestimmung  von  <r:i.  Die  swischen 
*f  Pf  ^  angenommene  Belation  lehrt  dann  p\u  kennen,  so 
dasedie  YerhUltniwe  der  genannten  ^er  Grtaen  bestimmt  sind. 
Biese  kSonen  selbet  berechnet  werden,  sobald  noch  die 
scbwindii^beit,  mit  der  die  SchranbeDlime  dnrehlanfen  md, 
gegeben  ist  Man  sieht»  dass  die  Bealit&t  ihrer  Werthe  aHehi 
durch  die  ünglmchheit  bedingt  ist»  die  erfUU  sein  mnss,  damit 
das  Yerhfiltniss  «:«  reell  Ist 

Die  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  BesnUate  sind 
ans  den  Differentialgleichungen  (14)  hergeleitet;  sie  lassen  sidi 
anoh  herleiten  ans  den  iDtegralgleidumgeu,  die  im  §.  6  ent- 
wickeit  sind.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Relationen 
swisoiMn  den  Oonstanten  der  Integration  aafirosteDen,  die  er- 
ftnt  Sern  rnttssen,  damit  die  Gleidrang  ftr  die  man  erbUi, 
wenn  man  den  Ausdruck  miter  dem  Wnrzebeidien  in  GHel- 
chmig  (20)  gleich  Null  setzt,  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  die 
dem  Aulaugswerthe  von  u  gleich  sind. 


26* 
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Üeber  die  Krftfte,  welche  zwei  nnendlicli  dünne,  starre  Ringe 
iB  einer  flflssigkeit  scheiubar  auf  einander 
ansilben  können.^) 

Auf  efaien  stairen  ESrper,  der  in  emsr  bewegten  Flüssig- 
keit sieh  befindet»  werden  von  dieser  BmcUzifte  ansgeUbt» 
die  im  Allgemeinen  eich  nicht  amheben.  ist  in  der  NSbe  des 
Körpers  ein  zweiter  Toibanden,  so  wird  dieser 
anf  die  Bewegung  der  Flflssigkeit,  also  auch  auf  die  Bmok- 
krikfte  sein,  die  anf  den  ersta  wiikeii.  In  emem  lUle,  in  dem 
diese  BmcUcrSfte  sieh  anfheben,  sobald  der  zweite  COrper  in 
die  Unendlichkeit  gerückt  ist,  sonst  aber  von  Null  yerschiedene 
Besnltanten  haben,  wird  man  sagen  dürfen,  dass  der  zweite 
Körper  auf  den  ersten  scheinbar  Kräfte  ausübt,  die  diesen 
Resultanten  gleich  sind.  Ein  solclier  Fall  findet  statt,  wenn 
die  beiden  Körper  unendlich  dünne  Ringe  sind  und  die  Flüssig- 
keit die  allgemeinste  Bewegung  hat,  die  sie  haben  kann,  wah- 
rend sie  in  der  Unendliclikeit  ruht. 

Genauer  präcisirt  sind  die  Voraussetzungen,  welche  hier 
zu  Gnnide  gelegt  werden  sollen,  diese :  Die  Flüssigkeit  ist  un- 
zusammendrückbai'  und  olme  Reibimg;  sie  ist  vollständig  be- 
gi-enzt  durch  die  Oberflächen  der  beiden  Ringe  imd  eine  im 
Unendlichen  liegende,  geschlossene,  feste  Fläche;  auf  ihre 
Theile  wirken  keine  Kräfte;  diese  Theile  rotiren  nicht  und 
haben  Geschwindigkeiten,  die  sich  überall  stetig  im  Räume 
ändern.  In  Bezug  auf  die  Gestalt  der  Ringe  wird  angenonmien 
werden,  dass  ein  Jeder  von  ihnen  eine  Mittellinie  bat,  die  eine 
beliebig  gestaltete  geschlossene  Cui-ve  ist,  und  dass  die  auf 
dieser  MittelUnie  senkrechten  Querschnitte  Kreise  von  einem 
unendlich  kleinen,  constonten  Badius  sind,  deren  Mittelpunkte 
in  der  Mittellinie  liegen. 

Unter  diesen  Yoranssetznngen  wird  bewiesen  werden,  dass 
die  beiden  Binge  scheinbar  KiSfte  aufeinander  ansllbeii,  die 
demjenigen  gleich  smd,  mit  welchen  sie  anfeinander  wiricen 
wflrdeni  wenn  zwei  eüektriscfae  StrOme  in  ihnm  flössen. 


0  Borahsidt*!  Jonmd  Bd.  Tl,  IMS. 
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Bei  den  gemadkten  Fettsetaningeu  giebt  es  ftr  die  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  ein  G^schwindigkeitspotential;  es  möge 
dieses  durch  (p  bezeichnet  werden,  die  Zeit  durch  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  des  zur  Zeit  t  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  durch  ^,  z,  der  Druck  durch 
die  Dichtigkeit  durch  o;  dann  smd: 

9(jp       d(f  dcf 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  im  Punkte 
(r,  j/f  z)  und  es  ist: 

Dabei  ist  eine  in  dem  Gebiete  aemer  Axgomente  stetige, 
aber  im  Allgemeinen  TieLwertihjge  Funktion  Ton  x,  z,  t 
Sind  fp'  mid  9"  xwei  Werthe  toq  9  fOr  dieselben  Werthe 
Ton     1/y  Zj  t  und  ist 

ff  —<f>  =x, 

so  ist  X  unabhängig  von  x,  y,  da  die  Geschwindigkeiten  ein- 
werthig  sein  müssen,  und  auch  unabhängig  von  t,  da  der  Druck 
einweilliig  sein  muss;  es  ist  x  also  eine  Oonstante. 

Dass  (p  mehrwerthig  sein  kann,  ist  eine  Folge  davon,  dass 
der  Ton  der  Flflssigkeit  erfüllte  Baum  ein  mehrfach,  und  zwar 
dr«l&dh,  znsammenh&ngender  ist  Man  denke  sich  diesen 
Baum  in  einen  einfiush  zosammenhSngenden  durch  swei  Quer- 
schnitte Terwandelt;  als  solche  mOgen  zwei  f^ftohen  genommen 
werden,  von  denen  die  erste  ToIlstBndig  begrenzt  wird  durdi 
eine  Lüne,  die  auf  der  Oberflftdie  des  ersten  Binges  der  Ifittel- 
Knie  dieses  parallel  veilftuft»  die  aweite  durch  eme  Linie,  die 
in  gleicher  Weise  auf  der  ObeiflAohe  des  zweiten  Binges  ge- 
zogen ist  Dazu,  dass  es  solche  Flftchen  giebt»  wird  erfordert, 
dass  die  Binge  sich  nicht  gegenseitig  umschlingen.  Der  Fall, 
dass  dieses  geschieht,  boü  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden,  obwohl  auch  in  ihm,  wie  sich  leioihi  erweisen  liest» 
der  zu  beweisende  Satz  seine  Qttlticßrait  behilt  £1  dem,  auf 
die  angegebene  Weise  gebildeten,  einfiMsh  zusammenhangenden 
Baume  ist  tp  emwerttu^  hat  aber  auf  bdden  Seiten  eines 
Jeden  Querschnitte  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe.  Für 
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den  ersten  Querschnitt  sei  die  Differenz  dieser  Werthe  Xj,  fibr 
den  zweiten  x.,,  wobei  dann  nach  der  vorher  gemachten  Be- 
merkung     imd  ^2  Constanten  sind. 

Die  Bedingungen,  denen  die  Funktion  (p  nun  zu  genügen 
hat,  sind  diese: 

1)  In  dem  ganzen  Gebiete  von     ^,  z  ist 

oder,  wie  hierfür  gesetzt  werden  soU, 

2)  Bei  dem  Dnrehgange  dmch  den  ersten  Querschiiitt 
findert  gich  ^  aprongwebe  um  »u  bei  dem  Duobgange  dnrch 
den  zweitea  um  x^. 

S)  Bedeutet  N  die  oadi  dem  Lmem  der  FmigSglnwt 
riohtete  Normale  eines  Elementes  dar  GcensflAdMEi  denelbflo, 

so  ist  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  eines  jeden  Ringes  ^ 

gleich  der  Oomponente  der  Geschinodij^ceit  des  anliegendeo 
Tbeiles  des  Ringes  nach  der  Richtung  von  N. 

4c)  Vfja  die  Punkte  der  im  Dnendlieheii  liegenden  Grens- 

flftehe  der  Fteeagkeit  ist  ~^^0, 

Diese  Bedingungen  bestimmen  die  i\mktiou  </>  vollständig 
bis  auf  eine  additive  von  j-,  t/,  z  unabhängige  Grösse,  sobald 
die  Lagen  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  Ringe  und  die 
Werthe  der  beiden  Constanten  Xj  und  gegeben  sind.  Es 
folgt  das  durch  eine  bekannte  Schhueweiae  ans  der  bekannten 
Gleichung 

m  ößp  d8  m  Blement  der  Gxense  des  Gebietes  von  ^  » 
bedeutet^  mm  man  emigt»  daaa  der  Tbea  des  Idar 
kommendsa  Do^ipeliiitegralBy  der  axh  auf  die  beiden  Seite» 
einee  der  beiden  Qaeraofanitbe  bedeht» 

ist)  wo  dem  x  der  Index  1  oder  2  zu  geben  und  die  Integra- 
tion nur  über  die  eine  Seite  des  Querschnitts  auszudehnen  ist 
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Um  einen  Ausdruck  zu  tinden,  der  den  ftlr  (f  aufgestellten 
Bedingungen  genügt,  bezeichne  man  mit  i7j  uud  U.,  die  Poten- 
tiale zweier  elektrisclier  Ströme,  die  die  Mittellinien  der  beiden 

BiBfpe  mit  deo  Tiitftmritfttfln  ^  und  ^  duroliilieiaeii,  in  Btsiig 

auf  dBen  Magnetpol,  der  sidi  im  Ponkte  (i-,  y,  z)  befindet  und 
eine  Menge  magnetischer  Flüssigkeit,  die  der  Einheit  gleich 
ist}  enth&lt  Es  sind  dann  bekanntlich  und  die  schein- 
baren Grössen  zweier  von  den  Mittellinien  der  beiden  Ringe 
begrenzten  Flächen  von  dem  Punkte  (j*,  y,  z)  aus  gesehen,  niul- 

tqplizirt  mit  ^  und        Setzte  man  9p »     -h      so  würde 

man  den  Bedingimgen  1)  mid  2)  genügen.  Man  mache  mm 

f/)  =  f/,  +  t/.  +  H'y 

80  ist  \p  eine  in  dem  ganzen  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
E4iume  einwerthige  und  stetige  Funktion,  die  der  Differential- 
gleichung J  iiJ  =  0  genügt,  also  als  ein  Potential  von  Massen 
angesehen  werden  kann,  die  theils  auf  den  Ringobei-Hiichen 
theils  auf  der  äusseren  Grenzliäehe  der  Flüssigkeit  angeonhiet 
sind.  Um  die  Bedingimg  auszusprechen,  die  rp  an  den  lling- 
(jberlläclien  zu  erfüllen  hat,  di'ücke  man  die  Lage  eines  Punktes, 
der  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  eines  der  Rmge  liegt, 
dorch  drei  Coordinaten  aa%  die  tf  &  genannt  werden  und 
fi)lgendermassen  defiuirt  sem  sollen.  Durch  den  Punkt  lege 
man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Mittellinie  des  Kinges;  s  sei 
der  Bogen  dieser  Linie  zwiMhen  ihrem  Schnittpunkte  mit  der 
genannten  Ebene  md  einiem  festen  Punkte;  r  der  Abstand 
desselben  Schnittpunktes  von  dem  fraglichen  Punkte  und  i?* 
der  Winkel)  den  die  Linie  r  bildet  mit  der  in  der  Schmie- 
gongNbene  10a  d»  liegenden  Normale  dieses  Elementes.  Ist 
A  die  OompoDflate  der  Geechwindic^fiit  des  Fonktee  der  Mifctel- 
lime,  der  dnrch  den  Werth  Ton  $  bestimmt  ist^  senkrecht  za 
d$i  mid  bildet  die  Biohtung  dieser  Coa^cmente  mit  der  Lmie^ 
T<m  der  ans  der  Winkel  &  gedhh  irird,  den  Winkel  so 
soll  der  Bedingong  8)  zufolge  ftr  die  Oberflftche  des  Bingee 

|^-^.C08(^-.«) 

sein.  Für  die  Oberflftche  des  ersten  Binges  ist      :»  0,  ftr 
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die  dee  zweiten       «  0;  da  ferner      ,  ^  ftr  die 

Punkte  in  der  Nähe  dee  zweiten  Bingee  und  ^ 


ftr  die  Punkte  in  der  Nihe  des  ersten  endUdie  Werthe  haben, 
80  ist  ftr  beide  Oberflächen: 

 .^y       =  Ä008(^  — 

WO  und  ebenso  Ane  ^4  und  a.  von  abhängen  und  end- 
lich sind.  Füi*  \p  ergiebt  sich  liieraus  die  Bedingung,  daas 
für  die  Oberfläche  eines  jeden  Binges 

=  ^  008(^  -  «)  -  J500B(^  - 

d.  h. 

=  C.  cos  [d-  -  y) 
ist,  wo  C  endliche  VVerthe  besitzt.    An  der  im  Unemlliehen 
liegenden  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  mnss  nach  der  Bedin- 
gung (4); 

dN  dN 

sein.  . 

Um  hiernach  ^  zu  bestimmen,  setze  man 

indem  man  unter  V  ein  Potential  Ton  Massen  yersteht,  die 
auf  den  Bingoberfläohen  liegen,  unter  W  ein  Potential  von 
MiiSBeii,  die  auf  der  ftuaeeren  Glrenzflädie  der  JPUlsBi^oeit  aioh 
befinden.  Für  die  Punkte  dieser  Qienzfläche  ist: 

dW        diV+Vy  +  Ut)  . 

bezeiohnet  man  mit  «f^  ein  Element  deraelben  Fläche^  so  mnss 

sein;  es  ist  aber: 

da  nach  einem  bekannten,  ton  Ampere  aufgestellten  Satze 
Ui  und  sich  als  Potentiale  von  Massen,  deren  Summe  gleich 
Null  ist^  darstellen  lassen;  es  ist  also  auch: 
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d.  h.  es  ist  aaoh  V  ein  Potential  Yon  Ifassen^  deren  Smnme 
gleioh  Noll  ist  Bemidmet  L  eine  unendlich  grosse  Lftnge 
Ton  der  Qrdmmg  der  Dimensionen  der  Grensflicfaei  so  ist  an 
dieser  hiernach: 

ew  a 

IVO  a  eine  endliche  Grtae  bedeutet  Von  der  Gienzflftche 
soll  Yoransgesetst  werden,  dass,  wenn  man  in  ihrer  Gkiehnng 

niaclit,  eine  Gleichung  zwischen  |,  i;,  ^  entsteht,  deren  siunmt- 
liche  Constanten  endlich  sind;  unter  dieser  Voraussetzung 
sind  die  Dift'erentialquotienten  von  W  nach  r.  *  in  dem 
ganzen  Gebiete  von  x,  y,  z,  also  auch  im  Endlichen  von  der- 

Q  Vir 

selben  oder  einer  niederen  Ordmmg  als       an  der  Grenz - 

flftche;  wie  man  sieht,  wenn  man  in  die  Gleichungen,  aus  denen 
W  zu  bestimmen  ist,  |,  l,  an  Stelle  von  y,  ^  eiiifülut. 
In  der  Gleichung 

die  an  den  Bingoberflftchen  zn  eifiUlen  ist»  ist  daher  |  nn- 

endUch  klein  und  man  kann  bei  Vernachl&ssigun^  unendüch 
kleiner  Grössen  zui'  Bestimnmng  von  V  die  Gleichung 

benutzen.  Verfugt  man  über  die  in  W  enthaltene  willkihüche 
adtlitive  Constaute  in  ptissender  Weise,  so  ist  ferner  //'  über- 
all unendlich  klein,  und  man  kann  daher 

^-  V 

setsen. 

Um  das  Potential  V  sa  finden,  soll  loAchst  das  Poten- 
tial einer  Masse,  die  auf  einer  gesddoasenen  Linie  angeordnet 
ist,  in  Besag  auf  einen  Ponkt,  der  dieser  unendlich  nahe  Hegt, 


1 
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tmienncht  werden.  Es  sei  ^  der  kflrzeele  AMaad  desPimk- 
tes  von  der  Lmie,  s  der  Bogen  der  Luiie  zwiBoheii  dem  einen 
Endpmikto  von  g  und  emem  üaeteii  Pankto,  &  der  Winkel 
zmclien  der  Bioltoiig  Ton  ^  imd  der  in  der  Sdiaiiegimgaebene 
Hegenden  Normale  von  if«.  Man  fUire  em  leohlirinUigea 
CoordinatenBTBkem  ein,  dessen  AnÜBugspanki  der  durch  den 
Weräi  Tim  «  bestimmte  Fmikt  der  mit  Masse  belegten  lime^ 
desen  dr-Aze  die  Tangente,  dessen  y-Aze  die  in  der  Sofamie- 
gungsebene  liegende  Nonnale  von  ds  ist,  und  nenne  y,  t 
die  Coordinatcn  des  Punktes,  zu  dem  man  kommt,  wenn  man 
Ä  +  rx  aus  s  werden  lässt.  Md  0  bezeichne  die  Masse,  die  auf 
dem  Elemente  drt  sich  bctindet.  Es  soll  angenommen  werden, 
dass  die  Gestalt  der  Linie  und  die  Vertheilung  der  Masse 
keine  Unstetigkeiten  darbietet^  der  All,  dass  für  biureiclieud 
kleine  Wertlie  von  a 

«SS         c  +  atr*f 

ist,  wo  m  eine  endliche  Oonstante^  n,  Of  ö,  e  endliche  QrOaaen 
bedeuten.  Man  beaeichne  Homer  durch  /  eine  LSoge^  die  an- 
endlich IddUf  aber  gegen  p  unendlich  gross  ist^  und  durch  Fi 
das  Potential  der  Lime  mit  Auaeohhiss  des  Theilee»  der  m 
^a-— /bis  <r»  /  reicht;  heisst  P  das  gesuchte  gaoie  Poten- 
tial, so  ist  dann: 


+1 

(w  +  na)  Ja  •  r» 


Man  sieht  zmiächst,  dass  bei  Vemachlftssigung  einer  unendlich 
kleinen  Grösse  in  diesem  Integrale  n  »  0  gesetzt  werden  kann; 
denn  der  Factor  Ton  nda  unter  dem  Integralleichen  kam  mar 
unendlich  wenig  grtaer  als  1  sein,  giebt  alsO|  mit  da  mnlti- 
plicfart  und  zwischen  den  unendlich  nahen  Gcensen  — /  und  / 
integrirt^  etwas  unendfidi  deines.  Die  redpe^  WunelgEtae^ 
die  unter  dem  Integralseichen  TOikommti  Ifisst  sich  ftmer 
schreiben: 
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od«r,  da  die  unter  dem  iiwilett  Wimelieieheii  ra  1  addirte 
GrOiee  unendlich  Uefai  Ist; 

Wv;-  iTTT^i  

"WO  €  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet.  Das  zweite  von 
diesen  beiden  Gliedern  kann  eine  gewisse  entUiche  Grenze 
nicht  tiberschreiten  und  giebt  daher,  mit  (Ig  nudtiplicirt  und 
z\s'ischen  a  =  —  l  und  a  =  l  integriii,  etwas  unendlich  Kleines. 
Daraus  folgt  dann,  dass  bei  Vemachläasigong  einer  unendlich 
kleinen  Grösse: 


oder  auch: 


Vi'  +  g'  +  i 


--.2»«lg? 


ist.  Da  P  von  /  unabhängig  sein  muss,  so  muss  es  auch 
2  m  lg  /  +  P/  sein;  bezeichnet  man  diese  Sunune  durch  p,  so 
hat  man  also: 

wo  bis  aof  nnendfioh  Umne  Giteen  toq  q  vnabb&ngig  und 
endlich  igt 

Ane  der  Glelchnng: 

ÖP       r       q{q  -  ir*{bcoB»  +  eAi&))(m  +  no)dv  d Pi 

kann  man  dnroh  Betrachtungen  derselben  Art  beweifleni  das 
bis  anf  eine  nnendlich  kleine  Qrtae 

ist 
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Eß  iflt  Ton  selbst  Uar,  dass  diese  JEteeidtate  auch  gelt^ 
wenn  die  mit  Masse  belegte  Linie  aus  zwei  oder  mehr  ge- 
tremuten,  gesehlossenen  linien  besteht 

Nun  kehre  man  zur  Beteohtang  der  beiden  Binge  snrttek. 
Die  Werthe  der  Grossen  t,  &f  welche  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  die  Lage  eines  Punktes  in  der  Nähe  ihrer  Ober- 
flächen bestimmen,  bezeichne  man  für  Punkte  der  Oberflächen 
selbst  durch  r',  wo  dann  also  r'  den  Radius  ihrer  Quer- 
schnitte bedeutet.  Die  Obertlächeii  denke  man  sich  nnt  Masse 
der  Art  bedeckt,  dass  auf  das  FUichenelement  ds  /•'  dit'  die 
Masse  fi  ds  d&'  kommt,  und  nelime  u  als  eine  endliche  und 
stetige  Function  von  s  und  ti  an.  Das  Potential  dieser  Massen- 
yertheilung  uemie  man  ^2;  es  ist  dauu: 

n  =  J^dd", 

wem  Fd^'  das  Potential  des  Streifens^  welcher  dem  Blanente 
d^  entspricht»  bedeutet  FOr  Ponkte,  die  nnendUch  nahe  an 
einer  Bingoberflftche  liegen,  hängt  P  in  der  Torher  ertrterten 
Weise  Ton  q  ab,  wenn: 

^  -yr'«  +  r«-2/rcoB(^-^) 

gesetzt  wird;  es  ist: 

ß  -  -  2  J/ülgV  r  »  +  r»  -  2r'rcQB{&'  -  &)  d&'  +  a», 

0 

wo 

Sn 

Man  aetK  nnn,  was  erlaubt  ist: 

-  lgr-^co8(i^  -i:^)-i^'co82(^-t^)  - 
es  ergiebt  sich  dann: 
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Q  wmut  —  4nfi^\^r  4-  2nfii  ^  cos     —  S^) 

+  ^  ^  p  C082  (l?«  -  Ö2)  +  .•. 

Witt  den  Worth  toh  m  «abetrüR»  so  ist  dieser  von  fx^,  ft^  ... 
unabhängig  imd  wsohwindet,  sobald  ftlr  alle  Werthe  von 
9  Yenchwmdet;  es  folgt  das  daraus,  dass  p  unendlich  wenig  sich 
Sndert,  wenn  die  Linie,  auf  welche  diese  Grösse  sich  beziehlv 
in  ihrer  Gestalt  und  Lage  unendlich  wenig  geändert  wird,  und 
dass  daher  bei  der  Berechnung  von  w  die  Massen,  die  in  den 
HingoberHäcIien  liegen,  in  den  Mittellinien  concentnrt  gedacht 
werden  können. 

Man  hat  weiter: 

_  öß       r   dP  r{r-r  coB(&  —&)),t., 

''^-J^ä^  ?  

0 

bei  YemachUMgung  einer  unendlich  klemen  Gxtae  aber  ist: 

unter  der  VorBiissetEimg,  dass  ^  um  etwas  Endliches  Ueiner- 

als  1  ist)  ist  femer: 

r  (r  —  r'  OOS      —  &)) 

endfiofa,  md  daher  unter  derselben  Yoraassetinng: 
oder,  da: 

^<'^-*-^<^^^>^-l+^cos(^-») 

+  ^'  cos  2       -  + 


r      -  —         -  2ii/ii  ^  cos     -  Jj) 


—  2]if4^oos2(^-^  — 


a 
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Ist  der  Werth  gegeben,  dem  r  ^  sich  nähert,  weuu  r  dem  r 

fdch  nlberty  bo  beatimint  dme  Gleidmiig  die  Grtaea  ^  «nd 
und  aoB  dieeea  Iftast  och  dann  X2  beredmeiL 
FOr  das  Potential  V  sollte  mm  fbr  r 

r|^.r'C.C08(^-y) 
sein;  es  ist  daher  für  unendlich  kleine  Werthe  von  r 

und  in  endlicher  Entfiarnung  von  den  Bingen  ist  K  =  0. 

Berücksichtigt  man,  dass  C  eine  endHche  Grösse  ist,  so 
folgt  hieiaiis,  dass  V  überall  in  der  fltaigkeit  nnd  die  BüEb- 
rentialqaolienten  Ton  K  in  endUciierEntCarmmgTon  den  Bingen 
nnendBch  Uein  sind. 

Der  für  qp  gefundene  Werth  soll  nmi  benutst  weiden,  um 
die  lebendige  Enft  der  SUssigkeit,  die  T  genannt  wmden 
möge^  m.  berechnen.  Es  ist: 

oder: 

d.  h.: 

WO  die  Integrationen  nach  d  S  über  ilie  Oberflächen  der  beiden 
Ringe  und  die  beiden  Seiten  der  Querschnitte  auszudehnen 
sind,  durch  welche  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  zu 
einem  einfach  zusammenhängenden  gemacht  ist  Die  beiden 
ersten  dieser  sechs  Integi'ale  sind  unabhängig  von  der  Lage 
und  der  Bewegung  der  beiden  Ringe;  ihre  Summe  bezeichne 
man  durch  K\  das  dritte,  das  fünfte  und  das  sechste  sind  un- 

endlich  klein,  da  ^  nmr  auf  miendlioh  Ideinen  Tbeilen  der 
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nftohany  llber  die  m  mtegriren  ist,  endlich,  Bonst  unendlich 
klein  ist,  da  V  überall  unendlich  klein  ist  und  C7j  und 
iiherall  endlich  sind.   Mithin  ist 

Ueber  die  Oberflächen  der  beiden  Binge  genommen^  ist  das 

S  ZT 

allem  ttbrig  gebliebene  Integral  andi  unendlioh  Uein,  da  ^ 

an  der  Obcrflächo  d«'s  ersten  Kiiiges  endlich,  au  der  des  z\veiten 
gleich  Null  ist;  üIkt  die  beiden  Seiten  des  zweiten  Quer- 
schnittes ausgedehnt,  ist  dasselbe  Integral  gleich  Null,  denn 

laßt  haX^  entgagengeMtate  mid      gkiche  Warthe.  JBs 

braucht  also  die  Integration  nnr  über  den  ersten  Querschnitt 
ausgedehnt  zu  werden.  Bezeichnet  man  durch  dS^  ein  Ele- 
ment desselben  und  durch  ?t\  die  eine  Normale  dieses,  so  ist 

hiemach,  da  ^  auf  beiden  Seiten  von  dS^  entgegengesetzte 

Wertiie  und      Werihe  ha;^  die  um     verBolneden  amd. 

Da  die  Grenzlinie  des  Querschnittes  von  der  Mittellinie  des  Ringes 
nur  unendhch  wenig  absteht,  so  kann  man  hier  dS^  auch  de- 
finiren  als  ein  Element  einer  durch  die  Mittellinie  des  ersten 
Binges  begrenzten  Fläche,  ^lach  dem  Amp Vreschen  Satae^ 
auf  welchen  oben  bereits  hiogewiesen  wurde,  ist  das  in  der  an- 
gegebenen Weise  genommene  Integral  aber  nichts  Anderes, 
als  das  Potential  zweier  elektrischen  Ströme,  die  die  Mittel- 
linien der  beiden  Binge  durohfliessen,  in  Bezug  auf  einander. 
Sind  d»^  und  zwei  Elemente  dieser  Mittellini0%  r  ihre  Ent- 
&nrang,  (ds^fdi^)  der  Winkel,  den  ihire  Bichtagen  mit  ein- 
ander bOdaBt  w  isl  daa  Potential  aweier  Strtaiey  die  jnü  der 
TntwMitttl  die  ICtteUinfan  dmpcihffiiwsonj  in  Bezwg  auf  einaiider; 

-jJ^-^oos(rfi^,rf-i) 

und: 

r  -  JT  -  h^JJ'J^  CO.  (ds„  ds^ 


J 

\ 
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Hieraus  foigl  mm  mmiittelbar  der  im  Eiiigwige  aoQgeaiKraGfaeiie 
SatB.  Denkt  man  ach  nfimlioli  die  Binge  dnroh  Eiflfte,  die 
man  auf  sie  iriiken  iSert,  irgend  wie  bewegt,  nnd  hewwchnet 
durch  ST  den  Znwaoha,  den  dabei  T  in  emem  Zeitelemeiii 
erf&hrti  so  ist  dT  ^ofa  dem  Moment  der  DmoldaAfie,  weldie 
die  Bings  anf  die  EUlBsigkeit  ansQben,  fbr  die  in  dem  Zeil- 
element geschehene  Yerrllckmig,  mid  also  —  ^2*  das  ent- 
sprechende Moment  der  Druckkräfte,  welche  umgekehrt  die 
Flüssigkeit  auf  die  Ringe  ausübt  Nach  dem  für  T  gefundenen 
Ausdrucke  ist  dieses  Moment  so  gross,  wie  das  der  Kräfte, 
mit  welchen  zwei  elektiisclie  Ströme  auf  einander  wirken,  die 


die  Mittellinien  der  fiinge  mit  den  Intensitäten  i/-?^ 


x^yJL  durchfliessen,  für  dieselbe  Yerrückung;  d.  h.  die  Binge 


ftben  scheinbar  dieselben  KrSfke  aof  emander  ans,  wie  diese 
elektrischen  StrOme  oder  auch  wie  die  dektrischen  Ströme^  & 
mit  den  genannten  Intensitftten  die  Binge  selbst  dnrcfafiiessen. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satses  ist,  nm  die  Darstellung  zu 
erleichtem,  voraosgesetzt,  dass  die  Querschnitte  der  Ringe 
Kreise  von  demselben  Radius  sind;  der  Satz  gilt  aber  auch, 
wenn  diese  Querschnitte  von  anderer  G-estalt  sind,  sobald  sie 
nui'  uuuiidlich  kleine  Dimensionen  haben. 


Zir  Thetrie  freier  FlUsigkeltMlraUei.^ 

Herr  Holmholtz  hat  in  seiner  Mittheiiung  „über  discon- 
tinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen"  *)  zum  ersten  Male  die  Ge- 
stalt eines  freien  Httssigkeitsstrahles  in  einem  q^iellen  Falle 
theoietisoh  bestunmt.  Die  Ton  ihm  dabei  bemitrte  Methode 
UM  sich,  wie  hier  geaeigt  werden  soll,  leicht  so  TsraUgemeinera, 
dass  sie  zur  LOsong  derselben  An^^e  ftr  eine  grosae  Zahl 
▼on  Ttilen  flIhrL 


1)  Borduurdt's  JouroaL  Bd.  70.  1869. 

8)  MflnsMieriehto  der  Bad.  Akad.  April  1868. 
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Es  wird  vorausgesetzt ,  dass  die  Flüssigkeit  incompressibcl  ist, 
dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  sie  wirken,  dass  ihre  Theilehen 
nicht  rotiren,  dass  die  Strömungen  stationäre  sind,  und  endlich, 
dass  die  Bewegung  überall  parallel  einer  festen  Ebene  ist 

Nennt  man  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  des  von  der  strömenden  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes, 
parallel  dieser  Ebene,  und  <p  das  Greschwiiidigkeitspotcntial  in 
diesem  Punkte,  so  ist  ^  eine  Function  Ton  9  imd  y,  die  der 
Gleichung: 

genügt.  Dabei  sind  ||  und  |j  die  C^eschivindigkeiten  parallel 

den  Axen  der  x  und  der  y,  und,  ist  p  der  Druck,  q  die  Dich- 
tigkeit, so  ist  weiter 


wo  e  eine  Constante  bedeutet  Hat  die  strömende  ViSasafßuat 
eine  freie  Grense,  so  mnss  diese  einer  Sferömungslinie  ent- 
sprechen, und  es  mnss  ftr  sie  der  Bnidc  ein  constanier  sein. 

Die  zweite  Ton  ^esen  Bedingungen  wird,  wenn  man  die  in 
Betracht  kommenden  Einheiten  passend  i^Uilt: 


1. 


Der  partiellen  Differentialgleichnng  ftr  fp  wird  genttgt^ 
wenn  man: 

wo: 


und  (ü  gleich  irgend  einer  Function  von  z  setzt  Dabei  ia^t 
die  Gleichung  einer  Strömungscurre: 

^  *■  oonst, 

nnd  es  ist: 

dff 


Kirebboff,  0«taaim«lte  Abbtndlongto.  27 
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wenn  mau  auf  den  rechten  Seiten  dieser  (Gleichungen  x  und  y 
als  Functionen  von  und  ^)  dargestellt  annimmt  Die  Be- 
dingungen für  eine  freie  Grenze  des  Sti^ahles  sind  daim  die, 
dasä  iur  sie: 

^  a  const. 

und: 


1 


ist.   Es  handelt  sich  darum,  solche  Functionen      Yon  z  za 

finden,  dass  diesen  Bedingungen  genügt  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  setze  man: 


3(ü 


nnd  wBhle  die  Function /(oi)  so,  daas  de  flir  einen  gewiHeD 
Werth  von  ^  nnd  ftr  ein  gewisses  InterTan  ton  9  reell  ist 
nnd  zwischen  —  1  nnd  + 1  Hegt  FOr  diesen  Werth  von  ^ 
und  dieses  Intervall  von  <p  ist  dann: 


%  -/(»).      %  -  V  !-/(•)/(«.), 

abo: 


d.  h.  die  dem  Werthe  von  ^  entsprechende  Strömungslinie 
kann  in  dem  dem  Intervalle  von  cp  entsprechenden  Stücke  eine 
freie  Grenze  der  bewegten  Elttssigkeit  bilden.  Giebt  es  mehrere 
Werthe  von  für  welche  /  («•)  die  genannte  Rigenschaft  be- 
sitzt, 80  können  alle  Strönrangdinien,  welche  diesen  enfcspredMn, 
freie  Grenzen  sein. 

Bei  einer  bestimmten  Annahme  fiber/(«)  ist  m  duch 
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die  für  ^  aufgestellte  Gleichung  im  Allgemeiueu  als  eine 

mehrwerthige  Funktion  yon  z  definkt  Es  soll  das  Gkbiet  von 
d.  h.  der  toil  der  bewegten  MOssigkeit  erfUlte  Banm»  so 
abgegroizt  werden,  dass  inneriuüb  desselben  ein  Zweig  Ton  » 
nioht  in  andere  ilbergeht;  dieser  Zweig  stellt  dann  eine  mög- 
liche nossigkeitsbewegtuig  dar.  Der  genannte  Zweck  wird  er- 
reiditi  wenn  das  Gebiet  Ton  o  anf  passende  Weise  begrenst 
wird. 

In  Besag  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  Ton  »  werde 
ximftchst  festgesetsty  daas  sie  eine  in  sich  znrttoUcehrendey  sich 
nicht  schneidende  Linie  ist^  die  aus  Theilen  besteht,  f^r  weldie 
%ff  constante  Werthe  hat»  nnd  ans  Theilen,  fttr  welche  tp  einen 
unendlich  grossen  positiren  oder  einen  unendlich  grossen  nega- 
tiven Werth  besitzt. 

Innerhalb  des  Gebietes  von  w  soll  /  (w)  eine  ein  werthige 
Function  von  <w  sein.  Hat  man  für  /(«)  einen  Ausdruck  an- 
genommen, der  eine  mehi'werthige  Function  darstellt,  so  sollen 
daher  aus  den  Verzweigungspunkten  derselben  Schnitte  gezogen 
sein,  für  welche  \p  constante  Werthe  hat. 

Weiter  soll  auch  V/{a>)  /(<«)—  1  zu  einer  einwerthigen 
Function  von  (o  gemacht  werden,  indem  aus  denjenigen  Punkten, 
fix  welche  /  (o>)  =  ±1  ist,  Schnitte  gelegt  werden,  fiir  welche 
^  constante  Werthe  hat.  Für  einen  Punkt  des  Gebietes  Ton 
w  kann  dann  noch  über  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  yer- 
filgt  werden.  Sind  Punkte  vorhanden,  für  welche  /(w)  un- 
endhch  oder  unendlich  gross  ^)  ist,  so  soll  ftür  einen  dieser 
Punkte 

y/H/(a>)  -1  -  +/H 
gemacht  und  vorausgesetzt  werden,  dass  für  sie  alle  dieselbe 

Gleichung  besteht. 

Femer  werde  angenommen,  dass  die  Function  /(w)  nur 
iu  ihren  Verzweigungspunkteu  unendlich  wird,  wenn  sie  es  über- 
haupt wird;  und  auch  Jüer  nur  so,  dass,  wenn  /  (ü>J  unend- 
lich ist, 

')  Ich  nenne  unondlu-h  das  Reciproke  von  Null,  uaendlich  gross  daa 
Beciproke  eiuei*  uueudUcb  kieiuen  (irüsse. 
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(«-fi)o)/(w) 

sich  der  Null  näliert,  wenn  oj  dem  Werthe  «o  sich  nähert. 

Innerhalb  des  bezeichneten  Gebietes  von  m  ist  dann  z  eine 
einwerthige  Function  dieser  Yanablen,  und  zwar  eine,  die 
nirgend  unendlich  ivird. 

Kon  beianohte  man  o>  als  Function  von  «.  Das  GMnet 
Ton  welehes  dem  angenommenen  Gebiete  yon  m  entspricht, 
erstreckt  sich  nicht .  durch  die  Unendlichkeit  mid  ist  begroizt 
dnrdi  eine  in  sich  znrfLcklao&nde  linie^  die  zosammengesetst 
ist  ans  den  Linien,  deren  Glelchnngen  ^»—00  mid  ^  »  +  00 
sind,  nnd  aus  StrOmnngslinien;  ein  gewisser  Theil  der  letateien 
kann  als  freie  Grenze  der  bewegten  Elfissigkeity  der  andere  als 
feste  Wand  angesehen  werden.  Lmerhalb  diese«  Gebietes  Ton 

2  hat  ta  keine  Verzweigungspunkte,  da  ^  in  keinem  Punkte 

desselben  yenohwindet.  Unter  der  Bedingung,  daas  die  Grenze 
des  Gebietes  Ton  z  sich  selbst  nicht  schneide^  ist  daher  inner- 
halb desselben  ai  eine  einwerthige  Function  von  «.  Es  ist  diese 


f 

III 

als  entsprechend  einem  gewissen  Werthe  von  c»  festsetzt 


Ein  Beispiel,  welches  eine  Yerallgemeinenmg  des*  Ton 
Herrn  Helmholtz  behandelten  Falles  bildet,  erhfilt  man, 
wenn  man 

setzt,  HO  k  ^  wie  auch  in  den  folgenden  Beispielen  ~  einen 
positiTen  echten  Brach  bezeidmet,  nnd  das  Gtebiet  Yon  m  durch 
die  Linien 

^  BS  0,  9  «3  —  00, 

^  B  JT,  9  B>  4.  00 

begrenzt 

Der  ftir  /(w)  angenommene  Ausdruck  ist  einwerthig;  die 
Verzweigungspunkte  von  V  —  !>  welche  nicht  ausser- 

halb des  bezeichneten  Gebietes  liegen,  sind  die  Punkte: 
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(jp  =  -  log  {1  -  Ä),  =  0, 

9>  «  -  log  (1  +k),  =* 

sie  liegen  in  der  Qrenie  dieses  Gebietes,  und  es  daif  deshalb 
dasselbe  nicht  durch  Schnitte  weiter  begrenzt  werden. 

Die  Gleichnngen  der  Grenze  des  Gebiets  yon  »  sind  za- 
gleich  die  Gleichnngen  der  Grenze  des  Gebietes  von  g.  Nimmt 
man  an,  dass 

fftr   9p  =  —  log  (1  +  Ä)   und   yj  ^  n 
—  0  und    y  —  0 

ist,  so  sind  diese  (_Tleiehungen  entwickelt  die  iblgendea. 
JFür        »  und     <  —  log  (1  -j-  k)  ist: 

y-0, 

wo  die  Wnzzel  —  wie  anch  spftter  jede  Wurzel  ans  einer  po- 
siti?en  GrOsse  —  positiv  genommen  werden  solL  Darob  diese 
Gleichungen  wird  die  poeiti?e  ffllfte  der  j^Aze  dargestellt; 
dieselbe  ist  als  feste  Wand  anzunehmen:  an  sie  schliesst  sich 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eine  freie  Grenze;  für  diese, 
nämlich  für  xp  ^  n  und  <jp  >  —  log  (1  +  ä),  ist 


iaf(i+w 


Femer  findet  man  fllr    «  0  und  ip  <  — log(l  —  A) 

9 

und  füi"  ^  =  0  und  (p  >  —  log  (1  —  k) 
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WO 

Der  erste  Theil  der  Strömungslinie  s=  0,  der  eine  der  x-Axe 
parallele,  bis  zum  Punkte  ^  =  r/,  y  =  b  gehende  Gerade  ist, 
ist  als  feste  Wand,  der  zweite  Theü  als  freie  Grenze  des  aus- 
tretenden Strahles  anzusehen. 

Der  imgefUue  Yerlanf 
der  Lmien  yfs^n  vaad  ffß^O 
18t  in  Eig.  18  dargesteUt 

DieVervoUrtfindigung  der 
Begrenzung  des  Gebietes  Ton 
f  wird  gebildet  durch  die 
Linie  ^  =  —  oo,  d.  h. 

X  SS  2k(f>  —  2e-'f  cos  yj+  a^, 

und  dieLime  ^«+00,  d.h. 

wo  a^,  dp  o^t  Gonstanten  sind»  deren  Werthe  leicht  angdb- 
bar  und  theiweise  benotat  amd  bei  der  Berechnimg  von  a  imdA. 
Die  erste  yon  diesen  beiden  Linien  UM  eich  beeeicfanen  ala 
ein  Halbkreis,  der  mit  einem  unendlich  grossen  fiadina  um 
den  An&ngspnnkt  der  Ooordinaten  beschrieben  ist;  die  sweite 
ist  eine  Gerade,  die  in  unendlidi  grosser  Entfenmng  fom 
Anfangspunkte  senkrecht  zom  Strahle  steht;  der  Strahl  bSdet 
hier  mit  der  positrreD  «-Aze  einen  Winkd,  dessen  CosinBs 
ist 

Lftsst  man  Ü  1  werden,  so  wird  a  unendlich,  der  Punkt 
{a,  b)  rQckt  in  die  Unendlichkeit;  das  Gebiet  von  w  kann  man 

dann  durch  die  Linien  \p  ss  n  und  1/;  =  —  ;r  statt  durch  die 
Linien  xp     n  und  ^  b  0  begrenzen;  dadurch  kommt  mau  zu 
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dem  Yon  Herrn  Helm  hol  tz  beliandeiten  FaUa,  auf  den  Fi%, 
19  sich  besieht 


■<  

( 

( 

fir.  ut 


Iii.  Ml 


Macht  man  ä  =  0,  so  wird  b  =  0;  die  Begrenzimg  der  be- 
wegten Flüssigkeit  ist  dann  die  JB^g.  20  dargestellte. 


Als  ein  zweites  Beispiel  möge  der  iFall  behandelt  werdeiii 


dass: 


ist  und  das  Qefaiet  Ton  a>  sich  nach  allen  Bichtangen  ins  nn- 
nnendtich  Ghposse  eistreckti 

Um  f[m)  zu  einer  einwerfhigen  Funktion  za  machen,  lege 
man  Ton  dem  Ponkte  <o  0  ans  einen  Scbnitt^  ftr  den  ^i^O 
nnd  9  >  0  ist»  nnd  setae  feel^  dass  ftr  ^  +  0  imd  +  0 
der  reeUe  TheQ  von  VmT  positiT  ist  Die yencweigungspmikte 
Ton  V/(w)Y(w)  —  1  sind  die  Punkte,  ftr  welche 

ist;  sie  liegen  alle  auf  dem  schon  gezogenen  Schnitte,  erfordern 
also  nicht  die  Leguig  neuer  Schnitte.  Was  das  Vorzeichen 

Ton  Vf(»)f  (»)  —  1  betrifft)  so  mnss  dasselbe  nach  den  ge- 
machten Peeteetemigen  so  bestimmt  werden,  dass  der  reelle 
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Theil  dieser  WurzelgrOsse  fOr  ^  »  +  0  und  ^  +  0  positiv 
iflft  Endlich  werde  angenommen,  dass  m  and  z  gleichieiftig 
Teraehinnden. 

Zur  Gienie  dee  Gebietes  Ton  x  gehOrt  die  Lime,  Ar 
welche  ip^O  und  9  >  0  ist  Diese  Lime  ^etzt  sich  aas  meh- 
reren Thailen  znsammen,  die  zu  unterscheiden  sind.  Für 

V/  —  +  OuadO<y<  ^y^t  ist: 

y-0, 

fUrv--OundO<9p  <j^^ 
y  =  0. 

Biese  Gleichungen  stellen  einen  Theil  der  x-Axe  dar, 
welcher  als  feste  Wand  anzunehmen  ist  Benutzt  man,  dass: 

ist,  80  findet  mau  füi*  die  Endpunkte  dieses  Theiles 

•  - » (i^liR-ri^,       + ^  0 

uud 

'  "  "  ^  (1  +    ( 1      * )      (iZi^  [j-BICmkjy 

wo  arc  shi  A  zwischen  0  and  ^  zu  wSlüen  ist 
Für        +  0  and  ^  >  irt 
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imd  für  1//  =  -  0  und  (p  >  ^^^.y^ 


Afp 


Die  Luden,  welche  durch  die  Integrale  dieser  Gleichungen 
dargestellt  werden,  wenn  man  die  Integrationsconstanten  so 
beatimmt,  dass  sie  Ton  den  eben  bezeiohneten  Endpunkten  der 
festen  Wand  ausgehen,  smd  freie  Grenzen  der  bewegten  Massig- 
keit. IKe  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  liegen  im  un- 
endlich Grossen,  wie  daraus  hervorgeht,  dass  f  üi*  w  oo 

da 

ist;  diese  GMdcfanng 
zeigt  zugleich,  dass  in 

unendlich  grosser  Ent- 
fernung vom  Anfangs- 
punkte der  Coordi- 
naten  die  Strömimg 
mit  der  Geschwindig- 
keit 1  in  einer  Rich- 
tung geschieht ,  die 
mit  der  z-Axe  einen 
Winkel  hildet,  dessen 
Cosinus  =  k  ist. 

Fig.  21  verau- 
schauhcht  die  Grenzen  des  Gebietes  von  r;  ausser  diesen  ist 
in  ihr  noch  die  Strömungslinie,  fttr  die  ^  b  Ound  9<0  ist^ 
angegeben. 


Fig.  XL 


Noch  ein  Beispiel  möge  angeführt  werden.  Es  sd: 

/(«)  * 


Vi-«-«» 

und  es  Yarüre  v  von  —  »  bis         ^  toe  —  00  bis  +  oo. 

Von  dem  Funkte  cu  0  aus  lege  man  einen  Schnitt,  für 
den  ^  ■«  0,  ^  >  0  ist.  und  setze  fest,  dass  für  ^  s=  +  0  und 
^  »  4-0  der  reelle  Theil  von/(oi)  positiT  ist  Die  Verzwei- 
gnngspunkte  yon  V/ {«>)/(•)  -  1  sind  die  beiden  Punkte: 
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41» »0  und  log(l  — 

die  beide  auf  dem  gezogenen  Schnitte  sich  befinden.  Das  Vor- 
zeichen der  AViirzelgi'össe  y/(w)/(a>)  —  1  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  ihr  reeller  Theil  lur  (p  =  0  und  i/;  =  4-  0  positiv  sein 
soll.  Endlich  setze  man  fest,  dass  «  und  z  gleichzeitig  ver- 
Bchwinden. 

Zur  Ghnenze  des  Gebietes  von  z  gehört  zunächst  die  Linie, 
fOr  welche  »  0,  ^  >  0  ist  Biese  setzt  sich  ans  den  folgen- 
den Theilen  zusammen. 

Für     B  +  0  und  0  <  ^  <  —  log(l  —  A')  ist: 

0 

y  =  o, 

lüi- 1//  «  -  0  und  0  <  ^  <  -  log(l  -  k') 

0 

Biese  Gleichungen  stellen  einen  Theil  der  d^Aze  dar,  der  als 
feste  Wand  anzunehmen  ist  An  ihn  schliessen  sich  als  freie 
Grenzen  der  bewegten  FlOssigkeit  die  Laden,  ffbr  welohe: 

y> -log(l 


also: 

und: 

also: 


d9 


19  yi:^* 

^"»-0,     y  >  _log(l-A=), 


ist    Die  übrigen  Grenzen  des  Gebietes  von  z  sind  die  Linien 
yf  ^  —  n,  xp  =     7t,  y  «  —  CX;,  ^  SS  +  00. 
Für     »  —  ff  ist: 

3?    -yr+e-^'      d^  V 


I 
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für  1^  —  +  ;i: 

diese  beiden  StrOmimgsimien  and  in  ihrer  ganzen  Anadehonng 
freie  Qiensen. 

Für  9  •  -  00  ist|^  «  —  ^ 
für     =  4-  00, 1/;  <  0:  ^  —  —  Ä  -  i  V  i  -i», 
und  fttr  ^«  +  cx),^>  0:|~«  A-iVf^. 


Für  (/  —  00  ist  hiernach  y  =4-00,  und  die  Strömung  ge- 
schieht mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Richtung  der  nega- 
tiven y-Axe;  für  y  =  -f  00  ist  =  ^  00,  y  =  —  oc,  und  die 
Strömung  geschieht  mit  der  Geschwindigkeit  1  in  einer  Rich- 
tung, die  mit  der  positiven  ^-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen 
Cosinus  T  Ä  ist. 

In  Fig.  22  sind  die  Grenzen  der  bewegten  Flüssigkeit  füi* 
diesen  Fall  dargestellt 
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lieber  stekeide  Sehwiigiigei  eiier  sehwerem 

niMiskeiti) 

Unter  den  wenigen  Flüssigkeitsbewegungeo,  für  welche  man 
die  Diffierentialgleichungeu  bisher  bat  integriren  kAanen,  nehmen 
eine  wesentliche  Stelle  die  unendlich  Jdeinen  Schwingungen  ein, 
die  eine  schwere,  nicht  reibende,  incompressible  Flüssigkeit  in 
einem  verticalen,  cylindrischen  oder  prismatischen  Qefässe  mit 
horizontalem  Boden  ausführen  kann.  IHe  Schwingungen  einer 
solchen  Flüssigkeit  in  einem  GlefSsse,  dessen  Boden  nicht  ho- 
rizontal ist,  sind  meines  Wissens  bis  jetzt  nicht  behandelt 
Es  sollen  im  Folgenden  einige  hieriier  gehörige  Fälle,  und 
zwar  FSlle^  in  denen  der  Boden  ans  einer  schiefen  Ebene  oder 
ans  zwei  sdiiefen  Ebenen  gebildet  ist,  erOrl^rt  werden.  Dabei 
wirdToransgesetzt»  dass  dieBew^^ung  nnryon  einer  horizontalen 
Ordinate  abhftngty  die  Flü88i|^^eit  also  in  einer  Bichlang  durch 
zwei  parallelci  yerticale  Wftnde  begrenzt  ist 

£s  sei  #  die  horizontale  Ordinate  eines  PmJctesy  die  diesen 
Wlknden  parallel  ist,  «  die  yerticale  Ordinate  und  ^  das  Qe- 
schwindi^eitspotential  in  diesem  Punkte  zur  Zeit  i]  dami  ist: 

oder: 

(1)  <j(>  =  F(2  +  «>)  +  G{z-  i^}, 

wo  i  —  y  -  i  i^t  und  F  und  G  Functionszeichen  sind.  Die 
Functionen  Fund  G  müssen  conjugirt  sein,  da  (f  reell  ist.  Die 
freie  Obertiäche  der  Flüssigkeit  weiche  unendlich  wenig  von 
der  Ebene  c  =  0  ab,  die  positive  c-Axe  sei  abwärts  gekehrt 
und  (/  bezeichne  die  Beschleunigung  eines  frei  fallenden  Kör- 
pers, dann  ist  für  x  0: 

^  dz  "  dt* 

und         ist  die  Tiefe  eines  Punktes  der  freien  Obezflftche 

ff  Ol 

unter  einer  festen  horizontalen  Ebene. 


>)  Mboattbeiidit  dar  Akad.  d.  WIm.  io  Becttn  yom  1».  Mai 
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Nim  werde  Toraosgesetzt»  dass  ip  gleich 

mnltiplizirt  mit  einem  Ton  t  onablADgigeii  Faktor  ist,  wöbet 
dami  n  die  Zahl  der  emfiiohen  Schwingimgen  bedeutet^  die 
jedes  UfiBsii^tstheflchen  in  der  Zeitemheit  ansfflhrt.  Ee  igt 
dann: 

also  fllr  Zi^O: 

(2)  |2«-ay,woa-*iL\ 

Setzt  man  hier  den  Werth  von  (f  aus  der  Gleichung  (1)  ein 
und  bezeichnet  diu'ch  P  und  G'  (he  Differentialquotienten  von 
F  und  G  nach  ihren  Argiunenten,  so  erhält  man: 

{iw)  +  G'  (- 1>)  -  -  a  (i^^Ci«)  +  ö  (-  i«) ). 

Biese  Gkichong  braucht  nnr  fllr  reelle  Wertilie  Ton  «  erftUlt 
211  werden,  imd  zwar  für  solche»  die  Pankten  der  frden  Flftssig- 
keitsoberfläche  entsprechen;  das  kann  aber  nur  geschehen,  wenn 
sie  auch  für  jeden  complexen  "Werth  Ton  »  erfüllt  wird.  Be- 
zeichnet daher  u  eine  complexe  Variable,  so  muss  allgemein 

r  (u)  +  G'  (-  u)  -  -  a  {F(u)  +G(-  «)), 

oder  auch 

(3)  §i (i^M -  G a {F{u)  +  G{-u)) 
sein. 

Es  ist  nun  noch  die  Bedingung  aufzustellen,  der  an  der 
nicht  freien  Flüssigkeitsoberflftohe,  abgesehen  von  den  der  drjr- 
£bene  parallelen  Wänden,  zu  gcnngen  ist  Diese  Bedingung 
ist  die,  dass  diese  ObeiffiUshe  die  Flächen 

9  —  oonst 

senkrecht  schneidet,  dass  also  für  jeden  zusammenhängenden 
Theil  derselben 

F{z  +  ix)  -  G(r  —  ix)  =  const 

ist.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  die  ganze  nicht  freie 
Oberfläche  zusammenhängend  ist;  der  Werth  der  zuletzt  ein- 
geführten Constanten  kann  dann  ohne  Beschränkung  der  All- 
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gemeinheit  belielng  gewfthlt,  die  Bedingniig  also  dalim  aiuge- 
sproehen  wefden,  dass  ftr  die  nidit  freie  Oberfllohe 

(4)  +  (?(«-i;t)»0 

ist 

Die  nicht  freie  Oberfläche  sei  noa  die  £bene: 

M  . 

oder,  wenn  man: 

#0^008^  ssK^sin^ 

setzt,  die  Ebeuu: 

und  die  Flüssigkeit  befinde  sich  auf  der  Seite  dieser  Ebone. 
nach  der  die  poeitiTe  a-Ax»  gekehrt  ist,  d.  h.  sie  eifülle  den 
Baimii  flir  den 

*  <« 

ist  Die  Gleichung  (4)  wird  dann: 

Diese  Gleichang,  die  sonftchst  nur  fttr  positire  reelle  Wertiie 
yon  (f  eiflUlt  su  werden  branchti  mnss  eben  deswegen  anch 
fttr  eompleze  gelten;  bezeichnet  tt  wiederum  eine  compleze 
Variable,  nnd  setst  man: 

so  hat  man  daher: 

(6)  G(u)^F(--ßu), 
nnd  in  Folge  der  Gleichnng  (8): 

(«)  im  -  F{fiu))  -  -  a{F(u)  +  F{ßu))' 

Es  sei  a  mit  n  commensurabel  und: 

M 

wo  m  nnd  n  zwei  ganze  Zahlen  sind,  die  keinen  gemeinsamen 
Faktor  haben,  also: 

.tmm 


1 
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£8  ist  dann  ß  eine  primitive  »te  Wurzel  der  Einheit  und  unter 
einer  sogleich  abzuleitenden  Bedingang  litost  sich  der  Gleichung 
(6)  geniHgen  durch 

WO  X  dne  idllkfirKche  Oonstante  ist,  A^i ...  OoDstanten 
flmd,  deran  YeridUtmase  auf  passende  Weise  bestimmt  werden 
mtkssen.  Setzt  man  nftmUch  diesen  Ausdruck  Ton  in  die 
Gleichung  (6),  soerhftHmandie  folgenden  Bedingungsgleiohungen: 

A  (Aq  —  An-\)  =  -  Mo  +  ^«-0 


oder: 

4,(a+1)-^i(;L-1) 
(8)  urf,09«A4-l)  =  ^j(/?«A-l) 


-rf^i  OS--U  + 1)  -  wrfn-i      - 1). 

MultqpUdrt  man  sie  mit  einander,  so  erhSlt  man: 

da: 

die  Wunebi  der  Gleicfamig: 

-  1  =  0 

sind.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  7i  ungerade  ist,  die  Glei- 
chungen (8;  nicht  bestehen  können,  ohne  dass  alle  ver- 
8ch\snndon:  wenn  7J  gerade  ist,  aber  diese  Gleiehungen  bei 
einem  beliebigen  Werthe  von  /,  und  einem  beliebigen  Werthe 
einer  der  Grössen  ^/  erfüllt  werden  können.  Demgemäas  soll 
n  als  gerade  angenommmen  werden. 

Die  Hälfte  der  Glieder  des  in  (7)  für  F  aufgestellten  Aus- 
drucks yerschwindet,  wenn  man  k  einer  ganzen  Potenz  ?on 
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l^eichsetrt.  WSUt  man  esiiie  andere  Potenz,  so  ediBlt  maa 
einen  niir  scheinbar  TerscUedenen  Aiiadrock  ftr  F.  Man  mache 

es  Terscbwincleii  dami  die      deren  Index  >  oder  grtaer  als 

\^si,  A^  kann  beliebig  gew&hlt  werden,  es  ist: 

A,^A^-^ 
A.^A  ^'-^  ^ 


i  -—1 

ß*  -1 

und: 

Statt  der  Conatanten  A  mögen  hier  Constanten  B  durch  die 
Gleichimgen: 


B^e^T 

.  IKlO 

2 

s  * 

eingefllhrt  werden;  mM  hat  dann: 


1 


hier  ist  B^  irillkOrlich  mid 
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a     oolg  »  cotg  2  « 


^^^i -^0      ^      2  a....  cotg        fl« ) 
woraus  folgt: 

WO  die  Zeichen  —  gelten,  wenn  ^  und  zugleich  gerade 

ist,  während  in  allen  anderen  Fällen  die  Zeichen  +  zu  nehmen 
sind.  Bildet  man  nach  (5)  und  (9)  den  Ausdruck  von  G(v) 
und  kehrt  die  Beihenfolge  der  Glieder  um,  so  erhftlt  man 
JdeniaGh: 

i  ,  .  »-10 


WO  über  das  DoppelzeicheniDach  derselben  Begel  zu  entsoheideii 
ist  Nach  (1)  ist 

9,-Jf(ti)  +  ÖW, 

wenn: 

gesetzt  wird,  und  F  (//)  und  G  [v]  bind  conjugirt.  Die  Expo- 
nenten in  den  entvSi)rt'Lln'nden  (Tliedern  der  für  diese  Func- 
tionen aufgestellten  Ausdrücke  sind  conjugirt;  daraus  folgt,  dass 

JB^  reell  sein  nmssy  wenn  mcht  y  und  — |—  gerade  sind,  rein 

imaginär,  wenn  diese  beiden  Zahlen  gerade  sind.  In  beiden 
Fallen  ist  (p  gleich  dem  Doppelten  des  veeiUen  Theiles  des  In 

(9)  lur  F{u)  aufgestellten  Ausdrucks. 

Fühi-t  man  statt  x  imd  z  wieder  die  Polarcoordinaten  q 

und  &  ein,  so  hat  man: 

Klrthhofr,  QwtmiMm  Akkttdta^pk  88 
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flu^Q  {Bin  (2  «  -r      -i-  i  cos  {2a  + 
/^ti  a  ^ (8m(4«  +     +  1 008(4«  +  &)) 

M «-  p  (sin  ( (n  -  2) «  +  ^)  -h  t  OOS  ( (n — 2) «  +  ^) ). 

Man  ersieht  hieraus,  dass  im  Allgemeinen  bei  den  hier 
aufgestellten  Formeln  rp  unendlich  wu'd  iimerhulb  des  von  der 
Flüssigkeit  erfüllte u  Raumes,  in  dem  (f  tou  0  bis  Unendiicb, 
^  von  0  bis  «  vanirt;  nur,  weim: 

'  II 

ist»  findet  dieses  nioht  statt  und  f  ttr  ^  »  ao  itM,  ivenn  man 
2Bo  —  1  maohi^ 

ff>  =  e-«oos(a«  -H  n 

Bei  beliebigen  Wertheu  von  x  und  z  hat  mau  dann 
für  M  =  2: 

%F(z  +  ix) «  «~«C+i.) 

ip  «  e-«C08aJr; 

für  II »  4: 

=  ^       (cosajr  —  sma^r) 

+  ^  e-<"(cosa*  —  öiua^); 

fttr  II »6: 

2-F(^  +  ix)  =  -  i>-*KM^) 

+ yr«-  |<«-HVT  )+•  f(  VfL«) 
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ip  »  —c-*"  sin  aar 


Nimmt  man  in  der  Gleiohiing  (7)  X  nn^dlioh  klein  an 
und  entwickelt  die  Ezponentialgrdssen  nach  Potenaen  der  Ex- 
ponenten, Bo  erfaftlt  man  fUr  F{u)  eine  ganze  rationale  Func- 
tion Ton  «.  Die  allgemeinste  Eonotion  dieser  Art»  die  der 
Gleiöbong  (6)  genttgt»  findet  man,  indem  man  in  diese  Gleidmng 

setzt,  wo  h  uud  h'  ganze  Zahlen  bedeuten  und  >  A  ist  Es 
ergiebt  sicli  dann 

wo  k  jede  der  Zahlen  A  +  1,  h  -\-2,.,.h'  sein  kann,  während 
Au  willkürlich  bleibt.  Man  kann  diesen  Bedingungen  genügen, 
indem  man  A  »  0  oder  einem  Yiel£a.chen  von  n  und 

A'  =  A  +  | 

setzt. 

Ein  besonderes  Interesse  hat  der  £*aU,  dass  die  auf  diese 
Weise  gebildete  Function  F{u)  Tom  zweiten  Grade  ist;  das 
findet  statt»  wenn  n  as  ^  ist  und  A  ->  0  gewählt  wird.  Es  sei 

«  —  ^  ,  also        —  i; 

dann  hat  man: 
woraus  nach  (5)  folgt: 

Da  F{u)  und  G{v)  conjugh-t  sind,  so  muss  liiernaoh  reell 
sein.  Setzt  man      «  ^  so  erhält  man: 

28* 
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(f  =  1  —  a{z     x)  -\-  a*zx 

und  als  Gleidrang  der  Stromlinien,  d.  h.  der  LinieD,  welche 
die  Linien  ^  =  const  senkrecht  schneiden: 

const «»  «{f  —  a?)  —  Y  («"  —  tfl). 

Zu  diesen  Linien  gehört  auch  die  Gterade  s^x^O;  für  sie 
ist  die  mit  oonst  bezeichnete  QiOsse  »  0;  eine  zweite  Gerade 
rnnss  zn  derselben  Stronüinie  gehören;  sie  ist  die  Gerade 

2 

die  die  erste  in  dem  Punkte  ^       =  ^  schneidet  Die  gedacht« 

Bewegung  kann  daher  auch  bestehen,  wenn  die  Flüssigkeit 

ausser  dnrch  die  Wand         noch  durch  die  Wand  - 

begrenzt  ist,  wt  im  sie  also  in  einem  prismatischen  Gelasse  sich 
befindet,  dessen  Kante  nach  nnten  gekelirt,  dessen  Winkel  ein 
rechter  ist  und  dessen  SeiteuÜächen  gegen  die  Vertikale  gleich 

geneigt  sind:  ^  ist  die  grOeste  Tiefe  der  Eiflssii^eit 

Für  r  =  0  {wic  für  jeden  constanten  Werth  von  r)  wird 
(f  eine  lineare  Fnnction  von  x;  .daraus  lolgt,  dass  die  treie 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  bei  der  Bf^wcfnniti  stets  eine  Ebene 
bleibt.  Die  Dauer  einer  einfachen  »Schwinguiig  ist  der  Glei- 
chung (2)  zufolge 


d.  Ii.  gleich  der  Scliwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels, 
dessen  Länge  der  grösstin  Tiefe  der  Flüssigkeit  gleich  ist. 
I)ie  Flüssigkeitstheilchen  bewegen  sich  in  den  gleichseitigen 
Hyperbeln,  deren  Asymptoten  die  Gefässwände  bilden. 

Die  beschriebene  Bewegung  ist  eine  von  unendlich  vielen 
Schwingungsarten,  die  eine  Flüssigkeit  in  einem  Gtefässe  der 
bezeichneten  Art  ausführen  kann.  Auch  die  andern,  schnelleren 
Schwingungen  lassen  sich  theoretisch  yertblgen.  Man  kommt 
aof  sie,  wenn  man  die  Constanten  X  und  a  in  dem  ffir  F(u) 
in  der  Gleichung  (7)  au^estellten  Ausdruck  so  m  beatimneB 
sucht,  dass  fttr  «  +  «a*2c  (wo  c  die  grOsste  Tiefe  der  IMaBig- 
keit  bedeutet): 
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ist.  Nach  der  Gleichung  (5),  in  der  liu*  ß  sein  Werth  —  i  zu. 
setzen  ist,  wird  diese  Bedingung: 

Diese  Gleichung  (7)  ist  hier: 

(10)  F  (n)  =     t^"  +  -f  -f  .^.j  e''<"* 

und  zwischen  den  Oonstanten  A  hat  man  die  Gleichungen: 

(11)  '^,(-^  +  1)  ^A,(-X-l) 

|^(a+i)  -4(a-i); 

die  neue,  eben  abgeleitete  Bedingung  giebt  zwei  Gleichungen, 
namMch: 

und: 

Diese  fUnf  Grieichungen  reichen  gerade  aus  zur  Bestimmung  der 
fflnf  Gh'össen  A^,  J^,  A^j  a.  Durch  Rlimination  der  drei 
ersten  erh&lt  man: 


(1  + 


-i.i<a-«  -  g  4- (1  •- 1 1) 

MoUiplizurt  man  diese  Gleichungen  eüunal,  dividirt  sie  das  an 
dere  Mal  und  zieht  jedesmal  die  Quadratwurzel,  so  sieht  man, 
dass  entweder: 

gUm« «        und  e"^««  .  1  +  »ä 


1-1        "  l-U  ' 

oder: 

e      =»  unu  c  » 

sein  muss.   Man  setze: 

Xac  =■/>, 

80  hat  man  im  ersten  falle  die  Gleichungen: 
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oder: 


im  zweiten: 
oder: 

— cotg;?        e^p  =  cotg  + 

Die  beiden  transcendenten  Gleichungen,  denen  einer  p  genügen 

muss,  lassen  sich  in  die  eine: 

cos  2;»  ^  —  1 

zQsaminenfaBsen,  welchee  die  Gldohnng  ist»  die  die  SehwingongB- 
zahlen  eines  elastischen,  an  beiden  Enden  freien  Stabes  be- 
stimmt Die  Wnrzehi  derselben  smd  bekannt;  ans  diesen 
Wnrzeb  findet  man  hier  die  Schwingnngszablen  der  flflssig- 
keitsmasse,  nSmlich  die  Werthe  der  Grtae  a  (die  den  Qna- 
draten  der  Scfawingungszalilcn  proportional  sind)  im  ersten  der 
beiden  nnterschiedenen  Fälle  durch  die  Gleichung: 

im  zweiten  durch  die  Gleidiung; 

HC  —  —ptgp. 

Die  Gleichung  e^'  »  tg  {p         ^  zunächst  die  dreifache 

Wurzel =3  0;  bei  dem  Probleme  des  elastischen,  schwingenden 
Stabes  hat  dieselbe  keine  Bedeutung,  da  sie  dort  einer  unend* 
lieh  grossen  Schwingungsdaner  entspricht;  anders  ist  es  hier, 
fOat  p^O  wird  hier 

ac  =  1; 

der  hierdurch  bestimmte  Werth  von  a  bezieht  sich  auf  die 
Torher  erörterten  Schwingungen,  bei  denen  die  Oberfläche  der 
Httosigkeit  stets  eben  bleibt  IMe  folgenden  Wurzeln  der  ge- 
nannten Gleichung  fBa:  p  sind  etwas  kleiner  als: 
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Die  Genauigkeit  dieser  Nfihenmgswertlie  ist  um  so  grOaser,  je 
grtaer  ihre  Ordnungszahl;  schon  bei  dem  ersten  ist  sie  be- 
deutend, es  ist  nftmlich: 


Die  Grleichung  e^j»  =  cotg  ^  +      liat  die  einfache  Wurzel 

ff^O,  die  aber  einer  unendlichen  Schivingungsdauer  entspricht; 
ihre  folgenden  Wurzeln  sind  etwas  grösser  als: 

Sn    In  lln 


Nennt  man  die  Schwingungsart,  bei  der  die  Obeiüäche 
der  Flüssigkeit  eine  Ebene  bleibt,  die  erste  und  setzt  ilu'e 
SchwingUDgszabl  1^  so  sind  biemach  die  Schwinguugszahlen 
der  Schwingnngsarten  ungerader  Ordnungszahl: 


und  die  der  Scbwingungsarten  gerader  Ordnungszahl: 


Neben  der  Schwingungszahl  sind  für  jede  der  möglichen 
Schwill- uiigsarten  von  Interesse  gewisse  ausgezeichnete  Punkte 

der  Uberlläche,  die  Knoten  nämlich,  d.  b.  die  Punkte,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  Null  ist,  und  die  Bäuche,  in 
denen  die  vertikale  Bewegung  ein  Maximum  ist,  die  Tangente 
an  die  Obertläcbe  also  horizontal  bleibt.  Um  diese  zu  linden, 
muss  der  Ausdruck  von  (f  aul■ge^tellt  werden. 

Für  die  Schmngungsarten  ungerader  Ordnungszahl  sind 
die  (srleichungen  (11): 


^  =  3,92699, 


1  ,  1,9824  ,  2,6586  ,  8,1968, 


1,5248  ,  2,8448  ,  2,9398. 
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nach  (10)  ist  also,  wenn  man  über  die  willkürliche  Constaute 
auf  gewisse  Weise  verfügt: 

21/- (m)  «  ci- (7-1-)-^-'' 

oder  küi'zer: 

t  F («)  -  cosp     +  1  -  t)  -  eoep  (|.  - 1  - 1) , 
und  nach  (5): 

iG  (ü)  =  —  cosj»      —  1  —  j j  +  cos;)     —  1  +  . 

Um  zu  erhalten,  bat  man  diese  beiden  Gleiofanngen  za  ad* 
diren  und  u^z-^-i»  ,  v^t^i»  fsx  setzen.  Man  branclLt  9p 
nnr  ftr  die  Oberfläche  kennen  zu  lernen,  man  kann  also  r  «  0 
setzen;  überdies  möge: 

gemacht  werden;  es  ergiebt  sich  dann: 

t>  8  ooe;»  (I  —  0  —  cosp  (1  + 1|) 

-  cos;?    +  0  +  cos;?  (1  -  1 1), 

oder: 

Nach  der  tranecendenten  Gleichung,  der  f  genflgt»  ist: 

wo  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  mit  dem  Vorzeichen  Ton 
sin;;  übereinstimmen  muss;  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor  hat  man  daher  auch: 


g>  =  flin;?^  -f  V  cos2/»  ^ 


In  den  Ejioten  ist  ^  a  0,  in  den  Bäuchen  ^    0,  d.  h. 
0=  cos/»  4  +  Vcos2;?  . 
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Fttr  die  Schwmguugsarten  gerader  Ordnungszabl  ist: 

und  daber,  wenn  man  iriedemm  Ober  A^  «of  gewisse  Webe 
▼eiftgt: 

oder 

^  (u)  -  coe ;»  (iii  +  1  - «)  +  cos;,  (2  -  1  -  i) 

<?(v)  -  coep  (ii  -  1  -  f)  +  cos;,     -  1  +  1) 
und  &a  die  Oberfl&che: 

9  -  cos/?  (I  -  0  4-  C08;>  (l  4-  /|) 
+  C08/>(|  +  i)  -i-  C08/?(l  -  i|) 

oder 

^  8  («p  +  e-')  cos;?  {  +  cosj»  (e't  +  e-»«) . 
Es  ist  aber 

^vü  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  mit  dem  von  cos;>  über- 
einstimmen muss.  Abgesehen  von  einem  coustauten  Factor  bat 
mau  daher  auch 

<p  =  cos pi  +  }  cos 2 p  1  . 

Auch  hier  ist  in  den  Knoten  ^  »  0,  in  den  Bäuchen  s=  0, 
d.  h. 

{)  SS  smp^—  \  cos  2p  2  • 


L 
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Die  folgende  Tafel  entbält  {ür  die  einzelin'ii  Schwingimgs 


arten  die  UidnimgszMlil.  die  Sclnvingiiiigszahl  und  die  Wertlie 
von  1,  die  den  Knoten  und  Bäuchen  entsprechen. 

m 

1  } 

Ordnnngnalil  j  Schwingangssahl  j  Knoten 

Bloebe 

1 

1  0 

2        '      1,5243           ±  0,55170    -  0 

3 

1,9824                 0          ,  ±0^25 
-    ±  0,78580  j 

■ 

4        ^       2,3448       «     ±  0,28838 

1    ±  0,81111 

« 

0 

±  0,51>Ü00 

5 

2,6586       i          0  ±0.22263 

4:  0,44644     '     ±  U,b5776 
±  0,85310  ' 

5  • 

Yennehe  Aber  stehende  SekwiB^^ugei  des  Wassers.*} 

In  den  Monatsbericliten  der  Bi  il.  Aicad.  vom  Mai  1879-j 
Imt  einer  von  uns  die  Theorie  der  stehenden  Schwingungen 
entwickelt,  die  eine  schwere  Flüssigkeit  in  einem  prismatischen 
Gelasse  ausführen  kann,  dessen  verticaler  Querschnitt  aus  zwei 
geraden  Linien  besteht,  die  miteinander  einen  rechten  Winkel 
bilden  und  gleich  geneigt  gegen  die  Verticale  sind.  Wir  haben 
einige  der  dort  abgeleiteten  Besultate,  namentlich  einige  der 

')  G.  Rirchboff  and  G.  HanumMin,  Wied.  Ann.  Bd.  10.  1880. 
*)  S.  oben  p.  428. 
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dort  ])en'chneten  Schwiiigiingsdaucrn  durch  Messungen  zu  prüfen 
^'esuciit.  Die  Sclmöngiuigen  der  Flüssigkeit  wurden  dadurch 
hervorgerufen  nnd  unterlinlten,  dass  das  prismatische  Gefdss 
imter  dem  EinÜuss  electromagnetischer  Kräfte  Schwingungen 
um  861216  Kaote  als  Axe  auslührte.  Die  Daaer  dieser  Schwin- 
gmigtii  konnte  üm6rhalh  ^rowisser  Grenzen  geändert  und  ge- 
messen werdt  n;  ausserdem  liess  sich  ihre  Amplitude  und  di6 
Amplitude  der  Wasserfläche  in  ihrer  Mitte  messen.  Das  Yer- 
hftltniss  dieser  beiden  Amplituden  zeigte  ftr  gewisse  Werthe 
der  Sdnnngungsdaner  stark  ausgesprochene  Mazima;  diese 
Werthe  mnssten  nahe  ftbereinstimmen  mit  den  Schwingnngs- 
danem  der  Schwingnngsarten  ungerader  OrdnungszaUi  welche 
an  dem  angefUirtenOrte  gefunden  sind.  WiU  man  mit  grosserer 
Gtenauigkeit  die  Resultate  der  Theorie  mit  denen  der  Be- 
obachtung vergleichen,  so  stOsst  man  auf  Schwiei-igkeitcn,  da 
in  der  Theorie  weder  die  Bewegung  des  Gef^ses  noch  die 
Reibung  der  Flüssigkeit  bis  jetzt  berücksichtigt  werden  kann; 
es  ist  nur  der  Weg  offen,  der  so  häufig  eingeschlagen  werden 
muss:  füi'  den  Fall,  der  vorliegt,  Formeln  als  gültig  anzu- 
nehmen, die  für  einen  Fall,  der  ähnlich  zu  sein  scheint,  und 
dessen  TliiDrie  durchgeführt  werden  kann,  sich  ergeben.  Um 
solche  Fonueln  zu  linden,  haben  wir  die  AViissermasse  uns  er- 
setzt gedacht  durch  ein  Pendel,  auf  welches  eine  dämpfende 
Kraft  wirkt,  das  trotzdem  aber  in  periodischer  Bewegung  in- 
folge davon  bleibt,  dass  seine  Axe  von  einem  zweiten  Pendel 
getragen  wird,  dessen  Schwingungen  durch  geeignete  Kräfte 
gleichmässig  erhalten  werden.  Sehr  einfache  Betrachtungen 
führen  dann  zu  einer  Gleichung  zwischen  dem  Verh&ltniss  der 
Amplituden  beider  Pendel  und  der  Schwingungsdauer;  sind  die 
in  dieser  Gleichung  Torkommenden  Oonstanten  aus  Beobach- 
tungen bestimmt,  so  kann  man  aus  ihnen  die  Schwingungs- 
dauer finden,  die  das  erste  Pendel  haben  wttrde,  wenn  es  keiner 
d&mpfenden  Kraft  unterworfen,  und  seine  Axe  fest  wAre. 

Man  denke  sieh  ein  Fendeli  welches  um  eine  horizontale 
Axe  unter  dem  Einfinss  geeigneter  EiAfte  Schwingungen  aus- 
fthrt  Dieses  Pendel  trage  die  seiner  eigenen  Axe  parallele 
Axe  eines  andern  Pendels,  auf  welches  die  Sdbwere  und  eine 
dSmpfende  Kraft  wirkt  Iis  sei  m  die  Masse  des  letzteren,  £ 
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die  vertical  nach  unten  gekelirte,  die  auf  den  Dreliungsaxeii 
senkrechte,  horizontale  Ordinate  eines  Punktes  seiner  Axe  zur 
Zeit  /;  die  Bewegung  dessoll)en  relativ  gegen  ein  Axensystem. 
dessen  Antangspunkt  dieser  Punkt  ist,  und  dessen  Axenrich- 
tungen  mit  den  Richtungen  von  |  und  t]  zusammenfallen,  i>t 
dann  die  gleiche,  wie  wenn  dieses  Axensystem  ruhte,  neben 
den  Torhaudeuen  Krä^«n  aber  auf  den  ächwerponkt  des  Pen- 
dels noch  eine  Kraft  wirkte,  deren  Componenten  —  m 

und  —^ji  sind.  Ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  Ton  der 

Drehungsaze  des  Pendels  ^  sein  Trftgbeitsmoment  u  der 
Winkel,  am  den  es  sich  znr  Zeit  t  aus  seiner  Glnchgewichts- 

läge  gedreht  hat,  und  nimmt  man  die  dämpfende  Kraft  als 

proportional  mit  ^  an^),  so  ist  daher: 

IST  5?r  -  (5?  -  ^ )     «  +  rfi^      "  -  *  r# ' 

wo  ff  die  Intensität  der  Schwere  und  x  eine  Consti\nte  be- 
zeichnet Bedeutet  femer  X  den  Abstand  der  Drehungsaxen 
beider  Pendel  voneinander  und  v  den  Winkel,  den  die  durch 
diese  gelegte  Ebene  zur  Zeit  t  bildet  mit  der  Yerttcalen,  durch 
die  feste  Aze  gehenden  Ebene,  so  ist,  wenn  der  An&ngspunkt 
der  I  und  tj  in  der  festen  Aze  angenommen  wird: 

I  SS  A  cos  V,         17     A  sin  t; . 

Setzt  man  sowohl  tt  als  o  als  unendlich  klein  yoraus,  so  hat 
man  daher: 

K  d^ti  .  d^v  du 

nidF  ^~^^'^^di'~^dl' 

Diese  Gleichung  m5ge  geschrieben  weiden: 


')  TreflRender  wäre  es,  die  dämpfende  Kraft  als  j)r<>i)ortioiial  mit  der 
relativen  GeschwincHgkeit  der  beiden  Pendel  anzunehmen;  beide  Au- 
ualimen  müssen  zu  nahe  gleicheu  Resultaten  f  ühreu,  wenn  die  Amplitude 
des  Pendeb  mit  fester  Axe  klein  Ist  gegen  die  Amplitndft  des  anderen, 
WM  hier  ToraoBgeaetst  werden  kann;  die  im  Texte  genannte  AimaliBMi 
iat  gewählt,  weil  Ar  sie  die  nSthigen  nameriachea  Beehnmigen  leiditer  sümL 


Verbuche  über  tttebeude  Sciiwiuguugeu  des  Wassers.  445 

«5? +2/«  3? +  "  =  -^2?' 

WO  dann  /9,  N  gewisse  Constanten  bedeuten,  von  denen  die 
erste  die  Schwingungsdauer  bestimmt,  die  das  Pendel  mit  der 
beweglichen  Axe  haben  würde,  wenn  es  keiner  Dämpfung  unter- 
worfrn  und  seine  Axe  fest  wäre;  diese  Schwingungsdauer  ist 
uämiich: 

s=  an, 

Nun  werde  angenommen,  dass  die  SchwiDgangen  des  Pen* 
dek  mit  der  festen  Axe  der  Gleichung: 

V  MM  Beofint 

gemäss  g(  sehehen,  und  dass  auch  u  periodisch  geworden  ist. 
£s  muss  dann: 

u  ^  A  co%nt -i- Ä' wunt 

sein,  und  es  müssen  die  Constaaien  By  Ä*  d«n  Gleichungen 
genügen: 

A  («2  7i-  -  1)  -  A'  2ßn  =  BNn\ 
^'2/?ii  +  X(««ji»-l)-0, 

Quadhrt  und  addirt  man  diese  Gleichungen  und  setzt  dann: 

A^  +  A'*  =  A\ 

bezeichnet  also  durch  A  die  Amplitude  des  Pendels  mit  der 
beweglichen  Aze^  so  erhält  man: 

Bas  ist  die  Beziehung  swisohen  dem  AmpUtudenTerhfiltmsa 

A'.B  und  der  Schwingungsdauer  ^.  Setzt  man: 

-  *  und  2  -  y 

so  ist  sie: 

und  stellt,  wenn  man  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordi« 
naten  eines  Punktes  ansieht,  eine  H\i)erbel  dar.  Kennt  man 
drei  oder  mehr  zuBammengehdrige  Werthepaare  Ton  «  imd 
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so  kann  man  die  drei  in  ihr  vorkommenden  Oonstanten  be- 
reciinen,  also  auch  die  Schwingungsdauer  «n  ermittehi. 

Diese  Formeln  haben  wir  auch  bei  unseren  Versuchen  über 
die  Schwingungen  des  Wassers  benutzt,  um  die  Schwingnngs- 
dauem  zu  berechnen,  die  ihm  zukommen  würden,  wenn  das 
Gefftss  stillstSnde  und  Beibung  nicht  vorhanden  wftre. 


Das  prismatische  Gef&ss  A,  Ta£  IV  Fig.  1  war  aus  vier 
Glasplatten  Ton  6™^  Dicke  zusammengekittet,  von  denen  zwei 
Quadrate  und  zwei  gleichschenklige,  rechtwinklige  Dreiecke 
bfldeten;  die  Seiten  jener  waren  etwa  200^  lang.  Mit 
seinem  unteren  Theüe  war  das  Glasgef&ss  in  ein  ans  Messing- 
platten zusammengesetztes  Hohlprisma  gddttet,  das  zwei  Stahl- 
schneiden trug,  deren  nach  unten  gekehrte  Sch&ifen  in  die 
Verlftngemngen  der  Linie  fielen,  die  die  untere  Kante  des  das 
Glasgef&ss  erfttllenden  Wassers  ausmachte.  IMese  Sehneiden 
ruhten  auf  stählernen  Lagern,  die  auf  einem  sehr  festen  Tische 
—  dem  Gestelle  einer  kleinen  eisernen  Drehbank  —  befestigt 
waren,  und  bildeten  die  Dreliungsaxe  für  ein  Federpendel,  von 
dem  das  mit  Wasser  gefüllte  üefäss  ein  Theil  war.  Es  trug 
dieses  einen  nach  unten  gehenden  Messingstab  B  mit  einem 
Bleigewicht,  dessen  Grösse  ausreichte,  um  das  Umstürzen  des 
mit  AN'asser  gefüllten  Gefässes  zu  verhindt'rn.  Diu-ch  eine 
Duichbohrung  des  MessinGf<tabes  war  ehi  dünnerer  Eisenstab 
CD  geführt,  der  bei  C  aufwärts  gebogen  und  mit  einer  Feder 
verbunden  war,  deren  zweites  Ende  bei  E  an  dem  Tische  so 
befestigt  war,  dass  iln-e  Ebene  durch  die  genannte  Drehungs- 
axe  ging.  Eine  zweite  Feder  F  verband  den  Messingstab  B 
mit  einem  Holzstabe,  der  bei  G  ein  Laufgewicht  trug;  durch 
Verschiebung  dieses  oder  durch  Hinzuf  Qgung  kleiner  Gtowiohts- 
stllcke  zu  demselben  konnte  die  Sohwingungsdaner  des  ganzen 
Systemes  geändert  werden.  Oberhalb  des  Lan^ewichtes  war 
auf  jeder  Seite  des  Holzstabes  eine  kleine  Eisenplatte  befestigt, 
die  emem  davor  anijaiestellten  Elektromagneten  als  Anker 
diente.  Bei  den  Sdiwingungen  wurde  der  Strom  einer  Kette 
abweehselnd  durdi  den  Draht  des  einen  und  den  des  aadem 
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Elektromagneten  geleitet,  indeiu  von  den  Eiuk  n  eines  mit  dem 
Holzstube  verbundenen  Drahtes  ////  bald  das  eine,  bald  das 
andere  in  ein  darunter  l)etindliches  Queeksilbernäpfcben  tauchte. 
Die  Bildimg  von  Funken  in  diesen  war  durch  eine,  als  Neben-  * 
Schliessung  eingeschaltete  Zersetzungszelle  verhindert.  Waren 
die  Schwingungen  stationili'  geworden,  so  wurde  durch  Her- 
stellung eines  Contactes  eine  zweite  Kette  in  Thätigkeit  ge- 
setzt, deren  Strom  vermöge  eines  dritten,  an  dem  Holzstabe 
befestigten  Armes  und  eines  entsprechenden  Quecksübernäplcheas 
abwecbehid  unterbrochen  und  gescblosMii  wurde.  Dieser  Strom 
ging  durch  einen  Siemens*schen  Chronograpben  J  und  erzeugte 
auf  dem  Papierstreifen  dieses  Marken,  ans  denen  die  Schwin- 
gongsdauer  später  ermittelt  werden  konnte.  Um  die  Amplitude 
des  Gefftfises  messen  zu  können,  hatten  wir  an  dem  schon  er- 
w&lmten  Eisenstabe  bei  D  ein  Terticales  Glaaplftttchen  befestigt, 
das  ein  mit  einem  horizontalen,  leinen  Spalt  yersehenes  Staniol- 
'Matt  trog.  Auf  der  einen  Seite  dieses  war  eine  Lampe,  auf 
der  andern  ein  mit  einem  Oculannikrometer  yersehenes  Mi- 
kroskop aufgestellt,  das  auf  der  Zeiohnung  sichtbar,  dessen 
Träger  aber  nicht  dargestellt  ist  Zur  Beobachtung  der  Be- 
wegung der  "Wasseroberfläche  diente  ein,  mit  einem  hori- 
zontalen, durch  euie  Glasflamnie  erleuchteten  Spalt  versehener 
CoUiniator  K  luid  ein  Fernrohr  welches  dem  Beobachter 
das  an  der  Wasseriläche  erzeugte  Spiegelbild  des  Si)altes 
zeigte.  Die  Axen  von  Fernrohr  und  Collimator  schnitten  sich 
in  einem  Punkte  der  Wassei*fläche ;  um  die  Jjhiie,  die  durch 
diesen  Punkt  in  der  Eichtung  der  Drehungsaxe  des  Geßisses 
ging,  waren  beide  drehbar,  mid  der  Winkel,  um  den  das  Fem- 
rohr gedreht  wwde,  Hess  sich  an  einer  Kreistheilung  ablesen. 
Ausserdem  konnten  Fernrohr  und  Colhmator  zusammen,  hori- 
zontal und  senkrecht  auf  der  Drehungsaxe  des  Gefässes,  längs 
einer  Scala  yerschoben  werden.  Der  Regel  nach  befand  sich 
Tor  dem  Objectiy  des  Fernrohrs  oder  des  Collimators  ein 
Schirm  mit  einem  schmalen,  horizontalen  Schlita  in  seiner 
Mitte,  der  Ton  den  Strahlen,  die  der  Lichtapalt  aussendete, 
nur  diqemgen  hindurohUess,  die  an  einem  schmalen  Theile 
der  Waaserflftdie  reflekthrt  wurden.  Das  Gedcfatsfeld  des 
Femrohrs  war  durch  zwei  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes  be- 
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findliche  Schirme  üben  und  unten  gradlinig  begrenat  Sollte 
die  Amplitude  des  Theiles  der  Wasserfläche,  der  in  der  Axe 
des  Fernrohrs  lag.  geraessen  werden,  so  wui'de  dieses  zunächst 
bei  ruliendera  Wasser  so  eingestellt,  (hiss  von  dem  8[jiegelbikle 
des  leuchtenden  Spaltes  an  der  einen  Grenze  des  Gesichts- 
feldes eben  eine  Spui'  noch  wahniehmbar  war,  und  dann,  nach- 
dem die  Schwingungen  hervorgenifon  waren,  so  gedreht,  dass 
an  derselben  Grenze  auch  jetzt  nur  noch  Spuien  von  Licht 
aufblitzten.  Der  Drehungsw.kel  des  Femrohrs  war  dann  dem 
Winkel  gleich,  durch  den  der  beoisÄchtete  Theil  der  Wasser- 
fläche bei  einer  Schwingang  sich  drehiH^sMso  gleich  dem  Dop- 
pelten seiner  Amplitude. 

Um  eine  Tollkommene  Benetzuig  der  GwInwiDde  lo 
sichern,  ivar  dem  Wassser  etwas  Kalilauge  zogesok^ 


Bei   den   langsamsten  Schwingungen    der   prisniat^' heu 
Wasserraasse  bleibt  der  Theorie  zufolge  die  ObertiiU  li'  '  inr 
Ebene  und  die  Schwingungsdauer  ist  gleich  der  Schw'in.niig>- 
(iauer  eines  einfachen  Pendels,  dessen  Läncfe  der  halben  ringe 
der  Oberfläche  gleich  ist.    War  die  Schwingungsdauer  dic^m 
Werthe  nahe  gleich  gemaclit,  so  bheb  auch  die  Wasserobt^i- 
llü^he  nahe  eben,  ausser  in  der  >iähe  der  Gefässwände,  wo  sie 
durch  Capillarität  gekrümmt  war;  es  zeigte  sich  das  an  den 
Spiegelbildern,  die  sie  erzeugte,  welche  scharf  und  unverzerrt 
waren.   Die  Beobachtungen  mit  dem  Fernrohre  konnten  hier 
bei  freien  ObjectiTen  ansgef Ohrt  werden. 

Die  folgende  Znsammenstellung  giebt  die  Zahl  n  der  in 
einer  Mmnte  ausgeführten  Schwingungen,  die  in  Ghraden  ans- 
gedrückten  Amplituden  der  Wasserfläche,      und  des  Grefässes, 

B,  und  die  Verhältnisse  beider,  ^,  wie  sie  in  einem  B»  ubach- 
tungssatze  bei  verschiedener  Grösse  des  an  dem  Holzstabo 
befindlichen  Gewichtes  gefunden  wurden. 
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Tabelle  L 


1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
18 
14 
15 
16 
17 
18 
19 


160,1 
160,9 
161,6 
162,2 
162,9 
188,8 
168,5 
168,6 
169,0 
169,7 
168,9 
168,4 
168,0 
167,8 
167,4 
167,2 
107,1 
161,1 
160,8 


2,20« 
2,48 

2,78 
3,10 
3,45 
8,90 

3,73 
3,55 
3,28 
8,00 
3,30 
3,53 
8,75 
3,93 
4,05 
4,15 
-J.20 
2,53 
2,25 


0,125 
0,122 
0.122 
0,118 
0,110 
0,064 
0,071 
0,075 
0,083 
0,077 
0,069 
0,064 
0,060 
0,956 
0,048 
0.044 
0,129 
0,131 


I 


0,0587 
0,0517 
0,0488 
0.0392 
0,0341 
0,0282 
0,0171 
0,0201 
0,0230 
0,0276 
0,0234 
0,0197 
0,0170 
0,0152 
0,0138 
0,0116 
0,0106 
0,0512 
0,0588 


0.0.")91 
0,0515 
0,0446 
0,0396 
0,0339 
0,0802 
0,0103 
0,0200 
0,0237 
0.0288 
0.0223 
0,0185 
0,0159 
0,0147 
0,0125 
0,0115 
0,0111 
0,0498 
0,0569 


-0,0004 
+0,0002 
-0,0008 
-0,0004 
+  0,0002 
-0,0020 
-0,0022 
+  0,0001 
-0,0007 
-0,0012 
+0,0011 
+0,0012 
+  0,0011 
+  0,0005 
+0,0013 
+0,0001 
—0,0005 
+  0,0014 
+0,0014 


Ao8  den  Weilhen  von  n  und  y  sind  die  Constanten  der 
auigestellten  H}'perbelgleiclumg  so  berechnet,  dass  die  Summe 
der  (^luidrute  der  Fehler  der  Werthe  von  y  zu  einem  Mini- 
mum gemacht  ist.    So  ergab  sich: 

c»»0,006006,       /9  - 0,000  041  28,        iV^ >- 0,000  060 86. 

ITbi  ni  zeigen,  inwieweit  die  Beobaditungen  dnrch  die 
Byperbelgleichxmg  bd  diesen  Wertfaen  der  Oonstanten  darge- 
stellt werden,  sind  die  ans  ihr  beredmeten  Werthe  yon  jr  in 
der  ,^  hereefanet''  fthersduiebenen  Oolnnme  angegeben  und  die 
übrig  bleibenden  Differenzen  hinzugefügt.   Aus  dem  Werthe 

von  a  ergibt  sich  ^,  d.  b.  die  Scbwingungszahl  für  eine  Minute 

bei  der  langsamsten  Schwingnngsart  der  Wassermasse  in  dem 
Falle,  dass  das  Gkifftss  rofat  und  keine  Beibang  stattfindet: 

=.  166,5. 

Eine  zweite  ähnliche  Versuchsreihe  führte  zu  genau  demselben 
Zahlenwerth;  eine  dritte  erixah  166,4. 

Die  Länge  der  Wassn  Häche,  wenn  ihre  Höhe  einer  ge- 
wissen Marke  entsprach,  was  bei  allen  Versuchen  der  Fall  war, 

Kirchhof f,  U«Mnia«lte  Abhudlunffrs.  29 
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betrug;  256,9'""';  ein  Pendel,  dessen  Länge  die  Käiitc  hiervon 
ist,  lührt  in  einer  Minute 

166,0 

Schwingungeii  ans«  eme  Zahl,  die  mit  den  aus  den  JBeobach- 
tongen  lio^g^teten  in  befriedigender  Uebereinstimmung  ist. 

Die  folgende  Tabelle  giebt  in  abnUcber  Weise  die  Eeeol- 
tate  der  Beobaohtiingen  aUf  die  wir  angestellt  haben  in  Besag 
auf  die  drittel  am  Eingangs  erwShnten  Orte  behandelten  Scfawin- 
guugsart. 

Tabelle  IL 


Nr.  1 

1 

n 

A  1 

1 

822,4 

1,75» 

0,152» 

2 

827,9 
884,8 

2,40 

0,155 

8 

2,78 

0,155 

4 

342,4 

1,73 

0,157 

5 

389,0 

1,98 

0,147 
0,186 

6 

886,9 

2,16 

7 

334,6 

2,18 

0,127 

8 

832,5 

2,20 

0,126 

9 

i  829,8 

2,35 

0,187 

10 

327,2 

2,03 

0,137 

11 

i  882,7 

2.95 

,  0,156 

b«obaoht«t 

0,0869 
0,0647 
0,0559 
0,0908 
0,0743 
0,0681 
0,0584 
0,0571 
0,0584 
0,0676 
0,0527 


berechnet 

0,0696 
0,0627 
0,0584 
0,0891 
0,0731 
0,0648 
0.0581 
0,0553 
0,0572 
0,0652 
0,0654 


-0,0027 
+0,0010 
-0,0025 
+  0,0017 
+  0,0012 
—0,0017 
+  0.0003 
+0,0018 
•f  0,0012 
+0,0024 
—0,0027 


Dabei  fand  sich: 

«  «  0,003  014,      ß  »  0,000  070  71 ,  0,000  007  747, 

also: 

1  =  331,8. 

Die  entwickelte  Theorie  hat  die  entsprechende  Sdiwin- 

gungszahl: 

166,9  .  1,9824  330,9 

ergeben.  Aber  diese  Theorie  hat  nicht  Rücksicht  nehmen 
können  auf  die  Capillarität,  die,  wiezoerst  W.  Thomson  und 
spater  Koläcek  geseigt  hat,  einen  merklichen  Eiiifluss  auf 
die  Wellenbewegung  des  "Wassers  auszuüben  im  Stande  ist 
Wenn  das  Wasser  in  horizontaler  Richtung  nnbegrenzt  ist, 
flberaU  dieselbe  Tiefe  hat  und  stehende  Sohwingangen  ansftdnt, 
deren  von  Knoten  sa  Knoten  gemessene  und  in  MjffinMtem 


Digitized  by  Google 


I 


Versuche  über  stehende  SchwinguDgen  des  Wassers. 


451 


ausgedinickte  Wellenlänge  durch  /.  bezeiclmet  wird,  so  brin^rt 
nach  Kolucek^)  die  Capillai'ität  eine  Yerkleiuerung  der  Schwiu- 
gungsdauer  hervor,  die  nahe: 

beträgt.  Mit  einer  solchen  Bewegung  wird  nüheiimgsweise 
die  betrachtete  Bewegung  der  prismatischen  Wassermasse  in 
genügender  Entfernung  von  den  Grefässwänden  übereinstimmen; 
für  sie  ergiebt  sich  aus  den  Knoten: 

A  »0,736. 128,4  «94,52 

und  auB  den  Bftachen: 

0,766. 128,4  «98,85. 

^'iiiimt  mau  für  l  einen  ^littelwcrtli  an.  so  findet  man  liier- 
uucli  die  theoretische  Schwingungszahl  für  eine  Minute  bei  der 
dritten  Schwingimgsart  mit  Bücksicht  auf  die  Capiüaiität 

-  332,2, 

ivfihreiid  misere  Beobachtungen  sie  331,8  ergeben  haben.  • 
Auch  in  Bezug  auf  die  Lage  dar  Bftnolio  haben  wir 
MeasoDgen  aasgefOhrt  In  dem  ideellen  JUle,  auf  den  die 
entwidcelte  Theorie  sudi  bezieht»  sind  die  Bloche  die  SteDen, 
in  denen  die  Bichtang  der  Wasserfiftche  ungdkndert  bleibt. 
Solche  Stellen  giebt  es  ni  dem  Falle,  der  bei  den  Yersochen 
▼erwuUidfat  ist»  nicht;  es  gelten  hier  als  B&uche  die  Stellen, 
in  denen  die  Aenderung  der  Bichtong  der  Wasserfl&che  ein 
Minirnnm  ist  Bei  jedem  der  Versuche,  die  in  der  vorigen 
Tabelle  aufgeführt  sind,  sind  diese  Stellen  aufgesucht;  auf 
jeder  Seite  der  Mitte  der  Wasserfläche  fand  sich  ein  Bauch; 
der  Abstand  der  beiden  Bäuche  von  einander  zeigte  sich  als 
abhängig  von  der  Schwingungszahl  n  und  Hess  sich  in  be- 
friedigender Weise  als  eine  lineare  Funktion  von  n  darstellen, 
nämlich  wenn  1°^  als  Längeneinheit  angenommen  wird,  durch 
den  Ausdruck: 

506»18~  1,2202  «. 
Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Werthe  von  n  imd  die  beob- 


1)  Koli&ek,  Wied.  Ann.  5,  &  429.  1878. 

29* 
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achteten,  sowie  die  bieniach  bereclmeten  Werthe  des  Ab> 

Standes  an. 

Tabelle  IIL 


Nr. 


Abstand  der  Bräuche 

iMobaebtet  |    berechnet  i 


IKffinenmi 


1 
2 
8 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 


822,4 

327,9 
334,8 
842,4 
339,0 
336,9 
334,6 
882,5 
329,8 
827,2 
882,7 


mm 

112,0 
105,6 
97,0 
89,6 
92,2 
95,0 
98,4 
100,4 
103,8 
108,2 
99,4 


mm 

112,8 
106,0 
97,6 
88,4 

92,6 
95,0 
97,8 
100,4 
193,8 
107,0 
100,2 


T 


-0,8 
-0,4 
—0,6 

+1,2 
-0,4 
0,0 
+0,6 
0,0 
0,0 
+1,2 
-0,8 


Setzt  man  in  jenen  Ausdruck  fllr  n'  den  oben  gefondenea 
Werth  881,8,  so  ergiebt  dch  der  Abstand  der  beiden  Bftnefae 
Ton  einander 

» 101,8. 

l^ach  der  entwickelten  Theorie  sollte  derselbe: 

»=  0,7686 . 128,4  »  98,4  sein. 

Auf  iüinliche  Weise,  wie  die  dritte,  haben  wir  auch  clie 
fünfte  Schwingungsai't  behandelt.  Die  Beobachtungsresultate, 
aus  denen  die  Schwinguugszahl  abgeleitet  ifit^  sind: 


Tabelle  IV. 


Nr. 

A 

B 

beobtohtet 

1 

458,0 

1,77« 

0,2110 

0,110 

2 

455,0 

1,85 

0,203 

0,110 

8 

461,5 
449,1 

1,80 

0,185 

0,108 

4 

1,83 

0,185 

0,101 

5 

446,5 

1,58 

0,170 

0,108 

6 

444,7 

2,03 

0,220 

0,109 

T 

442,1 

1,82 

0,215 

0,118 

447,5 

2,05 

0,210 

0,103 

l 

453,7 

1,93 

0,195 

0,101 

10 

460,3 

1,53      1  0,185 

0,121 

banehiMt 


Differenzen 


0,116 
0,107 
0,102 
0,108 
0,105 
0,109 
0,118 
0,104 
0,105 
0,124 


+0,008 

+o.oor^ 

+0,UOl 
-0,001 

+  0,003 
0,000 
0^000 
-0,001 
-  0,004 
—0,003 


ffierans  hat  sich  ergeben: 
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««0,002224,      /5f  =  0,00007080,      A'- 0,000008089, 

-  -  440,7. 

^ach  der  entwickelten  Theorie  sollte  die  Schwingungszahl  ^ 

«166,9.2,6588  »  448,8 

sein;  dieses  Resultat  ist  zu  corrij^rcn  wegen  des  Einflusses  der 
Oapillarität.   Aus  den  inneren  Knoten  findet  sich: 

0.446. 128)4  »57,27 

und  ans  den  inneren  Bftnchen: 

;i»  0,445. 128,4  »57,15; 

dar  eine  wie  der  andere  dieser  WerÜhe  giebt  den  corrigirten 

theoretischen  Werth  von  - 

a 

-  448,9. 

BSüche  giebt  es  bei  dieser  Schwingungsart  zwei  innere  und 
zwei  äussere.  Die  Abstände  der  inneren  von  einander  und 
der  äusseren  von  pinander,  sie  gefunil''ii  wunlen  ])ei  den 
versciiieaenen  Schwingungszaklen,  sind  in  Tab.  V  angegeben: 


Tabelle  V. 


Nr. 

ANtaad 

dir  luiNrai 

1  DWNWonm 

Ii  mmm  «Ii  ii  «i    1  AUI^^ak^n 

bMtadttet 

barMluMt  )  DUPnwna 

mm 

mm 

mm 

1 

458,0 

56,2 

56,S 

-0,7 

161,2 

160,8 

+  0,4 

8 

455,0 

56,6 

50,4 

+  0,2 

164,0 

164,4 

-0,4 

8 

451,5 

56,2 

56,0 

+0,2 

168,4 

168,8 

—0,4 
0.0 

4 

449,1 

55,6 

55,8 

-0,2 

171,6 

171,6 

5 

446,5 

55,6 

55,4 

+  0,2 

174,8 

174,8 

0,0 

6 

444,7 

55,2 

55,2 

0,0 

176,6 
180,4 

176,8 

-0,2 

7 

448,1 

54,6 

54,8 

->0,8 

180,0 

-f0,4 

8 

447.5 

55,6 

55,6 

0,0 

173,6 

173.6 

0,0 

9 

458,7 

56,8 

56,4 

+0,4 

166,0 

166,0 

0,0 

10 

490,8 

57,2 

57,2 

0,0 

158,4 

158,0 

+0,4 

Die  berechneten  Werthe  dieser  Abstftnde  sind  berechnet  nach 
den  Ausdrücken: 

0,47828  +  0,12306  n       und      71 1,54  -  1,2023  «. 
Setzt  man  hier  für  n  449,7,  so  ergeben  sie: 
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55,8  mid  170,9, 

-wSlizeDd  die  Abstfinde  nach  der  entwickeltenTheorie  sem  sollten : 

57,2  und  169,0. 


lieber  einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
und  einige  Anwendoiigen  desselben.^) 

Thomson  hat  in  seiner  Abhandlung  On  ihe  quantitiei  qf 
meehanieal  tmergy  cmttmed  m  a  flmd  •  •  *)  einen  Salz  Ton 
grosser  Fmchtbarkeit  ausgesprochen,  der  ans  den  beiden  SBtien, 
welche  die  Ghnmdlage  der  mechanischen  Wfinnetheorie  büden, 
folgt.  Ich  ivill  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Form  hier  ab- 
leiten nnd  ihn  anf  einige  iESrscheinuiigen  hier  anwenden,  die, 
so  viel  mir  bekannt  ist,  noch  nicht  vom  Standpunkt  der  me- 
chanischen Wännetheorie  betrachtet  sind,  nämlich  auf  die 
Absorption  eines  Gases  und  die  Auflösung  eines  Salzes  in  Wasser. 

Führt  man  einen  Körper  aus  einem  Zustande  in  einen 
anderen  über,  indem  man  seine  Temperatur  und  den  Druck, 
unter  dem  er  steht,  ändert,  so  giebt  er  dabei  eine  positive 
oder  negative  Wärmemenge  ab  und  leistet  eine  p<^sitive  oder 
negative  äussere  Arbeit.  Die  Summe  der  geleisteten  äusseren 
Arbeit  und  der,  mit  dem  mechanischen  Ae(|uivalent  der  Wärme- 
einheit multiphcii'ten,  abgegebenen  Wämemenge  soll  die  der 
gedachten  üeberfühnmg  entsprechende  Wirkungsgrösse  ge- 
nannt werden. 

Wenn  die  lebendige  Kraft  der  sichtbaren  Bewegung  beim 
Endzustande  eben  so  gross  ist,  wie  beim  Anfangszustiuide,  so 
ist  nach  dem  ersten  Hauptsätze  der  mechanischen  Wtane- 
theorie  die  WirkongsgrOsse  unabhtogfg  Yon  dem  Wege^  auf 
dem  die  TJeberfUhrong  geschieht»  nnd  allem  bedingt  durch  den 
End-  nnd  Apfang^nigtandT 

^  soll  mm  angenommen  werden,  dass  die  üeberfBhmng  in 
einer  solchen  Weise  geschieht,  dass  die  lebendige  Enft  der 
sichtbaren  Bewegung  immer  eine  nnendHch  Ueine  is^  nnd  dass 
^Bmer  der  Zustand  des  Kfirpers  in  jedem  Angenbüdoe  eindsa- 

»)  Pogg.  Ann.  Bd.  103.  1868. 
*)  FbiL  Mag.  4,  YoL  0,  p.  628. 
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tig  bestimmt  ist  durch  die  jedesmaligen  Werthe  zweier  unab- 
liäiigigcii  Variabcbi,  d'w  man  diircli  Acnderungeii  der  Tempe- 
ratur und  des  Drtickes  nach  Willkür  verkleinern  oder  ver- 
gi-üssern  kann.  Die  eine  von  diesen  beiden  Variabehi  soll  die 
Temperatur  selbst  sein,  geme-^^en  an  einem,  aus  einem  voll- 
kommenen Grase  gebildeten,  Liifttliermometer;  diese  Temperatur 
möge  dmch  t  bezeichnet  werden.  Die  zweite  der  beiden  Va- 
riabein soll  späterer  YerfüguBg  vorbehalten  bleiben;  sie  möge 
X  genannt  werden. 

Das  Yolnnien  des  Körpers  sei  0|  sein  Druck  p  und  die 

Wäi-memenge,  welche  ihm  von  Aussen  zugeführt  werden  maaa, 
wenn  x  um  äx  und  t  mn.  dt  wachsen  sollen, 

Xdx-^-  Tdi\ 

wo  Vf  p,  X  imd  TIHmotionfin  von  « imd  i bedeiaten.  Bemiob- 
net  man  die  gesammte  W&rmenge  dureb  d  Q  und  das  meoha- 
niscfae  Aeqniralent  der  Wftrmeelnheit  dnrdi  A  so  ist  die  Wir- 
kimgsgrössey  die  dem  Ftooesse  entspricht)  duioh  den  9  dx 

mKl  t^asi.  dt  vergrOssert  wird, 

—  p  dv  —  hd  Q. 

Lässt  man  den  Körper  einen  Kreisprocess  durchlaufen  — 
mit  anderen  Worten:  ändert  man  w  und  t  so,  dass,  wenn  man 
diese  Yariabeln  zu  Coordinaten  eines  Punktes  macbt»  eine  ge- 
schlossene Cnrvc  entsteht,  —  so  ist  die  diesem  Ftocesse  ent- 
sprechende WirkungsgrOsse  »0;  d.  h.  betrachtet  man  x  und 
<  als  die  Ooordinaten  eines  Punktes,  so  Tersehwindet  das  In- 
tegral: 

Jpdv^kdQf 

wenn  es  über  irgend  eine  geechloesene  Oorre  ausgedehnt  wird» 
Da  dasselbe  sich  schreiben  Iftsst: 

80  folgt  hieraus,  dass: 

sein  rnnss,  wo  JF  eine  Eonktion  Ton  r  imd  t  bedeutet 
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Kennte  man  diese  Fimcfcion,  so  ivftre  es  leicht  die  Wir- 
kongsgrösse  fOr  die  üebeiflQuniDg  des  Elftrpers  ans  emem 
Zustande  in  einoi  sweiten  anmgebeii;  denn  es  ist  diese  Wir- 

kungsgrosse: 

wenn  JV.,  und  fF^  die  Werthe  von  fV  fiii*  den  End-  und  den 
Anfangszustand  bezeichnen.  Ich  wiW  aus  diesem  Gruiidf  die 
Funktion  JV  die  Wirkungsfunction  für  den  bttiachteten 
Köiper  nennen.  Es  ist  —  dasselbe,  was  Thomson  a.  a.  Ü. 
the  mechankal  energy  of  a  hody  m  a  ffweH  State  nennt. 

Der  zwoite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 
lehrt  nmi  die  Wirkungsfimction  bis  auf  eine  additive  Oonstante 
•wirklioli  kennen,  sobald  p  und  v  als  Fimctionen  Ton  s  und  t 
gegeben  sind,  und  ausserdem  T  für  einen  Wertii  von  x  als 
Function  yon  t  gegeben  ist 

Bezeichnet  —  a  die  Temperator  des  absoUiten  OPonktes 
(die  nahe  —  278^ 0.  ist),  so  ist  nach  dem  gmnnten  Satw') 
für  jeden  Kreisprocessi  den  man  den  Köiper  dorofalaufen  Itat, 

J  a+t 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  füi*  dQ  seinen  Werth,  so  iblgt 
ans  ihr: 

und  substituii't  man  nmi  füi*  A  und  T  ihre  Werthe,  die  aus 
den  Gleichungen  (1)  sich  ergeben,  so  erhält  man: 

oder  aach: 

BW  ,  ^J'Äte.  ^dle.] 

-  (a  +  0^  ^njF-^F — ir^l  • 

Bezeichnet  einen  AWllkOrlich  gewählten  Werth  von  x  und 
fV^  die  Fiuiction  von  tj  in  welche  fV  f  üi*  j:  =  übergeht,  so 
ist  hiernach: 

0  OUnein«^  Pogg.  Ann.  Bd.  98,  8.  481,  ThomaoK»  AwnisdL  ^ 
^  ffvyot  tociet^     JtfjwdmyJt,  vot,  81,  pdH  1,  p.  186. 
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(2)  ,r-;p,+(-+i).p,(#||--^'|^). 

WO  bei  der  Integratioii  t  ab  Oonstante  za  betrachten  ist 

Bezeichnen  femer  p^,  v^,  die  Functionen  von  1^  in 
welche  />,  T  fttr  «  «  ttbergehn,  so  folgt  ans  der  zwdten 
der  Gleichungen  (1)  fidls     nicht  Ton  t  aUiängig  ist: 

und  durch  lutegration  hieraus: 

(3)  »'.=/<'<(p.^-*r.). 

wo  die  untere  Grenze  dee  Integrals  wilUcQrlich  ist  Setzt  man 
diesen  Werth  Yon      in  die  GHieichung  (2),  so  erhSlt  man  W 

bis  anf  eine  additive  Constante,  die  willkttrlich  bleibt,  ausge- 
drückt durch      V  und  T^. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  sprechen  den  8atz  aus,  den 
ich  ableiten  wollte,  und  den  ich  nun  auf  einige  specieUe  Fälle 
anwenden  will. 

Die  Wirkttngafunctiou  für  die  Masseneiuheit  Wasser  ia  ihren 
verschiedenen  Zuständen. 

Es  soll  zunächst  die  Wirkungsfunction  für  che  Massen- 
einheit Wasser  in  ihren  verschiedenen  Zuständen  entwickelt 
werden,  so  weit  ihre  Kenntniss  hol  den  im  Eingange  dieses 
Aufsatz«  s  he/(  i(inieteu  Untersuchuni^en  nöthig  ist. 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  der  Druck,  unter  dem 
die  Wassermasse  steht,  grösser  ist.  als  der  Druck  des  Wasser- 
dampfes im  Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  stattfindenden 
Temperatur.  Die  Temperatur  soll  nicht  imter  den  Eispunkt 
sinken.  Die  ganze  Wassennasse  ist  dann  tropfbar  flüssig. 
Fttr  diesen  Fall  soll  x  —  p  gewählt  werden.  Dadurch  geht  die 
aUgemeine  Gleichung  für  1f  über  in  die  folgende: 

«  p 

W«p,v,-hfT,dt+fdp[(a+tf^  +  pl^-^OoilBt, 
•  *• 

wo  Pq  einen  willkürlich  gewählten  constanten  Druck  bezeichnen 
soll;  Tq  ist  dann  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  dem 
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constaiiteu  Drucke  und  das  Volumen  der  iVrasseneinheit 
Wasser  bei  denisolbeii  Drucke;  Tj^und     sind  Functionen  von  /. 

Die  Temperatur  i  möge  nach  den  Graden  der  hundert- 
tlieiligen  Therinometcrscale  gezählt  werden  und  Einheit  der 
Wärmemenge  muge  die  W^ärmemenge  sein,  die  die  Massen- 
heit  Wasser  von  O'^C.  auf  PC.  erwärmt.  In  dem  Aus- 
drucke von  //  sollen  Glieder  vernachlässigt  werden,  welche  als 
unendlich  klein  gegen  das  mechanische  AequivaJent  dieser 
WännemeDgc  1u  trachtet  werden  dürfen.  Wenn  der  Druck 
ein  massiger  bleil»t  —  wa^  vorausgesetzt  werden  soll  — ,  so 
wird  man  dann  bei  der  Bildung'  des  Ausdrucks  Ton  IT  TOn 
der  Zusammendrftckbarkeit  des  Wassers  absehen  und  r 

onabh&Dgig  yon  p  betrachten  kennen.  Man  erhält  hierdurch: 

t 

0 

Weiter  wird  man  anch  ohne  merklichen  Fehler  Ton  der  Ab- 
htegigkeit  des  Volmnens  Ton  der  Temperatur  absehen,  also 
setEen  dürfen: 


Macht  man  die  willkOrfiche  Gonstante,  die  in  dieser  Gleichnng 
Torkommt,  =  0,  und  bezeichnet  die  specifische  W&rme  des 
Wassers  durch  c,  so  erhält  man  also  für  die  Alasseneinheit 
Wasser,  so  lange  dieselbe  ti-opfbar  Üüssig  ist: 

t 

(4)  W^^kjcdt, 

0 

Handelt  es  sich  mn  einen  anderen,  tropfbar  flüssigen  oder 
festen  Körper,  so  irird  man  in  ähnlicher  Weise  setien 
dürfen: 

t 

(5)  jr^-^-kfc'dt, 

0 

wo  c  die  Wännecapacität  des  Körpers  bedeutet;  diesen 
Ausdruck  will  ich  für  das  Product  ans  der  Maaoo  vnd  der 
specifischen  Würme  gebraachen. 
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Wird  der  Druck,  unter  dem  die  "Wassermasse  steht,  mehr 
und  mehi-  verkleinert,  so  tritt  eine  DampfbilcUmg  ein,  sobald 
derselbe  gleich  dem  Drucke  des  Dampfes  im  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  der  stattfindeiuh^n  Temperatur  geworden  ist. 
Durch  unendlich  kleine  Aendenmgen  des  Druckes  kann  man 
dann  nach  AVillkür  die  Masse  des  Dami)fes  vergrössern  oder 
verkleineni.  Man  lasse  nun  in  der  Gleichung  (2)  r  die  Masse 
des  gebildeten  Dampfes  bedeuten;  es  ist  dann  p  unabhängig 
von  X  und  die  geuaunte  Gleichung  giebt  daher: 

Die  Ghrösse  von  welcher  ff^  und  ablAngen,  tmd  weldie 
beliefaig  gewfthlt  werden  kann,  aoll  gleich  0  gesetzt  werden; 
dann  wird  gleich  dem  in  der  Gleictoig  (4)  angegebenen 
Werthe  yon  fF,  nnd  wird  gleich  dem  Yohmien  der  Maasen- 
einheit tropfbar  fiflssigen  Wassers.  Bezeichnet  man  dieses 
Yolnmen  durch  s,  das  Volumen  der  Masseneinheit  Dampf  im 
Maximum  der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  t  durch  a  nnd 
den  Druck  dieses  Dampfes  duich  n^j  so  ergiebt  sich  also: 

(6)  r-  -A  J  cdt-(a  +  i)^c-s)x-^^  . 

0 

Diese  Gleichnng  gilt  so  hmge,  bis  alles  Wasser  Terdampf^ 
d.  h.  B  1  geworden  ist.  Findet  dieses  statt,  so  kann  der 
Dmck  weiter  verkleinert  werden.  FOr  den  Fall,  dass  dieses 
geschieht,  soU  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  x  =  v  gemacht 
werden;  dieselben  geben  dann: 

«0 

Hier  soll  «»o  »  y  gesetzt  werden,  wo  v  ein  so  grosses  Yolomen 
ist,  dass  fttr  Werthe  von  «  in  der  Nfthe  von  »  der  Dampf  bei 
desi  Toxkommenden  Werthen  von  t  sich  schon  wie  ein  toII- 
kommnes  Gkts  verhAlt,  d.  h.  dem  Mariotte' sehen  Gesetze 

folgt,  den  Ausdehnungscoefiicienteu  -  und  eine  constante  spe- 
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eilische  Wärme  hat.  Es  ist  dann  die  specifische  Wärme 
bei  constaiitem  Volumen  des  Dampfes  in  dem  bezeichneten 
Zustande  der  Verdünnung.  Nennt  mun  diese  specifische  "Wärme 
y,  und  n  die  Function  von  r  und  t,  weklie  bei  dem  nicht  im 
Maximmii  der  Dichtigkeit  betiudücheu  Dampfe  den  Druck  dar- 
stellt, 80  ist  also: 

(8)  r«ir-Ay<+(a-K)«  fdv    a  +  (  , 

J  dt 

wo  K  eine  Oonstante  bedeutet.  Den  Werth  dieser  Constanten 
lernt  man  kennen,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Ausdruck  von 
fV  in  der  Gleichung  (8),  wenn  man  in  ihm  «  » «r  setst,  c^eich 
werden  muss  dem  Ausdnicke  Ton  ^  in  der  Gleidiang  (6), 
wenn  man  hier  «  » 1  macht  Es  ergiebt  sidi  hieraas: 


d  — ■  ■  -        /i       f.  —  — 


WO  t  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann. 

Wenn  v  einen  Werth  bat,  der  gro^-^  ir«*nuLr  ist.  das>  für 
ihn  schon  der  Dampf  sich  wie  ein  voUkommeueä  Gras  verhält, 
so  ist: 

WO  B  eine  Oonstante  bedeutet;  das  nach  o  zu  nehmende  In* 
tegral  in  der  Gleichung  (8)  Terschwindet  dann  und  es  wird 
ein&ch: 

(10)  rr^K—kyt. 

Die  Grösse  K  lässt  sich  hiernach,  wenn  man  sich  an  die 
Gleichung  (4)  erinnert,  definiren  als  die  Wirkungsgrösse  ftlr 
den  Uebergang  der  Masseneinheit  Wasser  Yon  0*  in  Dampf 
Yon  derselben  Temperatur  und  einer  YerdOnnung,  bei  der  der 
Dampf  sich  schon  wie  ein  ToUkommnes  Gas  verhält 
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Die  GUdcfaimg  (9),  welche  den  Werth  Ten  K  angiebt,  lässt 
sich  noch  auf  eine  andere  Form  bringeQ,  welche  eine  interessante 
Folgerung  erlaubt. 

Regnault  hat  die  Wärraemenge  X  bestimmt,  die  der 
Masseneinbeit  Wasser  zugeführt  werden  muss,  um  sie  von  0^ 
auf  die  Temperatur  t  zu  bringen  und  bei  dieser  Tempei'atur 
in  Dampf  vom  ^Maximum  der  Diclitiiikeit  zu  verwandeln.  Die 
bei  diesem  Processe  geleistete  äussere  Ai'beit  ist 

»«i(<r-#), 

nnd  daher  die  demselhen  entEfprechende  'V^xlningsgrQese 

—  fr,  (<r  —  *)  —  kX, 

Dieselbe  Wirkungsgrösse  ist  aber  auch  der  Werth,  weichen 
der  Ausdruck  von  IV  in  der  Gleichung  (6)  für  x  =  1  annimmt, 
da  ja  die  Wirkungsfunction  iur  tropfbar  flüssiges  Wasser  von 
0<>  =  0  gemacht  ist  In  Folge  hieiTon  lässt  sich  die  Gleichung 
(9)  schreiben: 

JT-  A  (y  ^  -  A)  +  (a  -  s)  n^-[a-^  t)'fdv  „«+i . 

Isun  hat  Clausius^)  nachgewiesen,  dass  die  Abweichungen  vom 
^lariotte'schen  Gesetz  beim  Wasserdumpl  im  Maximum  der 
Dichtigkeit  bei  Temperaturen  in  der  Nähe  von  0**  nur  unbe- 
deutend sind;  man  kann  daraus  scldiessen,  dass  bei  diesen 
niedrigen  Temperaturen  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Con- 
densation  sich  nahe  wie  ein  vollkonimues  Gas  verhält  und  daher 
das  in  dem  Ausdrucke  von  K  vorkommende  Integral  sehr  kl(>iu 
ist.  Vernachlässigt  man  dasselbe  und  Ternachlässigt  man  auch 
noch  s  gegen  c,  so  erhält  man: 

Differenzbrt  man  diese  Gldchong  nach  /  und  berttcksiditigt 
dabei,  dass,  wenn  der  Waflserdampf  bis  za  seiner  Condensation 
sich  wie  em  yoUkonunnes  Gaa  yerhSlt: 

i&tf  so  ergiebt  sich:} 


0  Pogg.  Ann.  Bd.  19,  &  616. 


I 
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,  E     d  i. 

Der  Ansdraok  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber 
nach  einem  Yon  Clausins  bewiesenen  Satoe^)  nichts  anderes 
als  die  qpecifische  Wftrme  bei  constantem  Druck  des  hinreiolieDd 
ausgedehnten  Wasserdampfe.  Diese  specifische  WBnne  ist  also 

der  Werth,  den      fUr  niedere  Temperaturen  annimmt.  Das 

bringt  mit  sich,  dass  dieser  Differentialquotient  ftr  niedere 
Temperaturen  constant  ist 
Nun  ist  nach  Begnault: 

606,5  +  0,305/, 

also  der  b<'ti"aclitete  l)ift'eiviitial([uotient  iiiclit  allein  filr  niedere 
Temperaturen,  sondern  iiir  alle  constant  und  =  U,ÜU5.  Sein 
Zalüeuwerth  weicht  aber  erheblich  ab  von  dem  "Werthe,  den 
Regnault  durch  directe  Versuche  fiii' die  specitische  Wänuedes 
Wasserdampfes  bei  constantem  Druck  gefunden  hat*),  nämlich 
dem  Werthe  0,475.  Dieser  Mangel  an  Uebereinstimmung  kaim 
entweder  darin  liegen,  dass  der  Wasserdampf^  dessen  specifischd 
Wftrme  Regnault  bestimmt  liat,  der  Condensation  zu  nahe 
gewesen  ist,  als  dass  er  dieselbe  specifische  Wärme  beseasoi 
hätte,  me  der  sehr  ausgedehnte  Darnp^  oder  darin,  dass  auch 
bei  niederen  Temperaturen  der  Dampf  in  der  Nfthe  der  Con- 
densation sich  merklich  anders  als  ein  ToUkommnes  Qas  ver* 

EOr  jedes  ToUkommne  Qas  wird  die  Wirirongsfimction 
ach  in  ftlmlicher  Weise  ausdrucken  lassen,  wie  es  durch  die 
Gleichung  (10)  f&r  den  hinreichend  yerdünnten  Waaserdampf 
geschehen  ist.  Es  whrd  für  ein  anderes  Gas: 

(11)  fF=  -Ä/^  +  Const. 

sein,  wemi  y  die  Wämecapacität  desselben  bei  constantem 
Vokmen  bedeutet 


1)  Pogg.  Anual.  Bd.  79,  S.  393. 

*)  Compt  rend.  T.  3ü,  p.  676  oder  Pogg.  Anual.  Bd.  99,  8.  348. 

*)  Dms  der  Coäfficieut  0,305  die  specififlche  Wärme  des  Waiaor- 
dampfee  bei  coiutaatem  Drooke  sein  mflstte,  wenn  der  Dampf  wie  efai 
▼oUkommenes  Gm  sieh  TSifaielte,  ist  sdum  Yoa  Banklne  anigespioeiMn; 
Pogg.  Ann.  Bd.  81,  S,  1T6. 
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Absorption  eines  ^Tiises  in  Wasser. 
Es  soll  nuu  die  Absorption  eines  vollkommneii  Gases 
in  Wasser  unter  den  folgenden  Voraussetzungen  untersucht 
werden: 

1)  Der  Druck,  den  ein  Gemenge  von  Dampf  und  Gas 
ausübt,  ist  iTTinier  gleich  der  Summe  der  beiden  Dmcke,  die 
bei  derselben  Temperatur  und  demselben  Volumen  auqgetlbt 
werden  wttrden,  w«mi  nur  der  Dampf  oder  nur  das  Qas  tof- 
handen  w&re. 

Ist  dordi  YergrOsseniiig  des  Druckes  ein  Theü  des  Dampfes 
cmidensürt  und  von  dem  gebildeten  Wasser  ein  Theii  des  Qases 
absQibirty  so  ist: 

2)  Der  Druck  des  Dampfes  so  gross,  wie  wenn  das  Gas 
nicht  Torhanden  wäre,  und 

9)  die  Ton  der  Masseneinheit  Wasser  absotbirte  Qasmaase 
dem  Druck  des  Uber  der  Flüssigkeit  befindlichen  Gases  pro- 
portional. 

Diese  Aimahmcn  wird  num  nach  den  Versuchen  von 
Kegnault^)  über  das  Verhalten  der  Dämpfe  im  hifterfüUten 
Räume  und  den  von  Bunsen-)  über  die  Ab^orl)tioll  von  Gasen 
ohne  Bedenken  als  richtig  gelten  lassen  bei  Gasen,  welche  nur 
in  geringem  Maasse  vom  Wasser  absorbirt  werden.  Ob  die 
aus  den  genannten  Annahmen  zu  ziehenden  Resultate  aber  auch 
noch  riclitig  sind  bei  Gasen,  die  in  solcher  Menge,  vde  Am- 
moniak oder  schweflige  Säure  vom  Wasser  au%enommen  wer- 
den, möge  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 

Ich  denke  mir  ein  Gemenge,  das  aus  der  Dampfmasse  1 
und  der  Gasmasse  g  besteht,  und  suche  f&r  dieses  die  Wir- 
kungsfunctioii . 

Wenn  der  Druck  eine  gewisse  Gh:tae  nicht  überschreitet, 
80  ist  kein  Theil  des  Dampfes  condensirt  FOr  diesen  VeHl 
mache  ich  in  den  Gkidinngen  (2)  nnd  (8)  x  i-  o;  es  entoteht 
dann  die  Gleichung  (7).  Die  GrOsse  p  in  derselben  besteht 
ans  swei  ThefleD,  yon  denen  der  eme  n  ist,  wenn  dieses  Zeichen 


Oomfi.  mmL  r.  80,  p.  345,  in  Po  gg.  Ann.  Bd.  98,  S.  658. 
*)  Banien,  GtMmeteiMhe  Methoden,  Bmmtchwelg  1867. 
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in  der  bei  GleidiiiDg  (8)  defimrten  Bedeutung  gebraucht  irird; 
der  andere  Theil,  der  Dmck  des  Qwm  nSmUch,  ist 

IfB  ja  +  t) 

V 

WO  R  eine  von  der  Katar  des  GFaees  aUiAngige  Oonstante  be* 
deutet  Es  ist  ako: 

l)er  Werth  von  in  der  Gleichung  (7)  soll  gleich  v  gewählt 
werden,  wo  v  so  gross  ist,  dass  füi-  Werthe  von  v  in  der  Nähe 
Yon  V  das  Gemenge  Ton  Dampf  und  Gas  bei  den  vorkommen- 
den  Temperaturen  sich  wie  ein  vollkommnes  Gas  yerii&lt  3J 
bedeutet  dann  die  Wärmecapacität  des  Gemenges  bei  oon« 
stantem  Volumen  in  dem  bezeichneten  Zustande  der  Yerdünnang. 
Nennt  man  /,  wie  frflher,  die  speoififlcbe  W8me  des  Wasseav 
dampfes  und  /  die  des  Gases  bei  constaotem  Yohmien,  so  ist 
daher: 

To^r+  97- 

Denkt  man  sich  nämlich  das  Gemenge  auf  die  Weise  herge- 
stellt, dass  man  «inzA^n  Gas  und  Dampf  unter  den  Druck 
bringt,  den  beide  zusammen  ausüben  sollen,  dass  man  dann 
beide  in  Berührung  setzt  und  in  einander  diÜ'undireu  Itet,  so 
wird  bei  dieser  Difiusion,  wenn  sie  bei  constanter  Temperatur 
vor  sich  geht,  weder  äussere  Arbeit  geleistet,  noch  Wftrme  ab» 
gegeboDi  und  deshalb  auch  keine  Aendemng  der  Wilnnecapa- 
dt&t  eintreten. 

Man  erhftlt  hiemach,  wenn  man  die  in  der  Gleiclnmg  (7) 
Torkommende  wiUkfirHche  Oonstante  gleich  0  macht: 

(12)        r-  -  A{y  +  («  +  O^/rfu 

» 

Dieser  Ausdruck  gilt  bei  der  Verkleinerung  von  v  so  lange, 
bis  der  Wasserdampf  im  Maximum  der  Dichtigkeit  sich  be- 
findet, d.  h.  bis  v  s  (T  ist,  wenn  dieses  Zeichen  in  seiner  frOhereo 
Bedeutong  beibehalten  wird.  Wird  das  Vohimen  weiter  ver- 
kleinert, so  wird  mehr  und  mehr  Dampf  condeiisirt  und  dabei 
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▼on  dem  gebildeten  Wasser  mehr  imd  mehr  Gas  absorbirt,  bis 
endlich  aller  Dampf  Wasser  geworden  und  gleichzeitig  alles 
Gas  Ton  dieaem  angenommen  ist  Um  fftr  diese  Periode  die 
WirknngsAmotion  za  finden,  soll  in  dem  allgemeinen  Ausdrocke 
derselben  nnter  x  die  Gasmasse  Terstanden  werden,  welche  von 
dem  gebildeten  Wasser  absorbirt  ist  Es  handelt  sich  dann 
dämm,  p  und  v  als  Functionen  yon  diesem  »  mid  t  daiza- 
stellen.  Bs  ist  hiena  nOthig  einige  neue  Zeichen  einzofthren; 
der  BequemHohkeit  wegen  stelle  idi  ndt  den  Definitionen  dieser 
die  Definitionen  einiger  schon  gebrauchten  Zeichen  zusammen. 
Es  soll  bedeoten: 

rij  den  Druck  des  Wasserdampl'es  beim  Mfi-vin^i^m  der 
Dichtigkeit  bei  der  Temperatur 

p  den  Druck  des  nicht  absorbirten  Gases, 
v  das  Volumen  des  Gemenges  von  Dampf  und  Gas, 
9"  das  Volumen  der  gebildeten  Flüssigkeit, 
0  das  Volumen  der  Masseneinheit  Dan^  im  Mazimom 
der  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur 

das  Volumen  der  MassenebheLt  des  Gases  bei 

p 

der  Temperatui'  t  und  dem  Dnicke  //, 

y  die  Masse  des  zu  Wasser  condensirten  Dampfes, 

g  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser,  welche  bei  der 
Temperatur  t  mit  Gas  für  den  Druck  p  gesättigt  ist^  bei  der 
Temperatur  t  und  dem  Drucke 

a  eiullich  den  AbsorptionscoSfficienten^)  des  Wassers  für 
das  Gas  bei  der  Temperatur  U 

Man  hat  dann  die  Gleichungen: 

t^«(i-i/)(y 

f' 


Der  Begriff  des  Absorptionecofifficieiiten  ist  hier  in  etwas  anderer 
Weise  genommen  als  von  Bunsen;  in  einer  Weise,  die  aas  der  Glei- 
chnngy  durch  welche  a  eingeführt  wird,  detttlifih  henrorgeht. 
Klr«hhoff,  GeMouadto  AbbudlongMi.  80 
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Am  denselben  findet  man  leiofat; 


Die  Grrössen  n^,  (t,  ß  sind  Functionen  von  die  Grösse  s 
ist  strenge  genommen  nicht  nur  eine  Function  von  son- 
dern auch  von  sie  hängt  von  p  und  von  p  ab;  näherungs- 
weise wird  man  aber  «  als  Constante  betrachten  und  danmter 
das  Volmnen  der  Masaenmnheit  gasfreien  Wassers  bei  iigeiid 
einer  Temperatur  Terstehen  können,  da,  wie  sich  leigen  wird^ 
der  Fehler  schon  gimz  unerheblich  ist,  den  man  begehe  «eim 
man  <  »  0  setat 

Wollte  man  die  Warthe  yon  p  v  ans  den  GMakfanngea 
(18)  unmittelbar  in  die  Gleichimg  (8)  snbetituiren^  ao  vttide 
man  dne  sehr  beschwerliche  Becfammg  an  fibenvinden  haben. 
Es  soU  deshalb  die  letatgenannte  Gidohnng  noch  umgefarmt 
werden« 

Es  seien  p  nnd  v  irgend  welche  gegebene  SHmotionen  Ton 
« imd  t;  man  eBminire  9  ans  den  beiden  Gleichnngen,  welche 
p  und  V  als  Functionen  von  s  und  t  angeben,  und  drücke  /' 
durch  V  und  t  aus;  die  Function  von  v  und  t,  die  man  aiu 
diese  Weise  für  p  erhält,  bezeichne  man  durch  {p). 

Die  Grleichuug 


ist  dann  eine  identische  bei  BAcksicht  auf  die  Gleichung^  welche 
V  als  Eonction  von  «  imd  t  ansdrOckt  Es  folgt  darsoa: 


d 


P 


d 


a  +  t 
99 


a  +  t  dv 
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o#   "    a»  j8<  » 

und  dann»  ivelter: 

n    P  fl  (/>) 

d»    Ti        dt    ?5  et  'ffi' 

Da  man  nnn  feiner,  wenu  ^  constant  ist,  hat: 

80  Itat  sieb  die  Gkichniig  (2)  schreibeii: 


9 


w>  bei  der  Intogratum  wieder  <  als  Oonstante  wa  betraebten 
Isty  oder  endlieb: 

Ans  den  Gleichungen  (13)  findet  man  nun: 
(f>)  ^  ^    I     y  g-* 

snbstitnirt  man  diesen  Werth  in  den  eben  abgeleiteten  Ansdmck 

von  ff',  so  hat  die  Ausführung  des  in  demselben  Yorkommen- 
den  Integrals  nicht  tlie  geringste  Schwierigkeit. 

Es  soll  nur  der  Werth  ent^\^ckelt  werden,  den  //  hat, 
wenn  ar  ==  y  ist,  d.  h.  in  dem  Augenblick,  in  dem  aller  Dampf 
condensirt  und  alles  Gas  absorbirt  ist;  dieser  Werth  von  fF 
möge  durch  ff\  bezeichnet  werden.  Die  Grösse  soll  =  0 
gewählt  werden;  dann  ist  nach  den  Gleichungen  (13): 


P»    ^  ^    .1  9^ . 


ffSat  xrsff  ist  femer  vwms]  da  endücb  ans  dem  ftr  ^  ge- 
fandenen  Ausdrucke  folgt: 
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9 

80  ergiebt  sich: 

r,-r.— (a  +  o'[(/-+t-)5f 

Bei  der  ftr  getroffenen  WaU  mnss  aber  fT^  gleidi  sein 
dem  Wertihey  den  ^  in  der  Qleiohimg  (12)  für  o  ■>  «r  anmnmit; 
d.  h.  es  mnss  sein: 

9 

Addiri  man  dieee  swei  GHftiohnngen  und  die  Qleichimg  (9)  la 
ebiander,  so  ediUt  man: 

0 

+,ir(«+<).^,(^---;  lg 

Der  letzte  Term  dieses  Ausdnicks  lässt  sich  noch  auf  eine 
wesentlich  einfachere  Gestalt  bringen.  Zunächst  nämlich  ist 
#  SO  klein  gegen  <r,  dass  es  dagegen  Temachlässigt  werden 
Imon.  Aber  Mich  ß  ist  sehr  klein  gegen  o*.  Bezeichnet  man 
die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  dee  AbsozptioiiscoefBcienten 
belegte  Ghrösse  durch  6,  so  ist,  wenn  man  als  l<Sinh«it  det 
Vohunens  das  Volumen  der  Masseneinheit  Wasser  anninmit: 

Es  ist  daher  nach  Bunsen' s  Angabc  fiir  Ammoniak  bei  der 
Temperatur  von  O^C.ß=  1049,6.  Für  dieselbe  Tempei-atur 
findet  man  (7  =  205550,  wenn  man  mit  Clausius  die  Dich- 
tigkeit des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  O''  C.  =  0,622  mal 
der  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  bei  derselbeu  Tem- 
peratnr  und  demselben  Drucke  anntmmt  Also  seihst  beni 
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Anunoniak  ist  ß  ein  so  kleiner  Brachtheü  Ton  «r»  dass  man 
nur  einen  klemen  Fehler  begehen  wird^  wenn  man  ß  als  un- 
endlich Mein  gegen  a  betrachtet;  der  Fehler  nird  ganz  nn- 
meorklich  aem  bei  den  Gasen,  die  in  Tiel  geringevem  Grade  als 
Ammomak  von  dem  Wasser  absoifairt  irerden.  Nimmt  man 
aber  «  imd  ß  in  dem  Aasdrnoke  Ton  als  miendlidi  Uein 
gegen  er  an»  so  eddüt  man: 

t 

(14)    fr^^-K-kl^ff/i+Jcdt^-Sf^i^  +  iy^' 

0 

Ans  dieser  Gleiofanng  kann  man  nmftchst  die  Aendenmg  der 
Wftnnecapaoitftt  berechnen,  die  durch  die  Absorption  bewirkt 
•wird.  Aus  der  Bedeutung  Ton  XT^  geht  lAmlidh  herror,  dass 
diese  GrOsse  identisch  ist  mit  dem  Ausdrucke  Ton  in  der 
Gleichung  (5),  wenn  man  in  dieser  unter  die  Wftnneciq^adtit 
der  Masseneinheit  Wasser,  die  die  Gkumasse  p  absorbbt  hat, 
yersteht  Durch  Differentiation  erhält  man  daher: 

(16)  +  + 

Weiter  kann  man  mit  Htllfe  der  Gldehong  (14)  die  Wtane- 
menge  finden,  die  die  Masseneniheit  Wasser  abgiebt,  wenn 
man  de  bei  constant  gehaltener  Temperatur  die  Gkksmasse  ff 
abeorbiren  iSsst 

Man  denke  sich  den  folgenden  Versuch  angestellt  Die 

Gasmasse  wird  mit  dem  Wasser  in  Ecriiluiing  gebracht;  der 
Druck  p  und  die  Temperatur  t  werden  constant  erhalten,  in- 
dem man  das  Volumen  sich  in  dem  Maasse  verkleineni  lässt, 
als  das  Gas  von  dem  Wasser  aufgenommen  wird,  und  die  durch 
die  Absorption  frei  werdende  Wärme  ableitet.  Es  sei  Q  ilie 
W&rmemengo,  welche  abgeleitet  ist,  wenn  die  ganze  Gasmasse 
ff  verschluckt  ist. 

Die  bei  dem  beschriebenen  Processe  geleistete  äussere 
Arbeit  ist  gleich  dem  negativen  Productc  aus  dem  Drucke  p 
in  das  nraprUngüche  Volumen  des  Ghises,  d.  h.: 

»-^rJr  («  +  <); 

die  dem  Processe  entsprechende  Wirkungsgrösse  ist  also: 
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Nim  kuuL  dl6  Abfloiption  aber  auch  anf  dem  folgenden  Wege 
bewirkt  werden. 

1)  Die  WaaaermasBe  wird  bei  c^chbleibender  Temperatar 
in  Danq^f  Tenrandelt^  deesen  DidrfiflM^  so  gering  ist»  dm  er 
siflli  wie  ein  TolUcwmmnes  Gh»  YerhBlt 

2)  Bas  Om  wird  bei  ebenfiük  gleichbleibender  Temperalnr 
unter  denselben  Bruck  versetzt,  unter  dem  der  Wasserdampf 
sich  befindet 

3)  Man  bringt  Dumpf  und  Gas  mit  eiiiauder  iu  Berüluimg 
und  l&sst  sie  in  einander  diflfundiren. 

4)  Man  drückt  das  Gemenge  von  Dampf  und  Gas  boi 
gleichbleibender  Temperatur  zusammen,  bis  aller  Dampf  con- 
densirt  und  alles  Gras  absorbirt  ist. 

Die  Wirkungsgrösse  für  den  ersten  Theü  der  Operation 
ist  iiach  den  Grleichungen  (4)  und  (10): 

t 

0 

für  den  zweiten  ist  sie  nach  Gleichung  (11)  gleich  0.  fiii-  den 
dritten  ist  sie  ebenfalls  gleich  0,  für  den  vierten  endlich  nach 
den  Gleichungen  (12)  und  (14) 

t 

- i  {rt-Jcat\ -K-gB(a  +  (i*^. 

0 

Bie  Wirirangsgrtae  fllr  die  ganze  Operation  ist  also: 

Ba  mm  die  Wiiiaingegitae  ftr  die  üeberfthmng  einee  Eöipen 
ans  'einem  Zoetande  in  einen  anderen  von  dem  Wege^  auf  dem 
die  UeberfUmmg  gesdueht,  imabhtogig  ist,  so  folgt  liiennit: 

oder,  wenn  man  wieder  die  von  Bunsen  mit  dem  Namen  des 
Absorpüouscoeihcienten  belegte  Grösse  b  ein^ihrt: 
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(16)  + 

Es  liegen  die  nöthigen  experimentellen  Data  vor,  um  die  Gültig- 
keit dieser  Gleichung  für  die  Absoi*ption  von  Ammoniak  und 
von  schwefliger  Säure  zu  prüfen.  Favre  und  Silber  mann 
liaben  die  Wärmemengen  gemessen,  die  bei  der  Absorption 
der  Masseneinheit  dieser  Gase  in  Wasser  frei  werden  und 
B  Unsen  hat  die  Absorptionscoefficienten  derselben  bestimmt. 
Kach  Favre  und  Silbermann  ist  fikr  die  Masseneinheit 
Ammoniak: 

Q  «  614,8, 

und  fUr  die  Masseueiuheit  schwefliger  Säure: 

q  «  120,4i 

die  Tempenioren,  ftr  ireloihe  diese  ZaUen  gelten,  sind  nicht 
angogeben*). 

Nach  Bnnsen  ist  ftr  Ammoniak: 

b  =  1049,63  -  29,496^  +  0,07687^*  -  0,0095621^», 

und  ftr  eohweiige  Sftnre: 

b  =  79,789  -  2,6077  ^  +  0,2935  ^"). 

Nimmt  man  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit 
gleich  der  Arbeit  an,  die  es  erfordert  die  Masseneinheit  der 
Schwere  entgegen  auf  die  Höhe  von  423™,5  zu  heben,  und  be- 
leichnet  man  die  Dichtigkeit  des  Gases  im  Yet^j^akh.  mit  der 
der  atmoephftriachen  Luft  duroh  ^,  so  ist  femer: 

j  -  0,0691  \ . 


1)  Zu  den  Glddnnigen  (15)  imd  (16)  gelaugt  mtn  auch  durch  eine 

tedlmllseAllntHl  noa  *>w»w«J>*  imd  Tiel  einfiuilien  Belnditanff  •  wenn 

man  davon  absieht,  dass  ein  Grasquantnm,  welehee  tBÜ  WaaMT  in  Be- 

ifUirung  gebracht  wird,  Wasserdampf  aufnimmt 

2)  Brrhrrrh'.t  *ur  Us  quantitis  de  chdeur  dSgagit»  danu  Im  aetiom» 
Mmif/ues  vi  molt'culaires ;  Paris,  1858,  p.  145. 

S)  In  dem  oben  citirteu  Werke  von  Bunsen,  aus  dem  diese  Formel 
genommen  ist|  ist  unter  den  Tabellen»  die  das  Ende  desselben  bilden, 
statt  der  aaeh  dieser  Fonnel  berecbneten  TM  doreh  ein  Yenehen  eine 
aadofe  ahgedniflkL 
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Ettr  Ammmilak  ist  ^  -  0,58967, 
ftr  Bdiweflige  l^taire  »  2,21122. 
Endfioh  bat  man  a  »  278. 

Setzt  man  diese  Zahlenwerthe  in  die  Gleichung  (16)  ein,  so 
ündet  mau  für  die  Masseneiiiheit  Ammoniak 

bei  0"C.  Q  =  245 
bei  20<'C.  Q  =  214 

imd  fbr  die  Masaeneiiiheit  sdiwefliger  S&nre: 

bei  0^0,  «»76,1, 
bd  20»0.  Q  =  97,7. 

Aus  den  grossen  Unterschieden  dieser  und  der  von  Favre  und 
Silb ermann  gefundenen  Zahlen  muss  man  schliessen,  dass 
beim  Ammoniak  imd  der  schwefligen  Säure  die  Voraussetzimgen, 
auf  welchen  die  hier  entwickelte  Theorie  beruht,  mid  welche 
im  Eingange  dieses  AbsdmittB  zusaimueugesteUt  siu^,  nicht 
erüillt  werden. 

Leicht  lässt  sich  aus  der  Gleichimg  (16)  die  Wärmemenge 
berechnen,  die  bei  der  Sättigmig  des  Wassers  mit  Gras  firei 
wird;  soll  nämlich  die  Gaamasse  g  die  Masseneinheit  bei  den 
Drucke  p  sättigen,  so  mnae: 

oder 

sein,  woraus  fölgt: 

Nimmt  man  als  Einheit  des  Di-uckes  den  Druck  einer  Atmo- 
sphäre an,  so  wird  diese  Gleichung: 

-6,659;.  (l  +  l^y^. 

Fttr  Kohlensäure  ist  nach  Bunsen: 

b  =  1,7967  -  0,07761/  +  0,0016424/»; 

hieraus  folgt  die  Wärmemenge,  welche  frei  wird,  wenn  die 
Masseneinheit  Wasser  bei  der  Temperatur  O^C,  mit  Kohlen- 
tSäm  für  den  Druck  Ton  einer  Atmosi^iäre  gesättigt  md. 
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gleich  0,517,  Sieht  man  von  der  selir  unbedeutenden  Aende- 
rung  der  Wäi'mecapacität  ab,  welche  in  Folge  der  Absorjition 
eintritt,  so  kann  man  auch  schüessen,  dass  die  Temperatur- 
Erhöhung,  welche  das  Wasser  unter  den  angegebenen  Um« 
ständen  eriahrt»  gleich  O^'^dl?  0.  ist 

AuflöBimg  eines  Salsee  in  Wasser. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  über  die  Absorption  eines 
Glases  lassen  sich  über  die  Auflösung  eines  Salzes  in  Wasser 
anstellen  und  fühi'cn  zu  Ausdrücken  für  die  Wärmecapacität 
der  Lösung  und  die  Wännemengej  die  bei  der  Büdung  der 
lidsung  £rei  wird. 

Ich  denke  mii*  die  Salzmasse  1  in  Berührung  mit  der 
Masse  m  von  Wasserdampf  unter  einem  Drucke ,  der  kleiner 
ist  als  der  Druck  des  Dampfes  im  Mazmnim  der  Dichtigkeit 
über  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes;  es  soll  die  Wirkungs* 
fnnotion  für  diesen  Körper  und  für  die  verschiedenen  Znst&ndei 
welche  dnrch  Vergröesernng  des  Drockes  herbeigeföhrt  werden 
können,  aa%esacht  werden. 

Es  bezeichne  fi^  den  Druck  des  Wasserdamples  im  Mazi- 
mnm  der  Diditigkeit  Uber  einer  gesättigten  Lösung  des  Salzes 
bei  der  Temperator  t\  dann  wird,  so  lange  der  Druck  p  kleiner 
als  ist,  von  dem  Salze  nichts  aufgelöst,  und  es  ist  nach  den 
Gleichungen  (5)  und  (10): 


t 


wo  wie  früher,  die  spedfische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei 
constantem  Volumen,  c  die  specifische  Wärme  des  festen 
Salsies  bedeutet;  und  wo  über  die  willkürliche  Constante,  welche 
der  Ausdruck  von  W  im  Allgemeinen  enthält^  yeif&gt  ist» 
Es  liegt  dem  angegebenen  Ausdrucke  die  Yorauaseteung  zu 
Grunde,  dass  der  Wasserdampf  über  dem  Salze  stets  eine  so 
geringe  Dichtigkeit  besitzt,  dass  er  sich  wie  ein  yollkommnes 
G«B  TerhäH;  eine  Voraussetzung,  die  um  so  genauer  erfüllt 
sein  wird,  je  grösser  die  Kraft  ist,  mit  der  das  Salz  den  Wasser- 
dampf  an  sich  zieht 

Ist    =  ^1  geworden,  so  f&ngt  der  Dampf  an  sich  zu  con* 
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densiren;  es  bildet  sich  "Wasser  und  dieses  löst  einen  Theil 

des  kSalzes  auf.  Durch  unendlich  kleine  Aendeiiin^eu  des 
Druckes  kami  man  die  Masse  des  übrig  gebliebenen  Dampfes 
verkleinem  oder  vergrössern.  Versteht  man  in  den  Gleichungen 
(2)  und  (3)  unter  .r  die  Masse  des  condensirten  Dampfes  und 
setzt  a-,,  =  0,  so  erhält  man  durch  Betrachtungen,  die  denen 
genau  entsprechen,  durch  welche  die  Grieichung  (6)  abgeleitet  ist: 

r--Afm;^^  +  Jc'dt\-(a-i.ty(v-v^)-^. 

0 

Mit  demselben  ßechte,  mit  dem  angenommen  ist,  dass  der 
Dampf  bis  zum  Ende  der  vorigen  Periode  sich  wie  ein  voU- 
komnmes  Gas  verhält,  kann  derselbe  auch  während  der  jetzigen 
als  voUkomnmes  Gus  betrachtet  werden;  liieraus  folgt,  wenn 
man  das  Zeichen  R  in  seiner  fi-üheren  Bedeutung  gebraucht, 
und  wenn  man  absieiit  TOn  der  sehr  kleinen  VnlnmAnanilftmn^ 
welche  das  Sals  bei  seiner  Auflösung  edeidei: 


Gemach  wird: 


v  —  V  ^  • 


(18)        r--Ä[f«yf+  Jcdtj+it;IHa  +  ty^^ 

0 

Diese  Gleiohnng  gilt  so  lange,  bis  alles  Salz  au%elöst  ist,  falls 
die  Wassermasse  m  grOsser  ist,  als  diejenige,  die  erfordert 
wird,  die  Salzmasse  1  au&ulösen;  ist  sie  Ideinory  so  gilt  die 
Gleiduing,  bis  aller  Dampf  condeosirty  d.  h. «  «  m  geworden  ist 
Bs  soU  raerst  der  zweite  Ton  den  beiden  imtenebiedenen 
I^ÜIen  weiter  befcraditet  Verden.  Besdclinet  man  dnrdi 
die  Wirioingsfimdion  für  den  Zostand,  bei  dem  aller  Dampf 
Tersofawuiden  ist,  so  ist  für  diesen  Fsll: 


(10) 


Bedeutet  (7  die  Wtanecapaoitftt  des  auf  die  besdiriebena  Weiss 
gebildeten,  zom  Thefl  ans  festem  Sals,  mm  Theü  ans  gedtttigter 
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Lösung  bestehenden  Köipera,  so  ist  aber  auch  mch  der  Glei- 
chung (5): 

t 

f^i  l^fcdti 

0 

dam»  £dgt: 

(SO)  C-«/+-.y— ff,((«+<)'^). 

Die  hierdurch  bestimmte  Ghröase  Q  die  ich  die  Wärmecapacitftt 
des  bezeichneten  Korpers  genannt  habe»  ist  die  Wärmemenge, 
die  demselben  zugeführt  weiden  muss,  um  ihn  um  V  zn  er- 
idtomen;  bei  dieser  BrwSimong  wird  entweder  ein  Thefl  des 
festen  Salzes  esatgiMk  oder  ein  Theil  des  gelösten  ausge- 
schieden, und  in  Volgß  dessen  in  dem  Körper  selbst  Wistm»  ' 
erregt  oder  Terfaraocht  werden;  die  so  enegte  oder  Terbrauohte 
IHbtmemenge  wird  einen  wesentlichen  TheÜ  Ton  C  ausmachen. 

Die  Gleichung  (19)  erlaubt  femer  die  Wärmemenge  zu 
berechnen,  die  frei  wird,  wenn  die  Wassermasse  m  so  viel  von 
dem  Salze  auflöst,  als  sie  aufzulösen  vermag. 

Wan  denke  sich,  dass  die  Wassermasse  m  auf  das  Salz 
geschUttet  und  die  Temperatui-  /  constant  erhalten  werde,  in- 
dem man  die  bei  der  Auflösung  frei  werdende  Wärme  ab- 
leitet. Es  sei  Q  die  Wärmemenge,  die  abgeleitet  ist,  wenn 
das  Wasser  sich  mit  Salz  gesättigt  hat  Die  Wirkungsgrösse 
fttr  diesen  Ftooess  ist  dann,  da  man  ?on  der  eintretenden  ge- 
ringen Yolnmenindemng  absehen  kann, 

Die  Auflösung  kann  man  nun  aber  auch  auf  dem  folgenden 
Wege  bewirken: 

1)  Man  yerwandelt  das  Wasser  bei  gleichbleibender  Tem- 
peratur in  Dampl^  dessen  Bruck  kleiner  ist»  als  ^. 

2)  Man  drückt,  nachdem  man  den  Dampf  mit  dem  Salz 
in  Berfifarung  gebnolit  hat^  denselben  bei  eben&Us  gleichblei- 
bender Tenq>eratnr  zusammen,  bis  er  ganz  oondensirt  und 
in  die  SabdOsoag  Ubergegangen  ist 


I 
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Die  Wiikungsgrösse  für  den  ersten  Tüeil  der  Operation 
ist  nach  den  Grleichungen  (4)  und  (10): 

—       Jedi  +  K—krtj, 

0 

und  für  den  zweiten  nach  den  Gleichungen  (17)  mid  (19) 

Abb  dem  Satee^  daas  die  Wirkongsgrtoe  für  die  üebeifidinmg 
eines  Körpers  ans  einem  Zustande  in  einen  andern  von  dem 
Wege  der  üebeifOfamng  unabhängig  ist,  ftlgt  also: 

(21)  <i.„(/crf<-y«  +  f+|(«+D«^l^). 

0 

Eine  viel  einfachere  Gestalt  erhält  der  Ausdruck  von  Q, 
wenn  man  die  Annahme  einführt,  dass  der  mit  reinem  Wasser 
in  Berührung  befindliche  Wasserdampf  bis  zu  seiner  Conden- 
sation  sich  wie  ein  yoUkommenes  Gas  verhält  —  eine  Attnohnwi^ 
die,  wie  schon  oben  bemerkt,  wenigstens  bei  Temperaturen  in 
der  Nähe  von  O*'  sich  nicht  weit  von  der  Wahrheit  entfenm 
wird.  Bei  dieser  Annahme  giebt  die  Gleiehnng  (9),  wenn  msn 
in  derselben  #  gegen  4f  Temachlassigt; 

(22)  A'-Ä  I  y  <  ~/c<f  /  j  -  (a  +  t^B  ^^^jf^f 
woraus  folgt: 

(23)  <i«m|(a+0>-^- 

Mit  HiÜfe  der  Gleichung  (22)  lässt  sich  auch  die  Gleichung 
(20)  auf  eine  andere  Gestalt  bringen.   Multi{dizirt  man  nam- 

Höh  die  erstere  mit  j-,  diffeienairt  sie  nach  t  mA  addirl «» 

zor  letzteren,  so  er  hak  man: 
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Beküimfliflh  nird  M  der  LOiiiiig  emiger  Salse  Winne  frei, 

bei  der  anderer  W&rme  verschluckt;  nach  der  Gleichung  (23) 
findet  das  Erste  statt,  wenn  bei  wachsender  Temperatui-  das 

Yerhältnifls^  wächst»  das  asweite  im  entgegengesetzten  falle. 

Wenn  die  Wassennaafle  m  gitaer  ist  als  diejenige,  die 
zur  Lteong  der  SalsnasBe  1  gebraucht  md»  so  gilt  die  Gld- 
dmng  (18)  nieht  \aa  w^m,  aondem  nnr  bis  «  »  «  geworden 

ist,  wenn  a  die  Wassermasse  bedeutet,  die  bei  der  Temperatur 

t  zur  Lösung  der  Salzmasse  1  erforderlich  ist.  Ueberschreitet 
j-  den  Werth  a,  so  höii  der  Druck  p  auf  eine  reine  Function 
von  t  zu  sein,  er  hängt  dann  von  a-  und  von  t  ab.  Die  Func- 
tion dieser  beiden  Variabehi,  welche  den  Druck  darstellt,  möge 
durch  n  bezeichnet  werden.  Wenn  die  Wassermasse  nicht  zu 
gross  ist,  so  wird  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  über  der  Salz- 
lösung immer  klein  genug  bleiben,  dass  derselbe  als  vollkom- 
menes Gas  betrachtet  werden  kann.  Bezeichnet  man  durch  ^ 
das  Volumen  der  Lösung,  so  ist  dann  also: 

In  dieser  Grleichung  wird  man  ohne  merklichen  Fehler  /  als 
constant  ansehen  dürfen;  thut  man  das,  so  folgt  aus  derselben: 

8  ^ 

4  ^-=Ä(m-ar)-^ 


B— 


und  weiter: 


6t    dt        dt    Bt^  ' 


Aas  der  Grleichung  (2)  ergiebt  sich  hiemach: 

r-  r,+Ä(a+/)«Jrf»— 

Macht  man  nun  «e  a,  so  wird  gleich  dem  Werthe.  den 
der  Ansdnudc  von  JfK  in  der  Qleiebimg(18)  fttr      «  annimmt 
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Benidmet  man iriederom den  Werfhy  de^  W  ffb:  »^m  eMXb, 
dnrch  W^,  so  iflt  also: 

t 

Es  ist  ^  Tim'  für  Wirtlie  yon  x  defiiiirt  worden,  welche 
grösser  als  a  sind;  detiiiiit  man  /n  für  Werthe  von  i?,  welche 
kleiner  als  a  sind,  als  gleich  fi^,  so  lässt  sich  dieso  Gfleicfaung 
etwas  einflAcher  schreihen: 

f  m 

Ans  derselben  kann  man  die  WlUmeoaiMuaiUtt  der  ans  der  Sab- 
masse  1  und  der  Wassermasse  m  gebildeten  SahdOsnng  nnd 
die  WArmemonge  berechnen,  die  bei  der  HenteOnng  dieaer 
Losung  frei  wd.  Ist  C  jene  "Wtonecapadttt  und  Q  diese 

Wltememenge,  so  ergiebt  sich  dnrch  eine  Betraditong,  die  der- 
jenigen ganz  gleich  ist,  durch  welche  die  Gleichungen  (20)  und 
(21)  abgeleit<^t  sind: 

n 

t 

0 

in 

t 

Führt  man  wieder  die  Voraussetzung  ein,  dass  der  mit  reinem 
Wasser  in  Berührung  befindliche  "Wasserdampf  bis  zu  seiner 
Condensation  sich  wie  ein  vollkommnes  Gas  yerhält,  so  erhält 
man  die  näheruugsweise  hchtigea  (ileichuugen; 


n 
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m 

0 


Die  zwi'ite  von  diesen  Gleichungen  lässt  eine  Vergleichung 
der  Theorie  mit  eiuem  von  Babo  experimentell  gefundenen 
Satze  zü. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass,  wenn  man  zu  einer  Salzlösung, 
die  bis  zu  einem  gewissen  Grade  verdünnt  ist,  noch  mehr 
Wasser  zusetzt,  keine  merkliche  WSnaeenfcwickelung  statt- 
findet; ist  diese  Yerdümmiig  emicht»  so  mnfls  naoh  denn  Aus- 
drucke von  Q 


also  ^  (das  Verhältniss  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes 

über  der  Lösung  und  seiner  Spannkraft  über  reinem  Wasser 
bei  derselben  Temperatur)  imabhängig  von  t  sein. 

Babo^)  hat  den  Satz,  dass  das  genannte  Verhältniss  bei 
den  verschiedensten  Temperatui-en  nahezu  den  gleichen  Werth 
behält,  allgemein  ausgesprochen.  Die  Versuche,  aus  denen  er 
denselben  geschlossen  hat,  sind  aber  meistens  mit  verdünnten 
Lösungen  angestellt,  und  daher  musste  ihm  die  Beschränkung 
entgehen,  unter  denen  der  Satz  hier  als  richtig  gefunden  ist» 
die  Bedingung  «amKnhj  dass  die  Lösung  so  verdünnt  ist,  dass 
durch  Zusatz  von  Wasser  zu  ihr  keine  Temperaturändemng 
bewirkt  wird,  findet  bei  einem  solchen  Zusätze  eine  Tempe- 
ratarerhOhong  stait^  so  wftdist  jenes  Veifaftltniss  bei  wachsender 
Tenqperator,  es  niinnit  ab,  wenn  eine  Temperatnremiedriginig 
sieh  leigt 


Es  sei  mir  gestattet,  hier  die  folgende  Bemerkung  anzu- 
Bchliessen.  Man  hat  bei  den  Versuchen  über  die  bei  chemi- 

^  Berkiite  tfber  die  YcthsodhiiigeD  der  GeMDsduft  ftr  Beftiderang 
der  KsteurflWMduft»  n  VnSbng  l  B.;  Janoar  18ft7,  &  888. 


« 
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sehen  Proceiseii  frd  werdenden  Wlmom^eii  gewttbnlioh  : 

nicht  auf  die  Temperatur  Bücksicht  genommeDi  bei  welcher  man  | 

die  Processe  einleitet;  und  doch  folgt  aus  dem  ersten  Haupt-  i 
satze  der  mechanischen  Wäi  metheorie  mit  Xothwendigkeit,  dass 
jene  Wärmemengen  mit  dieser  Temperatur  variiren,  üills  durch 
die  Processe  die  Wärmecapacität  geändert  wird,  was,  weim 
nicht  immer,  doch  zweifellos  der  Regel  nach  stattfindet.  Es 
soll  das  noch  an  einem  einlachen  Beispiele  näher  dargelegt 
werden. 

Gesetzt  man  habe  die  Masseneinheit  Kjiallgas  vou  der 
Temperatur /in  einem  fest  begrenzten  Baume,  und  lasse  dieses, 
etwa  durch  einen  elektrischen  Funken,  explodiren ;  die  Wärme- 
menge,  welche  man  dem  gebildeten  Waaserdampf  entzielien 
mussy  um  die  Temperatar  wieder  auf  die  uiaprflngliche  n  !»■ 
duciren,  sei 

Die  WftrmemeDgey  welohe  man  bei  einem  gleichen  V«*  | 
sadlie  eriiUt)  bei  dem  mir  ^  die  Temperatm*  des  KnaUgaBes 
vor  der  Explosion  ist»  und  bei  dem  man  den  Waaaeidaaif 
bis  zur  Temperatur  ^  abkOhlt»  sei  ^.  Der  Emfiujhheit  weg« 
möge  Toransgesetet  werden,  dass  das  Yolmneiidea  KinJIgMes  m 
gross  gewählt  ist»  dass  der  Wasserdampf  bei  ihm  mid  bsi  des 
Temperatmren,  in  die  er  yersetat  wird,  sich  wie  ein  voOko» 
menes  Qts»  verhält.  Es  wird  sich  dann  leicht  naofaweiNi 
lassen,  dass  Q  und  Qj  verschieden  von  einander  sein  mltoBfla  i 

Die  Wirkungsgrösse  füi*  die  Ueberfüluimg  des  Knallgivse«  i 
von  der  Temperatur  /  in  Wasserdampf  von  derselben  Tempe- 
tur  und  demselben  Volumen,  die  bei  dem  ersten  der  beiden  j 
gedachten  Versuchen  stattfindet,  ist  , 

da  äussere  Arbeit  bei  derselben  nicht  geleistet  wird.  | 

Dieselbe  Ueberfülurung  denke  man  sich  nun  auf  dem  fol- 
genden Wege  bewirkt: 

1)  Man  bringt  das  Knallgas  auf  die  Temperatur  ty 

2)  Man  lässt  das  Knallgas  eiqdodiren  und  entzieht  dem 
gebildeten  Wasserdampf  Wttrme,  bis  seine  Temperatar  wieder 

^  geworden  ist.  j 
8)  Man  bringt  den  Wasserdampf  auf  die  Temperatar  t  j 
Beeeichnet  /  die  spedfische  Wftrme  des  Enallgaae^  f  \ 
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die  des  Wasserdampfes  bei  constautem  VolmneOy  so  ist,  da  bei 
keinem  der  Theile  der  beschriebenen  Operation  eme  Yolumen- 
Andenmg  statt  gefunden  hat^  die  Wirkongsgröese 

fitar  den  enten  Theil  ^  —k/it^  —  t^, 

für  den  zweiten        =     k  Q^y 

für  den  dritten        =  — 

Nach  dem  ersten  Haaptsatse  der  mechanischen  Wärme- 
theorie nnise  die  Summe  dieser  drei  Grössen  gleich  k  Q 
seniy  d.  h. 

«,-«+(/-r)(«,-^ 

Da  nnn  y  nicht  (^eich  /  ist,  so  ist  auch      nicht  gleich  Q, 

Eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  ofTenbar  für  einen 
jeden  chemischen  Process  austollen,  bei  dem  keine  oder  eine 
zu  vernachlässigende  äussere  Arbeit  geleistet  wii'd  und  dui-ch 
den  die  specifische  Wärrae  sich  ändert.  Bei  einem  jeden 
solchen  Processe  ist  also  die  frei  werdende  Wärmemenge  d.  h. 
die  Wärmemenge,  die  während  oder  nach  dem  Processe  abge- 
leitet werden  muss,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  herzu- 
stellen, von  dies(,'r  Temperatur  abhängig.  Gerade  diese  frei 
werdende  Wärmemenge  —  nicht  etwa  die  erzeugte  —  ist  es 
aber,  welche  bei  Versuchen,  wie  sie  angestellt  sind  über  die 
Wärmeerregung  bei  chemischen  Processen,  gemessen  wird. 

Bei  dem  als  Beispiel  gewählten  Falle  sind  allerdings  die 
Unterschiede  der  Wärmemengen,  welche  bei  verschiedenen 
Temperaturen  frei  werden,  ▼erhftltniHwmäBsig  sehr  klein;  man 
wird  indessen  nioiht  Toranssetzen  dürfen,  dass  das  immer  statt- 
findet 

Um  für  jenen  Fall  die  Unterschiede  wa  betredmen,  dienen 
folgende  Angaben:  Die  spedfisohe  Winne  des  EnaU^ues  bei 
constantem  Dnck  ist  0,6722;  Uerans  findet  man  ndt  HtUfe 
des  edien  oben  benntiten  Olansins'Bchen  Sateee  mid  des  oben 
angeführten  mechaniBchen  Aeqmyalents  der  WBnneemheit  / 
(d.  b.  die  specifisolie  WSrme  des  EnaUgaees  bei  constantem 
Volumen)  gleich  0,4056.  Nimmt  man  die  specifische  Wärme 
des  Wasserdampfes  hei  constantem  Drucke  gleich  0,475  an, 
wie  sie  Kegnault  gefunden  hat.  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe 
Weise     (d.  h.  die  specihsche  Wärme  des  Wasserdampfes  bei 
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oonstantem  YoInmeD)  gltidi  0,8689;  nmunt  man  aber  die  ^e- 
dfisdie  ynanB  des  WaasadBinpfee  bei  constantem  DcadEe 
gleich  0,305  an,  nie  sie  faier  oben  gefunden  iafc,  so  folgt 
y  s=  0,194.  Nach  der  ersten  dieser  beiden  Annahmen  isfc  daber: 

Qi=  Q  + 0,0417 
und  nach  der  zweiten: 

«i-.+0,212(<i-0. 
Dieses  Besnltat  Iftsst  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  ans- 
spveofaen.  Es  sei  r  die  Temperatnrerfattbung^  die  dnroli  die 
Explosion  des  iOiallgases  bewirkt  wird,  wenn  die  Temperatar 

desselben  vor  der  Explosion  t  ist;       sei  die  entsprechende 

Temperaturerliöliimg  für  den  Fall,  dass  die  Teiuperatui'  des 
Knallgases  von  der  Verbrennung  ist.   Daun  hat  man: 

und  daher: 

»i-»+{^-i)(<,-<). 

Je  nach  der  einen  oder  der  anderen  Annahme  Uber  die  speci- 
fische  Wärme  des  Wasserdampfes  ist  also: 

T,  =T  +  0,11Ö(^  — ^ 

oder 

Ti  =  T  +  1,091 

Wäre  die  zweite  Annahme  die  richtige,  so  müsste  biemach 
die  Temperatur  des  Wasserdampfes  nach  der  Yertoennnng  darch 
eine  Temperatnrerhöhung  des  Knallgases  nm  mehr  als  das  dop> 
pdte  dieser  Temperatnreriiöbnng  yergrOssert  werdoL 


Bemerlning  Uber  die  Spannung  des  Wasserdampfes  bei 
Temperaturen,  die  dem  Eispunkte  nahe  sind.  ^} 

Eegnanlt*)  ist  bei  seinen  Yersnchen  Uber  die  Spannmig 

des  Wasserdampfes  bei  Terschiedenen  Temperaturen  zu  dem 
Besultate  gekommen,  dass  die  Cur?e,  welche  die  Spannung 

Pogg.  Ann.  Bd.  108.  1858. 
*)  Oemf4,  fmd,  2\  89,     406,  mid  Pogg.  Ann.  Bd.  W.  81  BUi. 
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des  Dampfes  tob  Eis  für  Temperateea  unterhalb  0^  danteilt» 
eine  ToUstBudige  Contmmat  mit  deijemgen  dailnetet^  wekdie 
die  Spaommg  des  Dampfes  von  Wasser  für  Temperatnren  Aber 
0^  liefert  Es  ist  dieses  Resultat  mit  der  mechanischen  Theorie 
der  Wärme  in  so  fem  im  Einklänge,  als  nach  dieser  ein  Zu- 
sammentreffen der  beiden  bezeiclnieten  Ciu'ven  m  einem  Punkte 
stattfinden  kann;  die  Theorie  fordert  aber  dann,  dass  die  Tan- 
genten der  Curven  in  diesem  Punkte  yerschieden  von  einander 
sind,  mit  anderen  Worten,  dass  der  Differential quotient  der 
Spannung  des  Dampfes  nach  der  Temperatur  bei  0*^  einen 
Sprung  erleidet. 

Um  dieses  zu  zeigen,  soll  die  Wirkungsfunction  für  die 
Masseneinheit  Wasser  in  einigen  verschiedenen  Zuständen  be- 
trachtet werden.  Es  soll  diese  für  den  Fall^  dass  die  ganze 
Wassermasse  tropfbar  flüssig  ist  und  die  Temperatur  0°  hat, 
gleich  0  gesetzt  werden;  für  den  Fall,  dass  die  ganse  Wasser- 
masse in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Temperatur  yer- 
wandeh  ist,  ist  sie  dann  nach  der  Gleichung  (6)  meiner  Ab- 
Iti^^ng  „Ueber  eben  Sats  der  meebanischep  WAmetheorie 
etc^'y  irami  maa  das  Y olimieii  der  Museneinheit  Wasser  gegen 
das  Vofamieii  der  Gewichtseiiibeit  Dampf  yemacblftsagt: 


WO  alle  Zeichen  dieselbe  Bedentong,  wie  am  angeführten  Orte 
haben,  imd  wo  naeh  AnsfOfanmg  der  Differentiation  t^O  za, 
setMn  ist  Bedeutet  /  die  latente  Wftrme  des  Wassens  so  ist 
die  Wirkongsgrösse  für  den  üebergang  der  Mannffliembnit 
flüssigen  Wassers  Von  der  Temperatur  0"  in  Eis  Ton  derselben 
Temperatur  gleich  kl;  darans  folgt  die  WiikongBftmction  für 
die  Masseneinheit  Wasser,  die  in  Eis  yon  0*  verwandelt  ist, 

Denkt  man  sich  nun  die  Eismasse  in  gesättigten  Dampf  von 
derselben  Temperatur  übergeführt,  so  ergiebt  sich  hieraus 
durch  Betrachtungen,  die  denen  ganz  gleich  sind,  durch  welche 
der  Ausdruck  (1)  abgeleitet  ist,  wenn  man  durch  fx^  die  Span- 
nung des  Dampfes  bezeichnet,  der  sich  über  Eis  von  der  Tem- 
pmtor  t  bildet,  und  wenn  man  das  Y  olnmen  der  Masseneinheit 

81* 
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Eis  gegen  das  der  Massenemheit  des  Dampfes  Tcraadittasigt, 

die  Wirkungsftinktion  liir  die  Massenoinheit  des  gesättigten 
Dampfes,  der  bich  über  Eis  bei  der  TeDiperatui*  von  O''  bildet, 

wo  nach  Auslulirung  der  Differentiation  wieder  ^  =  ü  zu  setzen 
ist  Bei  der  Aulstellimg  dieses  Ausdi-uckes  ist  schon  von  der 
Annahme  Gebrauch  gemacht,  das  flu-  ^  =  0  Uj=n  ist,  und  da>s 
die  Däni])le,  die  sich  über  Eis  von  O''  und  über  flüssigem 
Wasser  von  0^  bilden,  überhaupt  identisch  sind;  es  sind  näm- 
lich die  Volimiina  der  Masseneinheit  dieser  Dämpfe  gleich  ge- 
setzt. Aus  der  genannten  Annahme  folgt  dann  weiter,  dass 
für  /  =  0  die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  öinander  gleich  sein 

dfii      dity  kl 
dt  dt 

sein  muss.. 

Um  einen  Zahlenwerth  für  diese  Differenz  der  beiden 
Differentialquotienten  zu  erhalten,  soll  festgesetzt  werden,  dass 
/  nach  den  Graden  der  hunderttheiligen  Thermometerscale  ge- 
rechnet wird;  daim  ist 

tf-:273; 

ESiÜMit  der  Wärmemenge  soll  die  Wärmemenge  sein,  die  die 
MnimniMiinhmt  Wasser  toh  O^C.  auf  l^G.  erwftnut;  dann  ist 

/  *-  79; 

Einheit  des  Volumens  sei  das  Volumen  der  Masseneinhsift 
Wasser;  dann  ist 

tf-206660; 

Einheit  des  Druckes  endHch  sei  der  Druck  einer  Quecksilber- 
säule von  1"™  Höhe;  dann  ist 

Aus  diesen  Zahlenwerthen  ergiebt  sich: 

Dieser  Unterschied  ist  ktoinery  als  dass  er  sich  mit  Sicherheit 
ana  den  Versochen  von  Begnanlt  kftmite  erkemMD  laeeen; 
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doch  ist  es  von  Interesse  zu  bemerken,  dass  aus  den  Zahlen, 
welche  Begnault  als  die  Resultate  seiner  Versuche  angiebt, 
skh  ein  Unterschied  von  demselben  Sinne  und  derselben  Ord- 
nnng  herausstellt,  wie  die  Theorie  ihn  fordert. 

Folgendes  sind  nach  Regnault^)  die  Werthe  von  und 
^  für  Temperatoren  in  der  Nähe  Ton  0**  aut  ihren  IMerenzen: 

+  + 
0,022  0,001 
0,028 


+  + 

Ü,üi5  0,010 
0,025 


i 

«i  + 

0 

4,600  0,840 

1 

4,940  0^ 

2 

5,302  0,885 
5^687 

8 

# 

- 

0 

4,600  0,337 
4,268  0,822 

-1 

-2 

8,941  0^297 

-8 

8,644 

Daraus 

ergiebt  sich  für  ^  = 

also: 


Ueto  die  Sfiiunag  des  DuipliM  vom  lOsdniiigeii 
Alf  Watfer  ud  SekirtfUdsim.*) 

Li  meiner  Abhandlung  „über  einen  SaU  der  mechanischen 
'WiBnnetheorie  und  einige  Anwendungen  desselben"  habe  ich 
eine  Belataon  hergeleitet  swischen  der  Spammng  des  Dampfes 
einer  ivlesrigen  SaklOsong  nnd  der  Wärmemenge,  die  bei  der 
BildiiDg  der  Lösmig  frei  wird  oder  wsobwindet*).  Es  ist  ?on 

*)  Relations  dex  erpMencc»  .  .  •  •  JK»  624 
•)  Pogg.  Ann.  Bd.  104.  löftS. 
^  S.  oben  p.  473. 
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selbst  Idar,  dass  die  dort  durchgefülii-ten  Betrachtungen  ebenso, 
wie  für  eine  Salzlösung,  für  jede  Flüssigkeit  gelten,  der«  !! 
Dampf  reiner  Wasserdampf  ist.  Ueber  die  Spauuuug  des 
Wasserdampfes,  der  sich  über  Mischungen  von  Wasser  und 
Schwefelsäiu-e  bildet,  hat  Regnault  Versuche  angestellt  und 
die  Wärmemengen,  welche  bei  der  Mischung  von  Wasser  und 
Schwefelsäure  frei  werden,  sind  von  vielen  Experimentatoren 
gemessen.  Es  lässt  sich  daher  hier  die  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung vergleichen.  Ich  habe  diese  Yergleichung  angestellt 
und  will  die  Resultate  derselben  im  fi'olgenden  mittheilen. 

Begnault  hat  fflr  9  MischoDgen  Ton  Schwefelsäure  und 
Wasser  die  Dampfipannnngen  gemessen,  «amKfth  f&r  die  PUto- 
sigkeiten 

S0«+  2H0,  S0»+  3H0,  80^+  4H0, 
S0'+  6H0,  S0'+  6H0,  S0>+  8H0, 
80*+10HO,  S0*+12H0,  SC+ISHO. 

Die  Werthe  der  bei  verschiedenen  Temperatm-en  l  iir  eine 
jede  Mischung  beobachteten  Spannung  hat  er  graphisch  dar- 
gestellt, von  der  so  gewonnenen  Curve  drei  gleich  weit  abste- 
hende Ordinaten  gemessen  und  aus  diesen  eine,  drei  Constanten 
enthaltende,  Interpolationsformel  berechnet.  Die  Werthe  der 
Spannung^  auf  die  die  Interpolationsformeln  gegrOndeisind,  und 
die  fflr  genauer  als  die  einzelnen  Beobachtongen  gehaltoB 
werden  müssen,  sind  in  der  folgenden  Zusammenstellnng  an- 
gegebeui  in  der  die  Spamnmg  des  Dam|»fes  über  der 
Ifisdumg  80*+(l+«)H0  bei  der  Temperator  t  bedeofest; 
die  Teniperatiir  ist  nach  den  Graden  der  honderttheOlgeii  Scale 
gerechnet)  als  Emheit  des  Dmckes  ist  der  Druck  einer  Qgeck* 
sflbersftnle  ron  1""  H6he  angenommen. 


t 

/* 

i 

t 

8 

0,110 

7 

0,43 

11 

1,28 

30 

0,225 

26 

1,19 

29 

8^ 

52 

0,600 

45 

8^ 

47 

1(^81 

>)  wlMk     «Wn.  H  de  pJ^s.  8««       <.  Ifi,^  178. 
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«•4                   mmb  amt 

i         Ii  i          ft  * 

7        1,51  11        3,24  4  2,95 

24        4,82  23        6,98  19  7,98 

41      18,67  85      14,40  84  19,85 

r-9  ««11  wmVI 

i         lA  tu  <  ^ 

5        4,12  10        6,42  7  6,30 

20      10,83  21       13,09  18  12,82 

85      56,15  32      24^80  29  24,65 

In  Betreff  der  bei  der  Mischung  von  Wasser  und  Schwe- 
felbäure  stattfindeiitlen  Wärnieentwiekelung  werde  ich  eine 
Formel  benutzen,  die  Thomsen  aulgestellt  hat,  und  die  mit 
seinen  eigenen  Versuchen,  so  vde  mit  denen  von  Favre  und 
Silbermann  und  von  Abria  selir  nahe  überein^stimmt.  Be- 
zeichnet Q  die  Wärmemenge,  die  bei  der  Mischung  von  x 
Aequivalenten  Wasser  mit  einem  Ae^uivalöut  SO^  +  HO  frei 
wird,  80  ist  aach  Tiiomsen  ^) : 

wenn  Elinbeit  der  WAnnemenge  die  Wfimemenge  ist»  die  es 
evfoidert  um  1^0«  eine  WeBsenneBse  m  erwflnnen,  deren  Ge- 
ividit  gleich  dem  Gewicbte  dnes  Aeqniralentee  SO*+HO  ist 
IMeee  Formel  ist  mir  fltar  gttnze  Werthe  tob  ^  experi* 
mentdl  besOtigt;  mn  bei  dem  yoigeeetiteii  Zwecke  nftlaen  sn 
kttunen,  mw  sie  noch  ftr  gebrocbene  Wertiie  Ton  m  als  gültig 
beIrMhtefe  werden.  Sie  bam  ferner  nor  ftr  eine  Temperatar 
strenge  liditig  sein;  es  liegen  nicht  die  nOthigen  experimen- 
tellen Data  vor,  nm  die  Aendemngen  berücksichtigen  zu 
können,  die  tlie  Wäriuenienge  Q  erfährt,  wenn  die  Temperatur 
sich  ändert;  aber  aus  einigen  Messungen  von  Person  lässt 
sich  schliessen,  dass  diese  Aendemngen  nur  klein  sind.  Ist 
nämlich  Q  die  Wäi'memenge,  die  frei  wird,  wenn  die  Massen 
m  und  rw,  zweier  Flüssigkeiten  bei  der  Tem])eratiir  t  gemischt 
werden,  und  die  Mischung  auf  dieselbe  Temperatur  abgekühlt 
wird,  sind  femer  c  und  q  die  specifischea  Wärmen  der  beiden 


Pogg.  Ann.  Bd.  90|  a  m 
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488        Ueber  die  Spanuung  d«  Düwpfiw  um  HBwiinngen 

Hflsoj^ten,  C  die  der  MiHchnng,  so  ist  nach  dem  enten 
flaiq»tBatse  der  mefthaniHohen  Wftrmellieorie 

^  ->  me  H-  Kti  «1  —  (m  +  Uli)  C 

Ist  die  erste  Flüssigkeit  Wasser,  die  zweite  80^  +  HO, 
und  ist  weiter  ihj«!,  mas^»,  sohat  jetst  Q  dieselbe  Be- 
deutung, iu  der  es  früher  gebraucht  ist.  Xach  Versuchen  vou 
Persou^)  ist  dann: 

Cj  «  0^295 
und  ftar  m  »  0^158  0,4684 

für  m  =  Ü,Ö6Ü8  C  «  0,5851. 

Setzt  man  nodb  c  «■  1,  so  ergiebt  eich  hieraus  ftr  diese 
beiden  WerÜhe  von  m: 

^  -  0,0486 
W  =  0,142, 

wSbrend  ans  der  Formel  yon  Thomsen  tOat  dieeelbeii  Wertbe 
Ton  m  folgt: 

87,88 

und 

«1^182,8. 

JSs  rind  hiemach  die  Aendeningen ,  welche  Q  erleidet 

wenn  die  Tomporatiu-  sich  ändert,  verhültiiissmässig  so  klein, 
dass  bei  ihrer  Vernachlässigung  bedeutende  Fehler  nicht  zu 
furchten  sind. 

Lässt  nmu  den  schon  gebrauchten  Zeichen  ihi^e  Bedeutung 
und  nennt  man  ferner 

die  Spannung  des  Dampfes  von  reinem  Wasser  bei  der 
Temperatur  (. 
k  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit, 
— a  die  lempeiatar  des  absoluten  Nullpunktes» 


ftUer  ist  hier  die  tpec.  Wirme  von  80*  -H  flO  0,8096  statt  0^  n- 
gegsben* 
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^    "^J^  das  Volumeu  der  Masseneinheit  Wasserdampf  bei 

einer  Temperatur  t  und  einam  Dmcke  py  die  so  gewfihlt 
Bind,  dtts  bei  ihnen  der  Dampf  sich  solMni  wie  ein  toU- 
konunnes  Gas  yerhSlt; 

80  ist  nadi  emeir  am  angefthrten  Orte  tchu  nur  abgeleiteton 

Glendmng: 

Iranist  l^^'^^ß 
und  nach  der  Gleichung  Ton  Ihomsen 

BQ     1,7446 .  177,1 
(ic  +  1,7446)" 

woraus  folgende  Zahlenwerthe  von  ^  sich  ergeben: 

BQ         ^       BQ  ^  BQ 


1  41,00       4      9,86         9  2,68 

2  22,02  6  6,79  11  1,90 
8      13,72        7      4,04       17  0,88 


Feiner  hat  man;      4^  =  '  -  =«  9.001. 

armwu  BIM  luau*         ^       0,0691  «'»w*, 


*  _  0,622 
0,0691 

a  »  273. 


Daraus  folgt: 

^  l0Üs49Ol  ^ 

oder,  wenn  man  statt  des  natürlichen  JLioganthmns  lg  den 
Brigg8*8chen  Lg  einf&hrt: 

oder  endlich,  wenn  man  integrirt: 

W  ^7T,  (273  +  0  ÖJ-  ' 

wo  C  eine  von  t  unabhängige  Grösse  bezeichnet. 

Kennt  man  (7,  so  kann  man  hiemach  mit  Benutzung  der 
bekannten  Warthe  von  ^r^  die  Spannung  \k  fllr  alle  Tempera- 
toren berechnen.  Ich  habe  mm  nach  der  Gleichnng  (1)  f&r 
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eine  jede  der  von  Regnault  untersuchten  Schwefelsauren  C 
berechnet  aus  der  grössten  der  (Seite  486  u.  487)  angegebenen 
Spannungen  und  dann  nach  derselben  Gleichung  ^  fiir  diejenigen 
Temperaturen  ermittelt,  bei  welchen  Regnault  beobachtet  hat 
Ich  lasse  weiter  unten  die  Differenzen,  die  sich  so  gezeigt 
haben,  folgen. 

Die  Ableitung  der  Gleichung  (1)  beiiiht  auf  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Wasserdampf  nicht  allein  über  der  Salz- 
lösung, sondern  auch  über  reinem  Wasser  sich  wie  ein  voU- 
kommnes  Gas  verhält.  Ich  habe  an  dem  angeführten  Orte 
eine  zweite  Gleichung  aufgestellt,  deren  Richtigkeit  nur  er- 
fordert, dass  der  mit  der  Salzlösung  in  Berilhrung  befindliche 
Wasserdampf  die  Eigenschaften  eines  vollkommnen  Gases  hat 
Sieht  man  von  der  Verschiedenheit  der  specifischen  Wärme 
des  tropfbaren  Wassers  bei  verschiedenen  Temperaturen  ab 
und  setzt  diese  specifische  Wärme  =1,  so  ist  diese  Gleichung: 

WO  Y  die  specifische  Wärme  des  Wasserdampfs  bei  constantem 
Volumen  und  sehr  grosser  Verdünnung  ist,  K  die  Wiikungs- 
grösse  ftir  den  Uebergang  der  Masseneinheit  Wasser  von 
in  Dampf  von  derselben  Temperatur  und  sehr  grosser  Ver- 

dünnung  bezeichnet  Ninmit  mau  an,  dass  ^  von  der  Tem- 
peratur unabhängig  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  leicht  inte- 
gnren;  das  Integral  ist: 

-  1      -  ^  -  f)^8("  +  ^)  +  ^^^^ 

oder 

(2)  Lg,.  =  C-^  Lg  (a  +  0  -  , 

•  wo  das  Zeichen  Lg,  wie  oben,  den  Briggs 'scheu  Logarithmus 
bedeutet,  C  eine  von  t  unabhängige  Grösse  und 
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ist. 

Die  Summe  +  -^^  ist  die  flpeoifische  Wime  dee  hin- 
reichend Terdttamten  Wasserdampfs  bei  constantem  Drack; 
nimmt  man  diese  den  Regnault' sehen  Versuchen  gemäss 

Oy475  an,  und  setzt  für  ^  den  oben  angegebenen  Zahlen- 
werth, 80  wird  die  Gleichung  flbr  A: 

A  =  4,726. 

Die  Gleichung  B  lässt  sich  schreiben,  wenn  man  in  ihr 
ftr  sn  die  schon  oben  gebrauchte  QiOeae  •  emfährt  imd  a  273 
eetst: 

J?-D  +  21,28|§, 

wo 

Z>«  — 3,909 1^+ 678,9. 

AuB  der  Gleichimg  (2)  kaim  man  mit  Hingnirifllumg  dieser 
Werthe  nm  A  mid  B  ebenso  wie  ans  der  Gleiolraiig  (1)  Ar 
jede  der  TonBegnanlt  mitanncliteaSeliwefölsliiren  die  Dampf- 
spannung ftr  alle  Temperaturen  berechnen,  wenn  sie  ftr  eine 
als  bekannt  angenommen  wird,  faUs  man  den  WerA  Yon  D 

TT 

(oder  den  von  jr)  kennt  Nimmt  man  fUr  eine  Schwefelsäure 

die  Spannung  bei  zwei  Temperaturen  als  bekannt  an,  so  kann 
man  aus  derselben  Gleichung  D  ermitteln.  Ich  habe  auf  soldie 
Weise  D  berechnet  aus  den  beiden  gr^ysseeten  der  Seite  486 u.  487 
für  jede  der  9  Schwefeibftnreii  angegebenen  Dampfspannungen, 
und  ans  den  9  so  erhaltenen  Werthen  das  Mittel  genommen, 
nachdem  ich  ihnen  die  Gewichte  zugetheflt  habe,  die  ihnen  lu- 
komnien,  wenn  man  gleich  grosse  Fehler  in  den  Werthen  von 
ju  bei  den  verschiedenen  Säui'eu  als  gleich  wahi'scheinlich  vor- 
aussetzt  Es  ergab  sich  so 

D  «  2859. 

Mit  H«Qfe  dieses  Werthee  ton  D  habe  ich  auch  nach  der 
Gleichnng  (2)  aus  der  grOesten  der  Seite  486  u.  487  angegebenen 
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8puimungeu  für  jede  der  9  Schwefelsäuren  die  Spannungen 
fiii'  alle  Temperaturen,  bei  denen  Begnault  beobachtet  h&t, 
berechnet. 

In  der  folgenden  Tafel  sind  diese  Temperatui-eu  in  der 
ersten  Columne  aufgeführt,  in  der  zweiten  die  beobachteten 
Spuiiiiungen,  in  der  dritten  die  nach  Gleichung  (1),  in  der 
der  fünften  die  nach  Gleichung  (2)  berechneten  Werthe  der- 
selben, in  der  vierten  und  sechsten  die  Differensen  der  be- 
obachtetem und  berechneten  Warthe. 


SO^ 

+  2H0. 

Temp. 

beob. 

nach  Gl.  1 

Diff. 

nach  Gl.  2. 

Diff 

8,48 

0,11 
0,16 

0,02 

+  0,09 

0,02 

+  0,09 

l(i,83 

0,04 

+  0,12 

0,04 

+  0,12 

25,09 

0,17 
0,26 

0,08 

+  0,09 
+  0,10 
+  0,06 

0,08 
0,16 
0,80 

+  0,09 

83,61 

0,16 
0,29 

+  0,10 

41,90 
52,89 

0,85 

+  0,06 

0,68 

0,62 

+  0,06 

0,62 

+  0r06 

80^  +  3  HO. 

7,00  0,43  0,23  +0,20  0,24  +0.19 

9,75  0,47  0,29  +0,18  0.31  +0,16 

14,22  0,61  0,42  +0,19  0,43  +0.18 

18,58  0,80  0,58  +0,22  0,60  +0,20 

24,89  1,09  0,89  +0,20  0,91  +0,18 

28,74  1,88  1,21  +0,17  1,24  +  0,14 

33.67  1,82  1,69  +0,13  1,72  +0,10 
38,81  2,48  2,38  +0.10  2,40  +0,08 
44,97  d»ö2  8,52         0,00  8^  0,00 

S0^  +  4H0. 

8,03  1,09  0,82  +0.27  0,86  +0,28 

11,73  1,32  1,08  +0,24  1,13  +0,19 

15.77  1,78  1,45  +  0,28  1,51  +0,22 
14»62  1,60  1,84  +  0,26  1,89  +  0^1 

18.68  2,06  1,78  +0,28  1,85  +0.21 
21,46  2,47  2,17  +0,30  2,24  +0.23 
23,15  2.82  2,43  +  0.39  2,51  +0.31 
26,39  3,27  3,02  +  0.25  3,11  +0.16 
29,88  4,03  3,80  +0,23  3,89  +0,14 

32.78  4,81  4,58  +0,23  4,67  +0,14 
40,85  7,50  7,81  +0,19  7,88  +  0,12 
47,14  10,92  10,90  +0,02  10,89  +0^ 
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Temp.  beob. 

7,13  1,54 

11,01  1,99 

18,61  2,39 

16,04  3,05 

19,66  3,66 

22,91  4,50 

26,75  5,74 

29,82  6,97 

82,68  8,37 

85,78  10,06 

41,12  18,77 


80«  +  5HO 
nMhGLl  OUF. 

1,50  +  0,04 

1.98  +  0,01 
2,38  +  0,01 
3,00  +  0,05 
3,61  +  0,05 
4,49  +  0,01 
5,75  -  0,01 

6.99  —0,02 
8,34  +  0,08 

10,02  +  0,04 

18,76  +  0,01 


nadiGLS.  DUt 

1,55  -  0,01 

2,06  -  0,07 

2,47  -  0,08 

3,10  -0,05 

3,72  -  0,06 

4,59  -  0,09 

5,86  -  0,12 

7,10  -  0,13 

8,42  -  0,05 

10,09  —0,08 

18,77  0,00 


10,70 

12,53 
15,94 
21,38 
24,59 
28,39 
31,49 
85^ 
H18 
19,18 


8,20 

3,58 
4,48 
6,35 
7,72 
9,69 
11,64 
14,65 
4^06 
5^ 


SO*  +  6H0. 

8,01       +  0,19 


3,43 
4,33 
6,20 
7,62 
9,67 
11,68 
14,70 
8,82 
5,85 


+  0,15 
+  0,15 
+  0,15 
+  0,10 
+  0,02 
-0,04 
-0,06 
+  0,21 
+  0,14 


8,11 

3,53 
4,43 
6,32 
7,73 
9,82 
11,74 
14)69 
8,98 
5,47 


+  0,09 

+  0,05 
+  0,05 
+  0,03 
-0,01 
-0,13 
-0,10 
-0,04 
+  0,10 
+  0,02 


80>  +  8H0. 

4,00 

2,95 

2,85 

+  0,10 

2,95 

0^00 

7,84 

8,82 

3,75 

+  0,07 

8^86 

-0,04 

11,36 

4,86 

4,78 

+  0,08 

4,91 

-0,05 

15,05 

6,17 

6,13 

+  0,04 

6,27 

-0,10 

18,24 

7,60 

7,55 

+  0.05 

7,71 
10,52 

-0,11 

23,23 

10,42 

10,39 

+  0,03 

-0,10 

19,32 
25,60 

8,17 
12^ 

8,10 

+  0,07 

8,25 

-0,08 

12,02 
16^8 

+  0,07 

12,15 
16,81 

-0,06 

80,57 

16^ 

+  0,01 

-0,07 
+  0,18 

85,88 

21,55 

21,49 

+  0,06 

21,42 

9,07  5,85 

13,56  7,21 

17,06  9,00 

20,15  10,92 


80>  +  lOHO. 

5,18  +  0,17 

7,01  +  0,20 

8,81  +  0,19 

10,74  +  0,18 


5,85  0,00 

7,20  +  0,01 

9,02  -  0,02 

10,95  -  0,03 
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SO*  +  lOHO. 

Temp.        beob.     nach  GL  1     Dift  nach  GL  2.  Dffi 

23,16      13,20      12,96      +0,24  13,17  +0,06 

26,95      16,42      16,38      +0,09  16,61 


31,04      20,87      20,81       +0,06  20,94  ~  0,07 

85,74      27,30      27,27       +0,03  27,2r>  +0.04 

4,85       4,06       3,86      +0,20  4,00  +0,06 

80^+  12H0. 

6,62        5,12        4,9d\  +  Ü,14  5,13  -O.Ol 


10,05  6,46  6,30  ^  0,16  6,47  -  O.Ol 

12,95  7,85  7,65  +^  7,83  +0,02 

16,76  9,99  9,80  +0,lK  9,99  0,00 

19,79  12,15  11,90  +0,25  12,07  +0,08 

18,66  11,36  11,08  +0,28  1J.26  +0,10 

22,31  14,17  13,91  +0,26  14,09  +0.08 

23,76  15,53  15,22  +0,31  15,38^  v  +0,15 

27,68  19,47  19,27  +  0,20  19,37  +  0,10 

32,17  25,04  25,05  -0,01  25,05  ->(M>1 

S0«  +  18H0. 

6,79  6,80  6,64  +  0,16  5,79  +  0,01 

8,48  6,95  6,76  +  0,19  6,92  +  0,08 

12,39  8,96  8,80  +0,16  8,98  -0,02 

16.01  11,28  11,14  +0,14  11,32  -  0,04 

17.02  12,05  11,88  +0,17  12,06  -0,01 
20,99  15.37  15,24  +  0,13  15,40  -0,03 
25,59  20,27  20,15  +0,12  20,24  +0,03 
28,94  24,62  24,57  +0,06  24,57  +0,05 

• 

Wie  68  erwartet  werden  konnte,  ist  die  üebereingthnmnng 
der  beobachteten  Spannungen  mit  den  nach  Oleidumg  (2)  be- 
rechneten grosser  als  mit  den  nach  Gleichung  (1)  berechnetes. 
Es  mflssten  die  beiden  letzteren  yoUst&ndig  tibereinstmuBeOf 
wenn  der  mit  reinem  Wasser  in  Berflhnmg  befindliche  Waw- 
dampf  als  ein  ToUkomsmes  Gkw  betrachten  werden  dftrite,  in 
welchem  Falle  die  GHeichong  (2)  auch  für  diesen  Dampf  gelten 
müsste,  wemi  man  iii  ihr  B  durch  D  ersetzt 


Digltized  by  Coogl 


Üeb«r  die  Ldtrnipifthigkdt  das  EiMiw  ftr  dto  Wlima.  405 


üeW  die  Ldtugiflldgkeit  des  Eiseu  Ar  die  Wftme.^) 

Es  soll  im  Folgenden  eine  neue  Methode  auseinander  ge- 
setzt werden,  die  wii*  angewandt  haben,  um  die  Leitungslaliig- 
keit  des  Eisens  für  die  Wiinne,  oder  vielmehi*  das  Verhältniss 
dieser  Leitungsfähigkeit  zu  dem  Producte  aus  specifischer 
WAnne  und  Dichtigkeit  zu  bestimmen.  Die  Resultate  der 
MeeBnngen  dieser  Grösse,  die  bisher  ausgeführt  sind,  zeigen 
grosse  Unterschiede;  der  Grund  hiervon  kann  unserer  Meinung 
nach  darin  liegen,  dass  bei  den  meisten  derselben  die  Wärme- 
mengen,  die  der  dem  Yenmche  unterworfene  KOrper  nach 
anasen  hin  ahgab  oder  Ton  aoasen  «mfofthm^  mdi^  jj^  genflgender 
Weise  in  Beohnimg  geiogen  sind;  mit  Hülfe  dee  Begcüb  der 
ftnssern  W&rmeleitnngsf&higkeit,  der  sa  diesem  Zwecke 
eingefthrt  worden  ist,  kann  derselbe  nnr  nnyoUkommen  er- 
reicht werden.  Die  Ueberlegenheit  der  neueren,  namentlich 
der  Ton  F.  Nenmann  angegebenen  Methoden  tbisr  die  fiteren 
bernht  vorzugsweise  daranf ,  dass  bei  ihnen  die  Ableitimg  der 
Wime  nach  aussen  von  geringerem  Bmfltus  anf  den  Werth 
ist,  der  sich  fiir  die  zu  bestimmende  Gh-össe  ergibt.  Immerhin 
findet  aber  auch  bei  ihnen  ein  solclier  Einfluss  in  erheblichem 
Maasse  statt.  Bei  der  Methode,  die  wir  augewandt  haben, 
glauben  wir  diesen  EiiiHuss  noch  weiter  herabgedrückt  zu 
haben,  und  dadurch  zu  einem  zuverlässigem  Werthe  geführt 
zu  sein,  als  die  bisher  gewonnen  sind. 

Der  ideale  Fall,  den  wir  bei  unseren  Versuchen  nälierungs- 
weise  zu  vci'wirklichen  gesucht  haben,  ist  dieser:  Das  leitende 
Medium  ist  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt  und  hat  bis  zu 
einem  gewissen  Augenblick  überall  dieselbe  Temperatur;  in 
diesem  Augenblick  wird  in  der  Grenzfläche  eine  andere  con- 
stante  Temperatur  erzeugt.  Kennt  man  die  Aendenmg,  welche 
die  Temperatur  in  einem  bestimmten  Abstände  von  der  Grena- 
einem  bestimmten  Zeiträume  erfahren  hat^  so  kann 
man  aus  dem  Yerfaftltniss  dieser  zur  Temperaturänderung  in 
der  Qrensflftche  den  Quotienten  ans  dem  F!rodakto  der  sped- 
fischen  Winaß  vmA  der  BieUdgkeit  in  die  Leitmigsfithigkeit 

1)  Q.  Kizchboff  n.  Q,  HMnamann.  Wied.  Ana.  Bd.  9.  im. 
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des  MediamB  nach  einer  bekannten  einfiMshen  Fomifll  he^ 
rechnen. 

Wir  benntsten  eine  Eisenmaage  ym  der  Geetalt  einet 
Wflifek  Ton  140"^  Seite;  eine  Kante  mx  Tertical  geeteOl^ 
nnd  gegen  eine  Seitenffilche  \nade,  nachdem  der  WfizM  iBn* 
gere  Zeit  eich  selbst  llberlassen  worden  war,  ans  einer  Brause 
ein  kräftiger  Wasserstrom  geleitet,  der  nm  einige  Ghrade  wärmer 
oder  kälter  war  als  der  Beobachtungsraum.  Es  war  dafür  ge- 
sorgt, dass  tlic  Trmi)eratur  in  eiuigeii  Punkten  der  geraden 
Linie,  die  in  der  Mitte  der  bespritzten  Seitenfläche  senkrecht 
auf  dieser  steht,  gemessen  werden  konnte;  zu  jedem  dieser 
Punkte  fidirt  nämlich  ein  verticaler,  enger  Canal,  dazu  be- 
stimmt, die  eine  Löthstelle  einer  aus  düimen  Drähten  von  Neu- 
silber und  Kupfer  gebildeten  Thermokette  aufzunehmen,  deren 
andere  Löthstelle  in  einer  constanten  Temperatiu*  sich  befand, 
und  die  mit  einem  Spiegelgalvanometer  verbunden  werden 
konnte.  Es  war  nöthig,  an  der  Scala  des  Galvanometers  Ab- 
lesungen za  machen,  während  der  Magnet  desselben  in  leb- 
hafter Bewegung  war;  das  wurde  ermöglicht  durch  einen  Chrono* 
graphen,  mit  dessen  Hülfe  der  Beobachter  die  Zeitpunkte  mar- 
kirto,  in  denen  der  Verticalfaden  des  Fernrohrs  durch  gewisse 
TheHstriche  gmg^  deren  Zahlen  er  i^eiehaeitig  einem  GMiflUen 
dictlrle. 

Mannichfidtige  Betrachtongen  waren  nOthig^  nm  die  Ver- 
schiedenheiten zwischen  der  hergestellten  Anordnung  und  dem 
yorher  beseichneten  idealen  Eslle  m  berOcksicfatigen. 

Es  war  sonftchst  der  Einflnss  za  nntersodben,  den  die 
Seitenluken  nnd  die  miterflftche  des  Wttifels  auf  die  Be- 
wegung der  "Wärme  in  ihm  ausübt  Dieser  nur  unbedeutende 
Einflnss  lässt  sich  mit  der  nöthigen  Genauigkeit  berechnen, 
wenn  man  auch  nui-  rohe  2s  äherungs Werth c  für  die  innere 
und  die  ä.ussere  Leitungsfäbigkeit  des  Eiseuwürfels  zu  Hülle 
zieht. 

Näherungsweise  wird  die  Temperatui-  der  bespritzten  Vor- 
derfläehc  des  Wiirfels  eine  constante  sein;  doch  hielten  wir 
es  für  geboten^  uns  von  der  Voraussetzimg  dieser  Const&nz  un- 
abhängig zu  machen.  Wir  erreichten  das,  indem  wir  bei  jedem 
Versuch  eine  fortlaufende  Beobachtungareihe  über  die  Xem- 
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peratur  in  einem  Punkte  anstellton,  der  nui'  5,46™™  V(»n  der 
Vorderfläche  entfernt  ist,  eine  Beobacbtungsreibe,  die  fast  bis 
zu  dem  Zeitpunkte  fortgesetzt  mmle,  in  dem  die  Temperatur- 
in  einem  entfenitei-n  Punkte  beobaelitet  werden  musste.  Es 
dienten  hierbei  zwei  ganz  gleiche  Thennoketten ,  von  denen 
zuerst  die  eine,  dann  die  andere  mit  dem  Galvanometer  in 
Verbindung  gesetzt  war.  Diese  Methode  gewährt  noch  einen 
andern  Nutzen.  Durch  die  Galvanometerbeobachtungen  kann 
nur  ermittelt  werden  die  Temperatur  der  in  den  Canal  des 
Würfeis  eingesenkten  Löthstelle  der  Thermokette,  während  in 
den  ans  der  Theorie  der  Wärmeleitimg  entwickelten  Glei- 
chungen die  Temperatur  Torkommt,  welche  am  Orte  der  Mitte 
des  Bodens  des  Ganais  zur  selben  Zeit  stattfinden  wßrde,  wenn 
der  Canal  und  die  Thermokette  gar  nicht  vorhanden  w&ren. 
Diese  beiden  Teny>eratar6ii  smd,  genan  genommen,  nicht  die- 
selben. Der  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  die  eine  ftr 
die  andere  setet,  verliert,  wie  za  zeigen  Tersndit  werden  soll, 
seinen  Brnflnss  bei  der  genannten  Yersuchsmethode. 

Ans  den  Qalvaaometerbeobachtangen  ist  znn&chst  auf  die 
elektromotorische  Kraft  der  bemitzten  Thermokette  nnd  ans 
dieser  auf  die  Temperatur  der  eingesenkten  LOthstelle  za 
schliessen.  JVCisst  man  die  Ablenkung  der  Gleichgewichtslage 
der  Galvanometernadel  durch  Ströme  von  verschiedener  Inten- 
sität, so  ist  bei  nnserm  Instnimente  diese  Intensität,  also  bei 
gleichbleibendem  Widerstande  auch  die  electromotorische  Kraft, 
proportional  mit  der  der  Ablenkung  entsprechenden  Zahl  von 
Scalentheilen;  eine  Abweichung  von  dieser  Proportionalität 
haben  wir  bei  un">erm  Galvanometer  nicht  auffinden  können. 
Will  man  die  elektromotorische  Kraft  aus  Beobachtungen  be- 
stimmen, bei  denen  die  Galvanometemadel  in  Bewegung  ist, 
so  muss  man  zur  Difterentialgleichung  der  Bewegung  der  Nadel 
zuinickgehen  und  es  müssen  die  in  dieser  vorkommenden  Con- 
stanten durch  vorgängige  Versuche  bestimmt  sein.  Zu  diesen 
Constanten  gehört  die  Schwingnngsdauer  und  die  Däinpiung. 
Wir  fanden  es  nöthig,  noch  eine  Constante  einzuftlhren  und 
zu  bestimmen.  Die  Nadel  unseres  Galvanometers  bestand  aus 
einem  nahe  astatischen  System,  und  ein  nicht  unerheblicher 
Thea  d«r  £i«ditfanft  rührte  von  dem  Anfh&ogongsfiMlen  her; 

Klr«hlioff,  OMnuMHt  AMnOuf«.  88 
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die  elastische  Nachwiikung  dieses  machte  sich  bei  den  Beob- 
achtungen in  sehr  deutlicher  Weise  geltend.  Mit  befriedigendem 
£rfoIge  haben  wir  yersucht,  cleii£iiifluss  der  elastischeii  iSfach- 
Wirkung  za  berücksichtigen  und  unschädlich  zn  machen  wSk 
Htüfe  der  Ton  Hm.  Boltzmann  angestellten  Theorie  der- 
selben. Es  führt  diese  eine  neue  Oonstante  ein,  die  dmoh 
vorlftnfige  YersDche  bestimmt  werden  mnsste. 

Die  electromotorisdie  Kraft  einer  Thermokette  bei  einer 
TemperatuidiffiBrenz  der  LOihstellen  yon  wenigen  Qraden  pflegt 
als  proportional  mit  dieser  Temperatordifferens  anganommwi 
za  werden.  Die  Bedehongen,  welche  Hr.  Ayenarins  bei 
einigen  Thennoketten  zwischen  der  electromotorischen  Kraft 
und  den  Temperaturen  ihrer  Ldthstellen  gefunden  hat»  zeigten 
UDB  aber,  dass  die  Annahme  jener  F^portionaKtftt  bei  unaerai 
Messungen  einen  nicht  zu  yemachlässigenden  Fehler  heibei- 
ftlhren  konnte.  Wir  haben  daher  die  Form  des  Avenarius'schen 
Gesetzes  für  imsere  Thennoketten  als  gültig  angenommen  und 
die  dai'iu  vorkommenden  Constanten  durch  besondere  Versuche 
bestimmt,  bei  denen  die  Temperaturen  mit  Hülfe  eines  Jolly*- 
schen  Luftthennometers  gemessen  ^vurde^.  Nach  der  so  her- 
geleiteten Gleichung  haben  wir  dann  ])ci  den  Wärmeleitunfirs- 
versuchen  die  Teniperaturdiftcrenz  der  Löthstellen  der  Thenno- 
ketten aus  ihrer  electromotorischen  Kraft  berechnet. 

Bei  diesem  kurzen  Bericht  über  den  Gang  unserer  Unter- 
suchung ist  ein  Punkt  noch  zu  erwähnen.  Wir  haben  bei  der- 
selben, wie  es  bei  ähnlichen  Untersuchungen  zu  geschehen 
pflegt,  zunächst  angenommen,  dass  die  LeitungsfUhigkeiten  und 
das  Product  ans  specifischer  Wärme  und  Dichtigkeit  von  der 
Temperatur  unabhängig  sind,  während  thatsftchlich  diese  beiden 
Grossen  mit  der  Temperatur  sich  Andern.  Bei  BQcksicht  luer- 
aof  muss  man  die  Frage  steUenf  für  welche  Temperatur 
der  Werth  der  LeitungsAfaii^t  (und  der  Werth  des  Yeridl» 
nisses  dieser  zu  dem  Froduot  aus  spedfisdber  Wirme  und 
Bichtii^eit)  gilt»  der  ohne  diese  BAdmicht  aus  den  Beobacli- 
tungen  berechnet  ist  Bei  der  yon  uns  gewShlten  Methode 
ISsst  sich  diese  Frage  beantworten,  wenn  man  annimmt  dass 
jene  beiden  Grössen  ™Arliftll>  des  in  Betracht  kommenden 
Temperatuiintervalls  lineare  IVmktionen  der  Temperatur  sind 
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und  sich  nur  wenig  ändern.  Mit  Hülfe  der  Gtleichtmg^  die 
sich  hierhei  eigiebt,  und  hei  Benutzung  einer  Angabe  TOn 
B^de  über  die  specifische  Wärme  des  Eisens  hei  verschiedenen 
Temperaturen  haben  wir  aus  unseren  Beobachtungen  abge- 
leitet» das8  die  Leitmigaffthigkeit  des  EtBens»  diyidirt  durch  das 
Prodnct  ans  seiner  q^ecifischen  Wtane  mid  seiner  DiofatigMt» 
bei  der  Temperator  & 

-  16,94  -  0,034  {&  -  15) 
ist,  wenn  die  Teuiperatui-  nach  Celsius'schen  Graden  gemessen 
wii'd,  und  die  Einheiten  der  Zeit  und  der  Länge  Secunde  und 
Millimeter  sind.  Dabei  niuss  aber  bemerkt  werden,  dass  dem 
Coefficienten  von  iV  nur  eine  geringe  Sicherheit  zukommt,  da 
bei  unseren  Yersttchen  die  Temperatur  nur  in  engen  Grenzen 
sich  bewegte. 

Von  den  Ergebnissen  früherer  Messungen  stimmt  mit  dem 
unsrigen  am  besten  das  von  H.  Weber gefundene  überein,  nach 
dem  jene  Grösse  bei  der  Temperatur  von  39  "C.  —  16,97  ist 
Grössere  Abweichungen  zeigen  die  B^sultate  von  F.  Neumann 
Angström  und  Forbes,  soweit  sie  mit  den  unsrigen  ver- 
C^ichen  werden  können.  Ob  verschiedene  Eisensorten  bedeu- 
tende Unterschiede  der  in  Bede  stehenden  OrOsse  daihieteni 
mfissen  spfttere  TJntersuchnngen  seigen.  Um  das  von  uns  be- 
nutzte Bisen  eimgermassen  zu  charakterisuren,  möge  angefthrt 
werden,  daas  es  aus  den  Eisenwerken  der  Dortmunder  Union 
herrOhrender  Puddelstahl  ist»  und  dass  die  chemische  Analyse 
in  ihm  ergeben  hat: 

0,129  Procent  Kolde 
und  0,080      „  Silicium. 


Ist  u  die  Temperatur  eines  Körpers  im  Pimkte  (x,  y,  z) 
aur  Zeit  4  c  das  Froduct  ans  der  specifischen  Wftrme  in  die 
Dichtigkeil»  h  die  LeitDngBfShigkfiity  so  ist: 

a7.Ört       a/Ö"  ai^** 

0  Weber,  Pogg.  Ann.  146.  p.  257.  1872. 
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oder,  wenn  mau: 


0 


setzt  und  c  und  k  ab  constant  annimmt: 

Es  bilde  der  Körper  einen  Wüi'lel.  dessen  Kanten  die 
Länge  /  haben,  und  die  Gleichungen  seiner  Seitenflächen  seien: 

«»0     ^»0     ^TbO  ytml  z^l 

Es  sei  femer  bis  zum  Augenblick  t  =  0  überall  m  =  0.  und 
von  diesem  Augenblick  an  u  =  \  in  der  Fläche  z  =  0,  während 
die  fünf  anderen  Seitenflächen  ihre  Wärme  gegen  eine  Um- 
gebung von  doY  Teni})eratur  I^sull  ausstrahlen.  Neben  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (2)  hat  dann  u  die  Bedingungen 
zu  erlttUen,  daas: 

fttr^oiO  »«-0 

(für  ;.  =  o|^  =  /iu,         für  s^l^"^-hu. 


(3) 


du 

„       ;pssOnal,  „  ^kU 


ist)  WO  A  eine  OoiiBtante,  lAmlich  das  YeriüUtDiss  der  ftnasern 
zu  innern  LeitongsfSliid^eit  bedeutet  JDie  Aufgabe,  dimeB 


'9 

zu;  maji  kann  diese  foiden,  indem  man  u  gleich  einer  Beflie 
setzt)  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  h  fortscbieifeet 

Für  den  vorhegenden  Zweck  ist  es  ausreichend,  die  beiden 
ersten  Güeder  dieser  Keilie  zu  ermitteln.   Demnach  setze  man: 

(4)  u  =  U,  +  h  U,, 

Die  Fordenmgen,  die  dann  für  sich  ergeben,  erfilllt  man, 
indem  man  als  eine  Function  der  beiden  Yariabehi  #  und 
t  annimmt)  die  der  partiellen  Differentialgleiohang: 

und  den  Bediogongen  genügt»  dass: 
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f  ür  «  =  0       «  1,      f  ür  «  =  /  ^  =  0 


ist  Man  setze: 


OD 


X 


Diese  fWction  spielt  bei  den  hier  auszuführenden  Rechimngeii 
eine  grosse  Bolle;  nir  haben  bei  diesen  die  Ton  Kramp  fttr 
sie  berechnete  Tabelle  beontit.  ^ 

^-a|^       und       für<=0  t/«0, 

ftbr«-iO   Cr»l,        fUrjr-oo  Cr»0 

ist.   Daraus  folgt: 


(6) 


oder,  wie  wir  schreiben  wollen: 

•     1 2  v«/ j  ^ 

Es  war  nOtliig,  das  hierdurch  definirte  B  fttr  gewisse 
Werthe  der  dann  TOilEOmmenden  Argumente  zu  berechnen. 
Indem  wir  Millimeter  und  Secnnde  zu  Einheiten  der  Lfinge 
und  der  Zeit  nahmen,  konnten  wir  als  Kftherangswerth  Ton 
a  16y5  wfthlen;  l  hatten  wir  « 140  xa  setzem.  Der  UelDste 
Werth  Ton  der  in  Betracht  kam,  war  5y46;  für  ihn  und 
alle  Weitlie  von  ^,  die  ins  Auge  zu  fassen  waren,  eigab  sich 

E  Tonchwindend  klein;  ferner  üsnd  sich: 

fürs»  44^65  <»145  0,00067 
„  »44,65  -0,00102 
„     -71,26        -145         -  0,00254. 

Zui'  Bebtinimimg  von       hat  man  die  Gleichungen: 
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t  iir  ^  =  0        U^^  0, 

Um  Urnen  sa  genttgen,  setze  man: 

wo  Uj.  eine  Function  von  ar,  r,  ^,  C7y  eine  Function  von 
r,  und  Ut  eine  Funktion  von  r,  f  sein  soll;  jede  dieser 
i?\mctionon  soll  die  für  aufgestellte  partielle  Differential- 
gleichung  erfüllen  und  sowohl  für  < » 0  als  für  z  « 0  Te^ 
schinndeD.  Ueberdies  musB  dann  sein: 


für  «  -  /      =  -  ü;. 


9Ub 

Um  f^.  zu  finden,  muss  man  zunächst  eine  Function  von  ^, 
Zf  t,  die  V  genannt  werden  möge,  ermittelOi  fUi  welche: 

fOrZ-O  F«a, 

für   af  =  0  fürar^oo  K-O, 

„     jfsO    F«0,         „  «  =  00  K-0 

ist,  wo  f  (z,  ^)  eine  gegebene  Function  von  z  und  t  bedeute!» 
die  für  z  =  00  verschwindet  Die  folgende  Erwägung  leint 
dieses  V  kennen.  Es  ist: 
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eine  Lösung  der  in  Rede  stehendeu  partiellen  DiÜ'erential- 
gleichung;  eine  allgemeinere  erhält  man;  wenn  man  liier  t—( 
für  t,  z~z'  oder  t-^-z'  für  z  setzt,  den  Ausdnick,  der  dadmch 
entsteht,  mit  einer  willJcürlicheii  Fnnction  von  i£  imd  <'  mal 
dz  di  multiplicirt  und  zwischen  constanten  Grenzen  nach  / 
imd  i  integ^irt  Der  Differentialgleichimg  irird  daher  auch 
genllgt  durch: 


— « 


0  0 


da  der  TheQ  Ton       der  infolge  davon  anftri^  dass  die  obere 

Grenze  der  Integration  nach  t'  nicht  constant.  soüdtrn  t  ist, 
Terschwindet.  Dieses  V  erfüllt  zugleich  die  Bedingungen,  die 
für  /  =  0,  r  =  0,  X  —  und  r  =  oo  aufgestellt  sind;  es  ^^enügt 
auch  der  für  ^  =  0  geltenden  Bedingung^  wie  die  folgende 
Betrachtang  seigt  Es  ist: 


— e 


0  0 


Wenn  x  yersohwindet,  so  wird  der  unter  den  Integral- 
zeichen stehende  Ausdruck  gleich  Null,  es  sei  denn,  dass  zu- 
gleich t-^t  und  f — /  yerschwinden;  ftkr  ein  unendlich  kleines 
X  ist  daher: 


0    — 00 


oder  wenn  man  die  Integration  nach  z  ausführt,  indem  man 
benutzt,  dass 


00 


ist: 
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Führt  man  hier  an  Stelle  der  Integrationsfariabelii  i  eine 
neue  dnrch  die  Qleiehiing! 

1 

FT-' 

eint  80  eiliSlt  man: 

er  fj^)  r  ^ 


(6) 


wie  zu  beweisen  war. 
Nun  seile  man: 

ftthre  statt  des  Zeichens  V  das  Zeichen        ein,  sodass: 
nnd  mache: 

r-  r(*)«  K(2/-4r)+  r(si-jr)+- 

^  ^  +  V{I+»)+  r(2/+*)+  K(8/+Jt)+- 

Dieses  genügt  dann  der  Differentialgleichung,  der  i/,  ge- 
nügen soll,  und  es  ist: 

f  ür  / «  0    r  =  0 

Bei  Bflcksiclil  anf  die  Gldchmig  (5)  folgt  hierana,  daas  all» 

Forderungen,  die       erfüllen  soll,  eI^fttllt  werden  durch: 

-r(2/+jf)+  r(4/+«)-. 

Ans  eiliBlft  man  ü/y,  indem  man  jr  an  die  Stelle  von 
X  seist 

T7m  Um  sn  erhalten,  nmss  man  zunftchst  eine  Fonction  tob 
X  und  die  Z  oder  anoh  Z(z)  genannt  werden  möge,  auf* 
suchen,  die  die  Bedingungen  eifÜli: 
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für  5- Oj^ »ZW,  fürz-ooZ-O, 

wo/ (4  eine  gegebene  Fonklion  Ton  t  bedeutet.  Es  geechiebt 
das,  wenn: 

0 

gesetzt  wild«  DerBifierentaalgleicfiiiDg  wird  nftndich  genügt,  da: 

1  "üTt 

eine  Lösung  derselben  ist;  es  verbcliwiudet  Z  fiU*  ^  =  0  und 
lUr  z  =  ooj  endlich  ist: 

t   i«_ 

der  nnter  dem  Integralzeicben  stebende  Ausdruck  Terscbwindet 
fOat  xmm(^  irenn  niebt  zni^eidi  <  —  ^  «  0  ist;  daber  ist  ftr  ein 
nnendBch  Ueines  z: 


m  ^ 

0 

Nun  bezeichne  man  den  in  der  Gleiobnng  (6)  gleiob  ' 
gesetsten  Ansdmck  duroh: 

C^o 

nacbe: 
sodass: 


e 

wird;  es  ist  dann: 

K  «  Z(/  -  ^)  -  Z(8/ -     +  Z(5/-  r) 
-  Z  (/  +     -i-  Z(a/  4-  ^)  -  Z(bl+  z)  -t- . 
Sumerische  üechuuügen  waren  nur  auszufiihren  für  ^  »  ^ 

«nd  y  »  ^;  ftr  diese  Wertbe  Ton  «  und  y  ist: 


Digitized  by  Google 


506     Ueber  die  LeitongifiLUg^t  des  Eiseoa  fSr  die  Winne. 


und  66  Terem&dit  aioh  die  Gleichung  (7)  in: 

,rW.2(K(i)+K(f)+K(|)4....). 

Bei  den  WertJuQrstemen  Ton  und  die  in  Beiradit  sa 
ziehen  waren,  war  27«  gam  m  Temadiltaigen,  und  ee  xekfate 
in  jeder  der  dir  und  aii4(eeteUten  Reihen  die  Beclkck- 
eicfatigiing  des  ersten  Gliedes  an%  sodass: 

gesetzt  werden  konntoi  wo  ans  (0)  zur  ermittdbn  war. 

Führt  man  hier  an  Stelle  von  z  die  ueue  Integrationsyariable 
*  durch  die  Grleichung: 

ein  nnd  setzt  zugleich: 

80  hat  man  also: 

*  IT     J  ?^ 

0 


Dieses  Doppelintegral  ist  füi-  die  Werthe  von  z  und  tj  ftr 
die  seine  Kenntniss  nötliig  war,  durch  mechanisclie  Quadratur 
mit  Hülfe  graphischer  Darstellung  bereclmet.  Für  z  —  5,46"^ 
und  alle  Werthe  von  die  in  Betracht  kamen,  konnte  es  gleich 
I^uU  gesetzt  werden,  und  es  ergab  sich: 

-  44»65      »175  -  -  7,77 

-  7^6      - 145  ->  -  5»6S. 

Um  hiernach  der  Gleichung  (4)  gemäss  u  berechnen  za 
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kOimeiiy  mussten  wir  noch  die  Gh^sse  h  1>esti]ii]iie]L  Eb  möge 
hier  dk  BdsohreibQiig  der  Yenncbey  durch  irelche  das  ge- 
schehen      angesoihloBseiL  werden. 

Bs  mr  der  Würfel  in  seiner  ganzen  Masse  naheza  gleich- 
mftssig  über  die  Temperatur  seiner  Umgebung  erwftimt  Die 
eine  LOthsteUe  einer  mit  dem  Galyanometer  Terbimdenen 
Thermokette  war  in  der  Nähe  desselben,  ror  seiner  Strahlung 
geeohtttet,  angestellt,  die  andere  in  einen  Canal  des  Würfels, 
der  in  seinem  Mittelpunkte  endigte,  eingeführt.  Ist  v  der 
Ueberschuss  der  Temperatur  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t  über 
die  Temperatur  der  Umgebung,  so  ist: 

und  für  «-0  |^«A»,  fdr^»/  j^-  -äü 

Ist  ^  so  gross,  dass  Ton  der  Beihe,  durch  welche  v  sidi 
darstellen  l&sst,  wenn  noch  der  An&ngszostand  als  gegeben 
betrachtet  wird,  nur  das  erste  Qlied  berfioksiohtigt  zu  werden 
braadit)  so  ist  hiemach: 

=»  const  ••"•*^*'^co«Xx+|BinXa?j  ^co8Ay4-  *  smXy^^oosil«  +  ^8inX«j , 
wo  X  die  kleinste  posittre  Wurzel  der  Gleichung: 

(8)  ^^2^==r 

bedeutet  Für  beliebige  feste  Werthe  von  x,     z  isst  daher: 

(9)  V « const  e  ; 

für  den  Mittelpunkt  des  WOrfelsi  d.  h.  für  den  funkt  ^  ^ 

"         gflt  diese  Gleidnmg  schon  bei  kleineren  Werthen 

von  als  fiir  andere  Punkte,  da  fUr  ihn  die  Cogfficienten  der 
drei  Glieder,  welche  in  jeuer  Reihe  auf  das  erste  folgen,  yer- 
sch  winden. 

Da  bei  der  Bestimmung  von  h  eine  geringe  (Tenauigkeit 
ausreicht,  so  konnte  die  Oiklyanometerablenkung  in  einem  Augen- 
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blick  immittelbar  ab  Maaas  fikr  den  eoteprechendeii  Wertii 
Ton  V  dienen.  War  beobacfatot,  ivie  die  Ablenfamg  mit  der 
Zeit  abnahm^  so  konnte  mit  HlUfe  des  sdion  benntsten  MUbe- 
rongsw^rthes  nm  a  ans  (9)  nnd  dann  aus  (8)  h  gefmiden 
werden. 

Bei  einem  Versuche  dieser  Art  sank  die  Gralvanometer- 
ablenkung  in  der  Zeit  von  165  Minuten  von  361,3  Scalen- 
theilen  auf  187,0;  und  zwar  so,  dass  in  gleichen  Zeitintervallen 
der  Logarithmus  der  Ablenkung  sehr  nahe  imi  gleich  viel  ab- 
nahm; setzt  man  wieder  a  «=  16,5,  so  folgt  hieraus  k  =  0,001 16| 
und  weiter,  da  /=  140,  Ä  =  0,000  094  3. 

Daraus  ergiebt  sich: 

fUrs«  44,65,  <«145,  iZ  +  A  »  0,00018 
=  44,65,  =  175,  -0,00118 
-  71,26,        « 145,  » 0,00201 


Die  im  Torigen  Abschnitt  untersachto,  durch  die  Olei- 
dnmgen  (2)  nnd  (8)  definirte  Fnnktion  u  tob  den  Ai^gmunton 
X,  jr,  jr,  t  mitge  mm  dnrch       beieiclmet  werden.  Setrt  man: 

(10)  «-jmd('-^, 

0 

wo  J\t)  eine  beliebige  Function  von  t  bedeutet,  so  ist  dann 

ftr  «-0  ||-Aü,     für  «  =  / 

„  ir».0    f»=/W,     „  »-'ii^  Aü. 

Um  einzosehen,  dass  der  partiellen  Bifferentialf^eiolmi^ 

genügt  wird,  bat  man  zn  beachten,  dass  |^  für  l  —  O  ver- 

0» 

schwindet»  da  für  diesen  Werth  Ton  t: 
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ist:  und  um  zu  beweisen,  das8  »  =  für  2:  »  0  ist,  ist  zu 
benutzen,  dass  das  Integral: 

er 


genommen  Ton  t^  O  bb  zur  irgend  einem  poeitbren  Werthe 
Ton  tf  fOr  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  g  gleieh  1  ist 
Kon  soll  in  Besiehang  axdf{t)  die  Annahme  gemacht 
werden,  dass: 

/(/)  =  C+(3P(/) 

ist,  wo  C  eine  Oonstanto  bedeutet  und  ^  (<)  als  unendlich  klein 
betrachtet  werden  darf.  Nach  der  im  vorigen  Abachnitt  ein- 
geführten Bezeichnung  hat  man: 

auch  das  Glied  7?  +  Ä  l\  soll  als  unendlich  klein  angesehen 
werden.  Substituirt  man  diese  "Werthe  von  /  {t)  und  u  {f)  in 
die  CTleichung  (10),  so  erliält  man  bei  Veruachlässigung  einer 
kleinen  Grösse  höheier  Ordnung: 

(11)  V -  c(  +  B  +  n u.'j 

Es  möge  der  Werth  von  z  für  den  vordersten  Oaual,  also 

j(^6"*,  dnreh  £^  nnd  der  Werth  Ton  oftrdrsi^ys^,  j^s«^ 

durch  Vq  bezeichnet  werden.  Für  di{»se  Woiilie  von  z,  ^,  z 
ist,  wie  ci-wllhnt,  R-^hU^  als  verschi^iudend  zu  betrachten; 
mau  hat  daher: 


B  u( 


dt 

0 


Diese  Gleichung  schreibe  mau: 

02)  «,=  C£^(^-^«^J  +  V(<), 
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indem  man: 

0 

setzt.  Bei  der  hierdurch  gegebenen  Definition  von  ip(t)  ist 
aber: 

*        dü(  '        Bu(  \ 

0  0 

demiy  beieiolmet  man  die  eine  oder  die  andere  Seite  dieMr 
Gleiolmiig  durch      so  vBt: 

für  z  =  z,,    V—\p(t),       ftlr  r  =  00    K=  0, 

und  diese  Gleiohimgen  bestimmen  V  eindeutig,  da  aus  ihnen 
folgt,  dassy  irann  W'  der  ünterseliied  aweier  Fanktionen 
die  ihnen  genflgen,  Toraoogeeetai^  dasa  V  moht  oo: 

0»  'od 

sein  muss,  welche  ]5e(ling^mg  nur  durch  äTbkO  erfüllt  wir^ 
Die  Gleichung  (11)  wird  dadurch: 

(13)«- Cj£7(^-)  +Ä+A U,yfW)dt 

Wäre  es  möglich,  Temperaturen  im  Innern  dea  iuif«i^ 
letzten  Wttifela  an  beobachten,  so  würden  die  Gleichm^^  (18) 
und  (18)  daau  dienen  k5nne%  un  mit  Hülfe  einee  NShenmg»* 
weräiea  Ton  a  den  genanem  Werlii  dieeer  GrOase  an  bereehnea. 
ISs  mllaste  die  Temperator  ala  ISmctioa  der  Zeit  bedMcUst 
sein;  die  Gleidinng  (12)  fßlbe  dann  ^  (fj,  nachdem  C  iHDIcIlificl^ 
aber  so  geiAhlt  wlre^  dass  {t)  klein  bleibt;  ans  der  GHei* 
ohong  (13)  wSre  dann,  nachdem  das  Integral  durah  mechaaisehe 

Quadratur  bestimmt  wäre,  U  l — zu  berechnen  und  hier- 
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aus  der  genauere  Werth  von  u  zu  ermitteln.  Nun  sind  in  den 
Würfel  aber  Caiiäle  ^j^cbohrt,  in  diese  sind  die  Enden  von 
Thermoketteu  eingeführt,  und  auf  die  Temperaturen  der  Löth- 
stellen  dieser  können  allein  die  Beobachtmigcn  sich  beziehen. 
Es  soll  zu  zeigen  versucht  werden,  dass  die  Gleichungen  (12) 
und  (18)  in  der  angegebenen  Weise  benutzt  werden  dürfen, 
auch,  wenn  man  durch  v  die  Temperaturen  dieser  Löthstellen 
bezeichnet)  gerechnet  von  der  nnprttnglichen  Temperatar  des 
Wüi^bIs.  Dabei  soll  aber  nur  der  Fall  ins  Auge  gefasst 
werden,  daas  die  Seitenflächen  und  die  Hinterflftche  des  Wür- 
.  ieÜB  kebeii  merkbaren  EinfluBs  anf  die  Yerbreitiing  der  Wftnne 
in  ihm  haben,  das  sehr  kleine  Glied  i?+ A  C/'^  in  der  Gleicfamig 
(18)  also  TemachlAsaigt  werden  dai£ 

Der  Dorchmesser  emes  jeden  der  OaoJUe  soO  als  nnend- 
Bdi  klein  angenommen  werden;  der  Einfluss  desselben  auf  die 
Temperaturrertheihmg  in  dem  Wtofel  wird  sich  dann  nnr 
auf  imendüch  kleine  Ibtfemnngen  Ton  seiner  Wand  hin  er- 
strecken. Man  denke  ndi  eine  !E1ftofae  die  die  Umgebung 
des  Oanals  in  einer  "Weite  von  dem  übrigen  Tfaeile  des  WQrfels 
abgrenzt,  die  klein,  aber  gross  genug  ist,  um  einen  Eiulluss 
des  Canals  auf  die  Temperaturen  jenseits  derselben  auszu- 
schhessen.  Diese  Fläche  .v,  deren  grösster  Theil  als  eine  cy- 
lindrische  Fläche  von  kreisförmigem  Querschnitt  gedacht  wer- 
den möge,  ergänze  man  zu  einer  geschlossenen,  indem  man  die 
Cylinderfläche  in  die  Luft  hin  verlängert  und  einen  Querschnitt 
(der  durch  die  Drälite  der  Thermokotte  hindurchgeht)  hinzufügt. 
Man  stelle  sich  die  Aufgabe,  die  Wärraebewegung  in  dem  Sy- 
steme zu  ermittehi,  das  durch  die  so  gebildete  Fläche  vollstän- 
dig begrenzt  ist  Die  Umgebung  des  Würfels  hat  die  Tem- 
peratur Null;  dieselbe  Temperatm*  haben  die  Querschnitte  der 
Drfthte  der  Thermolcettei  die  zn  der  begrenzenden  FlÄche  ge- 
hören, und  man  wird  annehmen  dürfen,  dass  die  ausserhaU>. 
des  W^ürfels  befindlichen  Stücke  dieser  Drähte  ihre  Wärme 
gegen  eine  Umgebimg  Ton  derselben  Temperatur  ausstrahlen. 
Die  Elemente  der  Elftche  «  haben  ditjemgen  Temperaturen, 
die  sie  zmr  selben  Zeit  haben  wttrden,  wenn  der  Oanal  nidit 
▼orhanden  wfire^  Temperaturen,  die  wie  bisher,  dmroh  v  be- 
zeichnet werden  sollen.  Bedeutet  V  die  Temperatur  irgend 
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eines  Pnnktei  des  betncfatslen  ^stemss  m  Zeit  so  Ist  T 
dnrch  v  ehidentig  bestimmt)  tremi  man  nodi  berftmlniditigt, 

dass  zur  Zeit  ^  =  0  das  ganze  System  die  Tempertlnr  "SvSi 
besass;  und  zwar  stellt  sich  V  dar  als  ein  über  die  Fläche  s 
und  das  Zeitintervall  i  zu  nehmendes  Integral,  das  sich  he- 
zeichnen  lässt  als  eine  homogene,  lineare  Funktion  der  Werthe, 
welche  v  in  der  Fläche  s  und  in  dem  Zeitintervall  t  annimmt 
Jeder  dieser  Werthe  nun  lässt  sich  narli  der  Taylorscheii 
R^ihc  so  entwickehi.  dass  das  erste  Glied  der  "Werth  von  p 
ist,  der  dt'in  Z"it|nuikte  /  und  dem  Wertlie  von  z  entspricht, 
der  f iii*  die  Spitze  gilt,  in  die  der  Canal  ausläuft,  und  die  fol- 
genden Glieder  die  Differentialquotienten  dieses  Werthes  nach 
t  und  z  enthalten.  £s  folgt  daraus  ffir  V  eine  Beilie,  die 
bezeichnet  werden  kann  als  eine  homogene,  lineare  FimklioB 
von  t'  und  swnon  Difft'rontialqnotienten  nach  t  und  z.  By 
gilt  auch,  wenn  V  auf  einen  Punkt  der  Löthfläche  bezog« 
wird;  also  andi,  wenn,  wie  es  nun  geschehen  soll,  durch  Väi 
ans  den  GalTanoinetfidbeobaditungen  abzuleitende  Ten^enitir 
der  LOtiisielle  bezeichnet  wird,  die  ein  gewisses  Mittel  aosdoi 
Temperaturen  der  emzeben  Punkte  der  LOthflftche  ist  Die 
OoSfficienten  der  einzehien  Glieder  dieses  V  and  ansscUicnüflk 
Ton  der  Gestalt  des  Oanals  und  der  Gestalt,  Lage  undNstor 
des  ebgesenkten  Thefles  der  Thermdratte  abhängig;  sieaoIhB 
als  gleidi  dir  die  Terschiedenen  benutzten  Thermoketteii  ai- 
genommen  werden.  Fasst  man  den  bezeichneten  AusdnKk 
▼on  V  als  eine  Funktion  der  beiden  Veränderhcheu  /  und  z 
auf;  so  hat  man: 

f1lr/  =  0   K-0  undftr*=oo 

da: 

dv  d^v 

ist  und  9,  d.  h.  bei  der  in  der  Gleichung  (10)  benutzten  B^ 
zeichnungsweise : 


0 

mit  allen  seinen  IMerentialquotienten  nach  t  und  «  ffiri^O 
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und  für  z  =  oc  verschwinden.  Aus  diesen  Eigenschaften  von  V 
folgt  aber  durch  Schlüsse,  die  mit  denen  ganz  übereinstimmen, 
durch  welche  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  abgeleitet  sind, 
'dass,  wenn  man  den  Werth  von  V  für  z^z^  durch  be- 
zeichnet und: 

setzt,  indem  man  dem  Zeichen  ^(/)  eine  Ton  seiner  früheren 
versohiedene  Bedeatang  giebt: 

md.  Biese  Gletchnngen  unterscheiden  sidi  aber  rm  den 
Oleidningen  (12)  und  (IS),  abgesehen  Ton  dem  Fehlen  des 
QÜedes  B-^hU^,  das  nir  hier  als  za  yeniacUftssigen  ange- 
nommen hatten,  nur  dadurch,  dass  V  vid  an  die  Stelle 
▼on  V  nnd     getreten  sind. 

Es  werde  nun  durch  v  die  Ton  der  nrsprünglichen  Tem- 
perator  des  WUrfels  an  gerechnete  Temperator  der  in  einen 
der  OaaAle  eingesenkten  Löthstelle  emer  Thermokette  be- 
seichnet;  die  Temperatur  der  zweiten  Löthstelle  sei  die  nr- 
sprünglicho  des  Wülfels  und  /s  die  elektromotorische  Kraft 
der  Thcnnoketto.  Die  Gulvauometerbeobachtungon  lehren  zu- 
nächst dieses  E  kennen,  aus  ihm  ist  auf  v  zu  schliessen. 
Näherungsweise  sind  v  und  E  einander  proportional;  wir  fanden 
es  aber  nöthig,  die  Abweichungen  von  dieser  Proportionalität 
zu  beiückaichtigen  und  haben: 

(14)  v^p{E-fjkE*j 

gesetzt,  wo  p  und  |tt  von  v  tmabliängige  Grössen  bedeuten. 

Bezeichnet  man  den  Wertli  von  E  für  v  =  durch  Eq,  oder, 
um  seine  Abhängigkeit  von  t  anzudeuten,  diurch  E^if),  so  ist 
ebenso: 

Diese  Ausdrücke  sind  fttr      und  o  in  die  Gleichungen  (12) 
und  (13)  zu  substitoiren.    Aus  der  ersteren  dann  1^(4 
alle  in  Betracht  kommenden  Werthe  Ton  i  an  berechnen,  wSre 

Klr«likofr,  ümuaMm  AMHwflimgiB.  88 
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Itotig;  man  kann  die  MlÜis  mxingeni»  indem  man  benmiit» 
daas  j»  nnd  ^(1)  nur  klein  amd.  Infolge  dieaea  XTmatandea 
kann  man  in  dm  Gliede  pfi£*{i^  der  GleiGliang  (12): 

setzen  imd  erhSlt  dann  aus  ihr: 

Dieaen  Werth  setze  mau  in  die  Gleidmng  (13)  und  schreibe 

C  an  SteUe  von  ^,  indem  man  dieaem  Bncfaataben  eine  naae 

p 

Bedeutung  giebtj  man  £ndet  dann: 
e 

Auch  das  neue  C  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  will- 
kürlich gewählt  werden;  es  muss  nur  so  gewählt  werden,  dass: 

klein  ist 

Die  gefundene  Gleichung  wird  zur  numeriachen  Bechnnwg 
bequemer,  wenn  man  an  Stelle  von  f  eine  neue  Integratioai* 
▼ariable,  die  U  genannt  werden  möge,  durch  die  Gleichnag: 

einfthrt;  aie  wird  dann: 


0 
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Bei  den  bisher  gemuchteu  Auseinaiidersetzungen  ist  au- 
geiioiiiineii ,  dass  die  Lcituiigsfähigkeit  k  und  das  Froduct  aus 
der  specifischeii  Wäi'me  in  die  Dichtigkeit,  c,  also  auch  das 
Verhältniss  dieser  beiden  Grössen,  a,  constant  sind.  Thatsäch- 
lich  sind  dieselben  von  der  Temperatur  abhängig,  und  der 
auf  die  angegebene  Weise  berechnete  AV^erth  von  a  wird  nur 
für  eine  gewisse  Temperatur  richtig  sein.  Diese  Temperatur 
soll  nun  ermittelt  werden.  Dabei  kann  statt  des  Jb'alles,  der 
bei  den  Versuchen  verwirklicht  wax,  der  einfachere  und  mit 
diesem  sehr  nahe  übereinstimmende  ins  Auge  gefiust  werden, 
dasB  für  die  Temperatur  u  die  Bedingnngeii  gelteni  dass: 

ftr  #  B  0      «  B  0, 

fur^  =  0    M=l,         für2^=oo    m  =  0 

ist.   Es  ist  dann  u  eine  Function  der  beiden  Variabelu  t  und 
und  die  Differentialgleiohung  (1)  yercanfacht  sicli  in : 

^Bi  "   «i~  • 

€  und  k  sind  hier  aber  Functionen  Ton  «;  Ton  diesen  soll  an- 
genommen werden,  dass: 

k  -  Ic^  +       W,  C  «s  (Tq  +  tf,  tt 

ist,  wo  Ä,,,  Äj,  c^,  c,  Constanten  sind,  und  zwar  und  Cj  Con- 
stauteu,  die  als  unendlich  idein  angesehen  werden  IsÖnnen* 
Dann  ist: 

(16)  amma^^a^Uf 
wo: 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  es  Iceine  Schwierigkeiten, 
die  Function  u  mit  Bdcksicht  auf  die  unendUch  kleinen  Glieder 
niedrigster  Ordnung  zu  bestimmen.  Die  Differentialgleichung 
ftr  dieselbe  ist  dann: 


oder: 


.  88» 
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Ihr  sowohly  ak  den  Air  «  angegebenen  GremAedingungeii 

man  durch  eine  Function  des  einen  Arguments  geuQgeo« 
Man  setse: 


dauu  ist,  wenn  Sl  eine  Function  von  it  bedeutet: 

Macht  man  hieri  unter  der  Yoranasetiung^  dass  u  eine  Function 
▼on  s  ist,  einmal  i2  u,  dann  /2  »  so  inrd  die  I)iflfore&- 
tialc^eidiuDg  fllr  ui 

dx      dr*  Co      dx        2k^  d.r^  ' 

und  die  beiden  willkürlichen  Constanten,  welche  das  allgemeine 
Integral  der8eU>en  enthält»  sind  gerade  ausreichend,  die  beiden 
Grenzbedingnngen : 

zu  erf&llen. 

Yemachlftssigt  man  die  mit     und     behafteten  GHieder, 

80  wird  u  —  U{x)y  oder,  wie  der  Kürze  wegen  gescbridieii 
werden  soll,  =  U;  mit  der  erforderlichen  GJenauigkeit  ist  daher 
die  Differentialgleichung  lili  u: 

dx     3?         C(,      dx       2k^  dx^ 

Das  aUgemeine  Integral  derselben  ist: 

wo  A  und  B  als  Fundumen  Ton  r  «os  den  Gkichungen: 

dx  dx 

iEi^  «  —  ^»  i^^J ^h. ^'c^') 

dx  dx  Co      dx        2ito  dx* 

ZU  bestimmen  sind.  Aus  diesen  folgt  bei  Bücksicht  aoi  G^lei- 
chung  (16): 

die  A|  '  tf«        Ot  l^«jr 
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Benntzt  man,  dass: 


•  — »* 


ist  und  bestimmt  die  addittren,  willkiirlichen  Oonstanten,  die 
A  xmd  B  enthalten,  so  dass  «  =  1  für  j;  =  0  mid  w  =  0  für 
;r  =  00  wird,  so  ergiebt  sich: 

Berechnet  man  aus  einem  beobachteten  Werthe  von  u  die 
Grösse  (I,  ohne  Rücksicht  auf  ilu-e  Abhängigkeit  von  der  Tem- 
peratur zu  nehmen,  so  thut  man  das  nach  der  Grleichung: 

Dieselbe  lässt  sich  schreiben: 

TT  ^   r  \  Ö  C 

oder,  wenn  man  Vm  die  „mittlere^  Temperafciir  nennt»  ftr  welche 
der  für  a  geftmdene  Werth  bei  Bfioknoht  anf  die  Abhängig- 
keit dieser  GrOeae  Ton  der  Temperatnr  gilt: 

n-jr-Ha^t/«^^,   d.h.  «»jr+Jtf,^»#-*'. 

Die  Yeigleichimg  dieses  Ansdracks  Yon  «  mit  dem  Todier  ab- 
geleiteten ergiebt: 

oder,  wemi  mau  2i  an  Stelle  vou      duich  die  Gleichung: 


irt: 


*!  «      +  i 
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Da  in  dieser  Gleichimg  nur  das  YerlüUtnisB  Ton  und 
Oj  YoriEommt,  so  läset  eich  unbeschadet  ihrer  Gültigkeit  die 
Definition  dieser  QrOssen  so  yerallgemeinem,  dass  man  darunter 
die  Aendeningen  Tsnteht»  die  e  nnd  a  in  irgend  einem  Tem- 
peratorintenraOy  z.  B.  bei  der  Erwftmmig  mn  1*0.  erieiden. 


Es  soll  nmi  ansefamndergesetst  werden,  wie  wir  die  am 

Galvanometer  gemachten  Beobachtungen  berechnet  haben. 

Es  sei  eine  Schliessung  aus  dem  Galvanometer  nnd  einer 
ThcriiK »kette  gebildet;  sei  der  Wider^tall<l  ilerselbcii,  E  ilie 
elektromotorische  Kraft  zur  Zeit  s  die  zur  selben  Zeit  ge- 
machte Scalenablesung.  Nimmt  man  den  Ablenkungswinkel 
des  Spiegels  als  unendlich  klein  an  und  sieht  ab  von  den 
Aendcrungen  des  map^netisehcn  Meridians  und  von  der  ela- 
stischen Nachwirkung  des  Aufhäoge&dens,  so  hat  man: 


wo  €tf  flf  y  Oonstanten  sind  nnd  die  Scalenabtotong  be- 
zeicfanet»  die  der  Gleichgewichtslage  des  Spiegels  ftr  den  Afi 
entspiiehti  dass  kein  Strom  dordi  das  Gkdvanometer  flicusil 
Schon  wegen  der  fortwährenden  Aendenmgen  des  magnetisehen 
Meridians  erfordert  diese  Gleidiung  eine  Modification.  Die 
Gleichgewichtslage  des  Spiegels  fttr  den  Fall,  dass  kein  Strom 
vorhanden  ist,  ist  nicht  constant;  aber  sie  ändert  sich  der  I^gel 
nach  sehr  langsam  und  lür  ein  liiiirt'ieliend  kleines  Zritintrrvaii 
proportional  mit  der  Zeit.  Ist  .f^,  die  ihr  entsprechende  Scalen- 
ablesmig  zur  Zeit  ^  =  0,  so  ist  sie  zur  Zeit  f.  wenn  t  nicht  zu 
gross  ist,  Ä,,  +  8/,  wo  €  eine  kleine  Constante  ist.  die  aber  bei 
jedem  Beobachtimgssatze  von  neuem  bestimmt  werden  muss. 
Man  hat  dann: 


(17) 
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Diese  Gleichung  verwandelt  sich  bei  Rücksicht  auf  die  ela- 
stische Nachwirkung  nach  der  Ton  Hm.  Boltzmann  aufge- 
stellten Thuurie^),  wenn  man  annimmt,  dass  längere  Zeit  vor 
dem  Augenblick  /  ~  0  der  Spiegel  gi'össere  Ablenkungen  nicht 
erlitten  bat,  und  wenn  man  nur  mä88ige  positive  Weiihe  von 
t  ins  Auge  i&sst,  in  die  folgende: 


^7?        ^iPs  .  c  r^ds 

(18) 


-  1,  log« 'W)} , 

0 

wo  fi  eine  neaei  kleine  Oonstaote  bedeutet  und  f  ftlr  «  ge- 
echrieben,  $  also  als  FonctionsBeichen  gebraucht  ist  Das  Glied 
tt  stellt  dann  nicht  allein  den  Einfluss  der  Aenderongen  des 
magnetischen  Meridians  dar,  sondern  sn^eich  den  liinflass  eines 

Theiles  der  elastischen  Nachwirkung,  nämlich  desjenigen,  der 
eine  Folge  von  Ablenkungen  des  Spiegels  ist,  die  lange  Zeit 
vor  dem  Augenblicke  ^  =  0  stattgefunden  haben. 

Ist  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam,  dass  die  mit 
den  Factoren  und  beliat'teten  Grlieder  vernachlässigt  wer- 
den können,  so  ist  einfacher: 

t 

(19)  ^-f—b-^^-i^lC'-'Jlog^+J^  -'«))• 

Ist  in  dem  Ihtenrall  Ton  t^O  las  t^mt^ 

WO  *p  JTj, ..  näherungsweise  constant  sind,  und  liegt  t  in  dem 
Intervall  von  t^U  bis  t—tn^i,  so  hat  man: 

(20)  (—*^^t+f^{s{t-u)-t(t)) 

0 

-  K  -  Olog* + (^  -  *i)log(<-  «  +  ih  -  -Jlog(*-  «  + . 

+  («•+!  -  #Jl0g(«-  in)' 

Bei  der  endlichen  Grösse,  die  die  Ablenkungswinkel  bei  tmseren 
Versuchen  hatten,  wird  mau  von  diesen  Gleichungen  auch  Ge- 

0  Boltsmanii,  Wien.  Ber.  October  t87i. 
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braach  siadieii  und  die  Qrtaen  A  *  ^  V  nnbedwikBch 
ab  oonetant  betracfaten  dttrfeiiy  da  die  Veniiclie  80  angeordnet 
waren^  dass  die  Ton  ümen  abhftngigeii  Glieder  nur  TeriiftlbiiaB- 
m&8sig  kleine  WerChe  liatten;  dagegen  war  ni  vermaÜien,  da« 
y  sieh  als  ablAngig  von  der  Gftae  des  AblmkongswinlDelB 
zeigen  würde.  Versuche,  die  zur  Bestimmung  dieser  Abhän- 
gigkeit angestellt  sind,  haben  aber  ergeben,  dass  auch  als 
constaut  betrachtet  werden  darf. 

Um  die  Art,  wie  die  elastische  Xuchwirkung  in  Rechnung 
gehracht  ist.  zu  prüfen  und  den  Weilh  von  ?,  zu  bestimmen, 
wurde  auf  folgende  Weise  verfahren.  Der  Strom  einer  aus 
Kupfer  und  Eisendrähten  gebildeten  Thermokette,  deren  LOth- 
stellen  einerseits  durch  siedendes  Wasser,  anderei*seits  durch 
fliessendes  Wasser  der  Wasserleitung  auf  constanten  Tempe- 
raturen erhalten  wurden,  wui'de  während  einer  ge\nssen  Zeil 
durch  das  Galyanometer  geleitet»  und  zu  gewissen  Zeitpunkten 
Tor  dem  Beginn  des  Stromes,  während  der  Daaer  und  nach 
dem  Aufhören  desselben  die  Gal?anometer8cala  abgeleaea. 
Es  wurden  acht  solcher  Beobachtungssätze  gemacht,  die  von- 
einander sich  nnterschieden  durch  die  Daner  und  die  Inteositift 
des  Stromes,  welche  durch  Einschaltung  von  Widersttnden 
geändert  weiden  konnte.  Zwischen  je  zwei  dieser  aufeinander 
folgenden  Yersnche  liees  man  dnen  Zeitranm  Tergeiien,  der 
hinreichte,  um  zu  bewirken,  dass  die  elastisdhe  Nachwiikai^ 
die  eine  Folge  des  froheren  war,  während  des  flpäterem  als 
eine  lineare  Function  der  Zeit  angesehen  werden  durfte.  Bei 
den  Beobachtungen,  die  nadi  Oeffirang  des  Stromkreises  aa»- 
geföhrt  waren,  war  die  Bewegung  so  langsam,  dass  die  tob 
den  Constanten  «  und  ß  abhängigen  Gheder  der  Gleichung 

(18)  vernudiUlssigt  werden  konnten;  sie  durften  daher  nach 
der  Gleichung  (19)  berechnet  werden;  es  war  ferner  E=0, 
und  es  konnte  die  fiii-  die  Gleichung  (20)  gemachte  Voraus- 
setzung als  erfüllt  angenommeuj  Ji  =  1,  =  der  Dauer  des 
Stromes,  =  der  während  desselben  gemachten  Sealt  uublesuug 
und  s.,  ^  Sq  gesetzt  werden.  Hiernach  geben  die  Gleichongen 

(19)  und  (20): 

<21)  •  - #e -  «<+  «yC^  - *o)log  . 
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BeiqBalsweiBe  mOge  einer  der  BeobaohtuDgssfttse  angeführt 
irarden: 


i 

9 

7 

—  300 

4M6,35 

-  60 

486,35 

0 

Sfeiüni  ceecUoflMii 

60 

868,00 

90 

Strom  unterbrochen 

160 

487,40  < 

1,05 

1,07 

0,00786  m 

180 

487,15 

0,80 

0,R2 

0.00753  m 

210 

487,00 

0,65 

0,68 

0,00764  m 
0,00789  m 

240 

486,90 

0,55 

0,59 

270 

486,80 

0,45 

0,49 

0,00760  m 

300 

486,75 

0.»() 

0,44 

0,00776  m 

360 

486,65 

0,30 

0,35 
0,27 

0,00766  ff» 

480 

486,55 
486,46 

0,20 

0,00819  m 

600 

0,10 

0^18 

Die  erste  Oolumne  enthAlt  die  Zeit  t,  in  Seoonden  aus- 
gedrtkckti  die  zweite  die  entsprechenden  Ablesungen  «,  bei 
denen  die  Zehntel  nnd  halben  Zehntel  eines  Scalen&eiles  ge* 
achtet  sind.  Ans  derselben  ist  za  entnehmen,  dass: 

f,  =  90,  ==  486,35,  ^  .v^,  =  366. 
Die  dritte  Columne  euthält  die  Weitlic  von  s  -  Aus  je 
zweien  ihrer  Zahlen  köiineu  mit  Hülfe  der  (Gleichung  (21)  die 
beiden  Unbekannten  e  und  fj  berechnet  werden.  Aus  der 
ersten  nnd  letzten  haben  wir  den  Werth  von  «  bestimmt  tmd 
die  aus  ilim  sich  ergebenden  Werthe  Ton  s  —  s^^tt  in  der 
folgenden  Columne  aufgeführt.  Die  letzte  Columne  enthält 
die  dann  aus  der  Gleichung  (21)  folgenden  Werthe  Ton  17;  m 
bedeutet  dabei  den  Modnhis  der  Briggs'schen  Logarithmen, 
d.  h.  die  Zahl  0,4348;  in  dieser  Form  sind  die  Werthe  T<m  17 
angegeben,  weil  bei  den  numerischen  "Rechnungen  immer  das 
YerhSltniss  17:1»  auftritt  Endlidi  ist  em  Sfittelwerth  Ton  ij 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unter  der  Toraos- 
setsung  abgeleitet,  dass  bei  den  einzehnen  Werthen  Ton  $—$^—*t 
gleich  grosse  Fdiler  |^ch  wahrscheinlich  sind,  d.  h.  nach 
der  Formel: 


(22) 
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wo  unter  den  Summenzeichen  ?;  den  aus  dem  entsprechenden 
s  —  SQ  —  et  berechneten  Werth  bedeutet.   So  ergab  sich: 

i;  s  0,00755  m. 

Die  auf  diese  Weise  auB  den  acht  Beohachtungssätzen 
abgeleitetOE  Werthe  von  r^im  sind  in  der  folgenden  kleinen 
Tafel  zosammengesteUt^  deren  Verticalreiheu  mit  der  in  Se- 
oanden  ansgedrllckten  Daner  des  Stromes  übersdirieben  amd, 
-wfthrend  den  Horizontalreihen  die  durch  diese  hervorgebrachte 
Ablenkimgy  also  ^  ~-  «o>  vorgesetzt  ist: 


90 

180 

. 

105 

0,00550 

0,00712 

207 

697 

651 

366 

755 

702 

464 

749 

727 

Indem  m  nach  der  GHeiofanng  (22)  einen  ICttebrartii 
Ton  9  ans  allen  acht  BeobaditongssStzen  beredmetea^ 
ftnden  wr: 

0,007». 

Die  Uebereinstimmung  der  fttr  if  gefimdenen  Zahlen  ist  mclt 
gross;  aber  sie  ist  nicht  geringer  ab  sie  erwartet  werden  durfte 

in  Bücksicht  auf  die  Kleinheit  des  Betrages,  den  die  elastische 

Nachwirkung  namentlich  nach  den  kleineren  Ablenkungen  be- 
sass.  Sie  ist  unseres  Eraehtens  ausrcichoiul,  um  zu  zeigen, 
dass  mit  Hülfe  der  ßoltzmann'schen  Theorie  bei  Galvanometer- 
beobachtungen die  Fehler  zum  grösstcn  Theile  sich  vermeiden 
lassen,  die  aus  der  Nichtbeachtung  der  elastischen  Nachwirkung 
hervorgehen  können. 

Erwähnt  werden  mögen  noch  Versuche  anderer  Art.  die 
■wir  zur  Prüfimg  der  Theorie  und  des  für  gefundenen  Zahlen- 
werthes  angestellt  haben.  Zur  Zeit  <  =  0  ^^^lrde  ein  Magnet 
dem  Galvanometer  plötzlich  genähert,  in  der  Stellung,  die  er 
dadui'ch  ^halten  hatte,  bis  zur  Zeit  t  =  gelassen  und  dana 
wieder  an  semen  ursprüngUch(  n  Ort  gebracht  Ist  M  das  in 
einer  gewissen  Einheit  ausgedrttckte,  Ton  dem  Magneten  anf 
den  beweglichen  Theil  des  QalTanometers  ausgeObte  Drehnngs- 
moment  und  ein  Nfthenmgswerth  für  t  wShrend  der  Wir> 
hang  des  Magneten,  so  itA,  wemi  t  zwischen  0  imd  l|  hegt: 
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und,  wenn  t  grösser  ak  ^  liegt: 

0  »  #  -  *o  - « ^  -  ^  (^1  -  *ü)  log  • 

Berechnet  man  mit  Hülfe  der  letzten  Gleichuig  so  giebt 
die  erste  f&r  jeden  Werth  Ton  t  einen  Ton  M.  Ans  der 
UeberfOTtstimmimg  der  •'Werthe,  die  so  ftkr  ilf  gefunden  werden, 
Ist  die  Bichtic^eit  der  gemachten  Annahmen  sa  benrtheilen* 
Bei  einem  Yersoohe  dieser  Art  ergaben  sich  folgende  Zahlen: 


t 

s 

t 

g 

M 

-ISO 

-  so 

0 

so 

90 

499,00    {  — 
409,00  - 
Magnet  genähert 
878,60    1  869,85 
874,10    i  889,89 

190 

150 
180 
810 
870 

874,40 

ST4,G0 
Magnet 
501,00 
600^ 

869,86 

entfernt 

I 

Bei  mehrfacher  Wiederhohing  des  Yezsaches  zeigten  sich  keine 
grösseren  Differenzen. 

Li  Ahnlidher  Weise,  wie  hier  das  Brehnngsmoment  eines 
Magnets  gemessen  war,  wurde  bei  den  Yersoohen,  doroh  welche 
die  Oonstanz  der  dnrch  dieGleichnng  (18)  eingeftihrten  GhrOsse 
Y  geprfift  werden  sollte^  das  Drehnngamoment  Ton  StrOmen 
Tersohiedener  Inteositftt  im  Galfanometerdrahte  gemessen.  Zar 
Erzeugung  dieser  Ströme  diente  die  schon  erwShnte  Thermo- 
kette  aus  Kupfer  und  Eisen  und  ein  System  von  bekannten 
Widerständen.  Der  Widerstand  der  Thermokettc,  des  C4al- 
vanometergcwindes  und  der  nothwendigen  Verbindimgsdrähte 
war  =1,13  S.-E.  gefunden  worden;  diesem  wurde  bei  den 
einzelnen  Versuchen  hinzugefügt  ein  Widerstand  von  30,  50, 
100  und  200  S.-E.  Auch  hier  wui'den  Ablesungen  niu*  jre- 
macht,  wenn  die  Bewegung  des  Spiegels  so  langsam  war,  dass 
die  mit  den  Factoren  und  ß  behafteten  Glieder  der  Glei- 
chung (18)  vernachlässigt  werden  konnten,  und  auch  hier  durfte 
die  Gleichung  (20)  in  Anwendung  gebracht  werden.  Es  war 
daher  zu  setzen: 

(23)  r  ^  =  *  -      « ^- 1/  { (#1  -  *o)log< H-  {#,  -  *i)log(i  - 
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Die  Werthe  der  reohteii  Seite  dieser  GHeidniog^  die  bei 
«nfeiiiaader  folgendea  Versiiolieii  aioh  ergaben,  waren  diese: 


w 

81,18 

51,18 

101,18 

801,13 

31,18  SL-E. 

341,34 
341,86 
841,81 
841,88 

207,64 
207,66 
807,65 
807,58 

105,05 
105,04 
105,01 
105/X> 

52,87 
52,86 
52,87 
58,98 

341,60 
841,60 
841,64 
84M0 

Mittel 

341,88 

207,63 

105,02 

52,88 

341,57 

Die  Yergleiehitng  der  ersten  und  letsten  der  Mittd- 
stablen  zeigte»  dass  die  elektromotoxiBche  Kraft  der  Thenno- 
kette  ^  wSlirend  der  Dauer  der  Versache  ein  wenig  gewachsen 
war.  Es  worde  angenommen,  dass  ilire  Yerlnderang  propor- 
tional der  Zeit  Tor  sich  gegangen  wftre.  ünter  dieser  Annahme 
ÜEmden  sich  die  VerhAltnisse  der  Werthe  der  linken  Seite  d« 
in  JEtede  stehenden  Gleichung  für  die  einzelnen  Versuche: 

=  341 ,32 : 207,85  :  105,10 : 52,86 : 341,57. 
Eine  Veränderlichkeit  von  y  ist  daher  nicht  an  bemerken. 

Es  war  bei  diesen  Versachen  wünschenswerth  erschieoea» 
sie  in  so  koner  Zeit  als  mSgUch  anssofthren,  mn  Aenderangea 
der  elektromotorischen  Eiaft  der  Thenndrotte  imd  der  Teia^ 
perator  der  einzoschaltenden  Widerstände  so  weit  als  mSf^ich 
an  Tenneiden.  Es  konnte  deshalb  der  Zeitranm  swisdiai  swei 
aufeinander  folgenden  Versuchen  nicht  so  gross  gewiUt  wer- 
den, dass  die  bei  dem  frühem  enengte  elastische  Naohwickong 
bei  dem  spätem  als  eme  lineare  Eondion  der  Zeit  hätte  be> 
trachtet  werden  därfen;  es  mnsste  daher  eine  grössere  ZtU 
von  Gliedern  bei  dem  Factor  von  ij  in  der  Gleichung  (23)  in 
Rechnung  gezogen  werden,  als  es  bei  den  Versuchen  über  die 
dui  ch  einen  Magneten  hervorgebrachten  Ablenkungen  nötliig  ge- 
wesen war.  Die  Grösse  «  musste  für  jeden  der  Versuche  von 
neuem  bestimmt  werden.  Es  hätte  am  näclistcu  gelegen,  zu 
diesem  Zwecke  zwischen  den  Ablenkungen  zweier  Ströme  von 
vei*schiedener  Intensität  tUe  Stellung  des  Spiegels  bei  geöffnetem 
Galvanometerkreise  zu  beobachten.  Statt  dessen  schlugen  wir 
ein  anderes  Verlähren  ein,  uin  zugleich  eine  andere  Fehler- 
quelle, die  sonst  zu  fürchten  gewesen  wäre,  iinschädlich  sa 
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machen.  An  dem  Galvanometer  befand  sich  ein  Umschalter, 
von  dem  ein  Messingstück  von  erheblicher  Länge,  das  bei  ge- 
schlossener Leitung  vom  Strome  durthflossen  wurde,  einen 
Theil  ausmaclite.  Hatten  die  Stellen  desselben,  die  mit  den 
kupfernen  Zuleitungsdrähten  im  Contact  waren,  eine  Tempe- 
raturdifferenz,  so  entstand  eine  störende  elektromotorisclie  Kraft. 
Um  den  Einfluss  dieser  zu  eUminiren,  schalteten  wir,  statt  den 
Galvanometerkreis  zu  öffnen,  durch  eine  Wippe  in  ihn  an  Stelle 
der  Tkennokette  emen  Kupferdraht  von  demselben  Wider- 
stände ein  und  beobachteten  dann  die  Stellung  des  Spiegels» 
Bei  dieser  Anordnung  war  die  Veränderlichkeit  der  störenden 
elektromotorischen  Kraft  nicht  mehr  zn  fürchten  als  die  Ver* 
Anderliehkeit  des  magnetischen  Meridians  und  wurde  mit  dieser 
msammen  elimiiiirt 

Es  soll  nun  die  Methode  angegeben  werden,  deren  wir 
ans  bedient  haben,  mn  die  in  der  Gleichimg  (18)  ToriEommen- 
den  Constanten  a  und  ß  zu  bestimmen.  Es  bedivfte  diese  Bo- 
sümmuig  nnr  enier  mftssigen  Gtonanigkeit,  da  die  Werfhe  Ton 
a  nnd  ß  nnr  dazu  dienen  sollten,  kleine  Oorrectionen  zn  be- 
rechnen. Es  wurde  eine  SchUessnng  gebildet  ans  dem  Galr 
Tanometerdraht  und  ebem  zweiten  MnltipHoatorgewinde,  inner- 
halb dessen  ein  kräftiger,  etwa  200  gr  schwerer  Magnetstab  seine 
Schwingungen  ausführen  konnte,  die  ebenfalls  mit  Spiegel, 
Scala  und  Fernrohr  zu  beobachten  waren.  Einmal  erregt,  be- 
standen solche  Schwingungen  längere  Zeit  mit  langsam  ab- 
nehmender Amplitude  fort,  und  der  Spiegel  des  Galvanometers 
ftilirte  Sclnviiigmigen  von  derselben  Dauer  aus.  Diese  Dauer 
konnte  geändert  werden  durch  Aendemng  der  bifilaren  Auf- 
hängung, mit  der  der  Magnetstab  versehen  war.  Bei  einigen 
verschiedenen  Worthen  der  Seliwingungsdauer  wurden  die  Am- 
plituden des  Magneten  uud  des  Galvanometers  abwechselnd  in 
gleichen,  kleinen  Zwischenräumen  beobachtet  imd  das  Yer- 
h&ltniss  der  auf  gleiche  Zeitpunkte  redocirten  Amplituden  be- 
rechnet. Die  folgenden  Ueberlegnngen  zeigen,  wie  aas  den 
Werthen,  die  dieses  Yerhältniss  bei  bekannten  Schwingnngs- 
danem  besitzt,  a  und  ß  ermittelt  werden  konnten. 

Die  in  Scalentbeiien  ausgedrtkckte  Ablenkung  des  Magnet> 
Stabes  ans  seiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  kann: 
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gesetzt  werden,  wo  c  die  in  Scalentiieilen  ausgedrückte  Ampli- 
tude uud: 


ist,  wenn  T  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  bedeutet. 
Die  Gleichung  der  Bewegung  des  Gralvanometerspiegels  ist 

dann,  wenn  u  die  in  Scidentheiltu  ausgedrückte  Ablenkung  au-s 
der  Gleicligewichtslage  zui'  Zeit  t  bezeichnet,  eine  von  c 
und  71  unabhängige  Cunstante  ist,  und  mau  absieht  von  den 
iuducirten  Strömen  höhei'er  Ordnung: 

«*  ^  +  2       +  i<  »  cJVn  cos  nL 

Andererseits  ist: 

u  ^  AeoB  nt    B  m  nif 

wo  A  und  B  zwei  nnbekaante  Constanten  bedeuten.  Die 
BtffarentuJgleidiimg  giebt  ftlr  diese  die  Bedüignngen: 

eNn  ->  ^  (1  -«>}!*)  +  B2ßn 

Setzt  man: 

bezeichnet  also  durch  C  das  Yerhältniss  der  Amflitii^op  beider 
Schiringangen,  so  folgt  hieraus: 

Hat  man  drei  Beobachtungen  Ton  C  für  verschiedene  Weitke 
▼on  A,  so  kann  man  ans  den  hieinach  geltenden  GBriclmiya 
iV'eliminirennnd  a  und /9  bestimmen.  Wir  hatten  eine  grCsswe 
2ahl  von  Beobachtungen  und  haben  a  und  ß  so  beredmet 
dass: 
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ein  Minimum  wurde,  wenn  dC  den  sich  ergebenden  Fehler 
einer  Beobaclitimg  bezeichnet.  Die  für  abgeleitete  Glei- 
chung lässt  sich  schieiben: 

oder,  wenn  man: 

a*  4/?« -2  a»  1 

seist: 

Der  Fehler  yon  ^  bei  einer  Beobachtung  ist  also: 

betrachtet  man  ihn  als  miendlich  klein,  so  ist  er  andererseits 
aber  auch: 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  den  Werth  fon  dC 
nehmen  und  findet  dann,  dass  die  angestellte  Bedingong  Uber* 
einstimmt  mit  der,  dass: 

2  (*    fi»+y     + ~I  -  cj 
ein  Minimnm  ist  Hieraus  folgen  die  Gleichungen: 

Sind  dieee  Gleichungen  nach  Xy     z  aufgelöst,  so  bat  man: 

Die  Messungen  ergaben  die  folgenden  zusammengehörigen 
Werthe  von  T  und  C: 


1 
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5,549 


0,676 
0,676 
0,672 
0,676 
0,678 
0,672 


3,951 


0,889 
0,899 
0,891 
0,886 
0,887 
0,887 
0,886 
0,886 


2,911 


1,042 
1,034 
1,085 
1,037 
1,088 
1,034 
1,031 
1,029 
1,081 


2,319 

1,042 
1.044 
1.040 
1,045 
1,037 
1,033 
1,089 
1,089 


1,529  See. 

0,349 
0,s41 
0,828 
0,822 
0,820 
0,830 
0,827 
0,818 
0,815 
0,309 
0,323 
0,839 
0,823 


0,676 


1,084 


1,040 


0^898 


HienmB  folgt: 

a » 0,8228  See       /9e 0,5816  Seo. 

Berechnet  man  rückwärts  mit  diesen  Werthen  von  u  und  ß 
bei  Benutzung  des  Wertlies,  den  die  Rechnung  für  N  gegeben 
hat,  die  Warthe  you  C  für  die  einzehieii  Schwingangsdaaen^ 
80  findet  maii: 

0,676      0,893      1,035      1,038  0,829, 

in  gnter  üebereinstmmiinig  mit  den  ICtteliaihlen  der  Beobtelh 
tangen. 

Bei  diesen  Yenneiien  war  der  Widerstand  des  Galnno- 

meterkreises  2,7  S.-E.  Von  diesem  Widerstande  muss,  streng 

genommen,  der  Werth  der  Grösse  ß  uljhüügig  sein,  weil  ein 
Thcil  derselben  von  den  Strömen  herrülirt,  die  in  dem  Gal- 
vanometerki'eisc  durch  die  Magnete  des  Galvanometers  inducirt 
werden.  Es  wiuxle  der  Widerstand  auf  6,9  S.-E.  gebracht 
und  dann  für  einige  Schwingimgsdauern  C  beobachtet.  Es 
zci^'te  sich,  dass  die  gefundenen  Weithe  von  C  sich  in  ge- 
iiü^n>nd(n'  Weise  darstellen  Hessen  durch  die  alten  Wortho  von 
a  und  ß  und  den  Werth  von  iV,  der  zu  dem  früliern  im  Ver- 
hältniss  von  2,7 : 6,9  stand.  Daraus  folgt,  dass  ß  als  imab- 
hängig  Yom  Widerstande  des  Galvanometerkreises  anzusehen, 
die  in  diesem  staUündende  Induction  also  unmerklich  ist  nebeo 
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der  Inductiou  in  den  Kupieiiiülseu  dts  Galvanometers  und  der 
Luft  treibung. 

Zur  Berecliming  unserer  Versuche  über  die  Wäxmeleitung 
war  noch  nöthig  die  Kenntniss  der  Beziehung  zwischen  der 
etektromotonachen  Kraft  der  benutzten  Thermoketten  und  den 
Temperaturen  ihrer  Löthstellen.  Mit  Hi  n.  Avenarius^)  haben 
irir  angenommen,  dass,  wenn  E  die  elektromotorische  Kraft 
ist,  und  &  und  d"^  die  Tenqperatoren  sind,  die  Belafcion: 

(24)  E^a  {.^-     (1  +  + 

besteht,  wo  a  und  b  Oonstaaten  beseiohnen;  es  handelke  doh 
darum,  dtese  ftr  eine  unserer  ans  NenaOber  und  Eupfer  zu- 
sammengesetsten  Thermoketten  zu  bestunmen.  Bei  jedem  der 
hierzu  ausgefilhrten  BeobachtungssStze  wurden  drei  Tempera- 
turen benutzt,  die  des  schmelzenden  EHsee,  die  der  D&mpfe 
des  siedenden  Wassers  und  eine  mittlere  Temperatur,  die  mit 
Hülfe  eines  Jelly 'scheu  Luftthermometers  gemessen  wurde.  Die 
Kugel  desselben  war  mit  der  einen  Löthstelle  der  Thermf>kette 
in  ein  mit  Petroleum  gefülltes  Gefäss  ^!;etaucht,  das  in  enier 
grossem  Wassermasse  sich  befand.  Es  \\'ur(le  diese  durch  eine 
Lampe  erwärmt,  während  das  Petroleum  durch  eine  Rührvor- 
richtung  in  Bewegimg  erhalten  wurde.  Die  zweite  Löthstelle 
war  in  ein  langes  und  enges,  unten  geschlossenes  Metallröhrchen 
geftihrt  und  wurde  mit  diesem  abwechselnd  in  schmelzendes 
Eis  und  in  die  Dämpfe  siedenden  Wassers  gebracht  Aus  der 
Thermokette  und  deui  Galvanometer  war  eine  Schliessung  ge- 
bildet, und  der  Widerstand  derselben  s  29,1  S.-£.  gemacht, 
um  Ablenkungen  von  der  gewünschten  Grösse  zu  erhtilten. 
Durch  eine  Umschaltung  wurde  bewirkt,  dass  die  Galvano- 
meterablenkungen  immer  dieselbe  Bichtung  hatten.  Es  worden 
diese  nach  den  Gleidiungen  (19)  und  (20)  berechnet.  Eine 
Beobachtungsrelhe  gab  die  folgenden  Zahlen,  wenn  die  Tem- 
peraturen &  und  &^  nach  den  Graden  der  Celshis'schen  Scala 
gerechnet  werden: 


^)  Avenarias,  Pogg.  Ajin.  119.  p.  406.  1868.  o.  122.  j».  198.  1864. 
Klr«hborr.  nuMiniinItt  äükmOmn-  34 

i 
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'  *+^, 

9- 

fr 

i 

880,74 
895,15 
929,96 
296,92 
229,08 
297,11 

46,85 
53,26 
46,74 

53,34 
46,63 
53,56 

46,S5 
146,76 

46,74 
146,68 

46,63 
146,46 

4,686 

4,628 
4,625 
4,616 
4»616 

0,00133 
0,00135 
0,00136 
0,00188 
0/10188 

Mittel 

4,614 

0,00186 

Die  beiden  letasten  Oolimmeii  enthalten  die  Wertiiey  die 
die  Glelolning  (24)  ergibt  ans  den  Zahlen  der  entea 
zweiten,  zweiten  und  dritten,  . .  Horinrntalraihe  der  frlÜMnD  < 
Oolumnen.  Zwei  Ibnlidie  Beobachtongsreiheii,  bei  denen  \ 

mittlere  Temperatur,  die  hier  etwa  47®  C.  gewesen  war,  die 
Werthe  tod  ungerähr  38^0.  und  35*^0.  gehabt  hat,  eigako: 

^  »  4,626  b  «  0,00189 

und: 

»  4,507  «  0,00141. 
Wir  haben  angenommen: 

^  -  4,612        B  »  0,00189.^) 

Bei  den  Yenudien  mit  dem  Eisenwttrfel  war  der  VTiißr» 
stand  der  SchHesgung,  fT,  ein  kleinerer  als  bei  diesen  Wß^ 
yeraaohen,  nftmlich  bei  Benateimg  der  mit  I  beieidiDelei 
Thermokette  »  8,10  S.-E.  Hier  war  daher: 

~  48,8* 

JHtr  diese  Anordnmig  soll  ^  -i  1  gesetst  werden,  «•> 
daiftnf  hfauHis  kommt,  dass  eine  gewisse  Einheit  fUr  die  6ie^ 

')  Remerkt  möge  werden,  dass  ans  den  Messungen  nnd  der  TbeoA 
des  Hrn.  Avenarius  (Togg.  Ann.  122.  p.  213.  1864)  der  Cotifficient  > 
für  Ku])fer  und  Neusilber  sich  viel  kleiner  ergiebt,  aU  er  hier  gefunden  | 
wurde,  nämlich  =  0,00084.  Wahrscheiulicli  liegt  der  (»rund  dieses  L'oter 
sddedes  bai^MoUioli  darin,  da«  du  Neusilber  des  Hrn.  ATentriU 
€in  todarat  wir  ab  daa  amrige. 
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tromotoriscbe  Kraft  angenommen  wird.  Die  linke  Seite  der 
Glciciiung  (18)  oder  (19)  wii-d  dann  A',  und  zugleich  wiid: 

a  =  43,3. 
Schreibt  man  die  Gleichung  (24): 

«o  findet  man  ans  flur  bei  TernachlAssigiing  kleiner  Qrtaen 
höherer  Ordnung: 

Daraus  folgt  für  die  durch  die  Cileichung  (14)  eingeführte 
Grösse  /w,  wenn  O-q  die  urspi  üngliche  Temperatur  des  Wilrfels 
und  zugleich  die  Temperatur  der  mcht  im  Würfel  befindlichen 
Löthstelle  der  Thermokette,  in  Graden  der  CeleiQs'Bcfaen  ScaLa 
4iM|gedrückt»  bezeichnet: 

Flkr  a  und  h  mä  hier  die  eben  angegebenen  Zahlen- 
'irerthe  zu  setsen,      ist  bei  jedem  Yersiiohe  zu,  ermitteln. 

Ee  sollen  nm  die  bei  den  Yersaöhen  mit  dem  Würfel 
iMontaten  Vorrichtungen  niher  beschrieben  woden. 

Wie  schon  erwähnt,  hatte  der  Würfel  eine  Kante  von 
140  mm  Längt'  und  war  so  aufgestellt,  dass  eine  Kante  ver- 
tiial  war.  Er  ruhte  auf  vier  dünnen  Holzklötzchen,  die  auf 
einem  Holztische  hefestigt  waren.  In  gleicher  Ebene  mit  der 
zu  bespritzenden,  verticalen  Vordorfläche  des  Würfels  stand 
ein  Schirm  von  Zinkblech,  in  welchem  eine  jene  Fläche  um- 
gebende, quadratische  üeffnung  sich  befand,  die  nur  sehr  wenig 
grösser  war  als  sie.  Der  zv^ischen  beiden  vorliandene  Zwischen- 
raum war  mit  Wachskitt  geschlossen.  Der  Schirm  hatte  oben 
und  an  den  beiden  Seiten  Bänder  und  endigte  unten  in  einen 
flachen  Trichter,  sodass  das  aus  der  Brause  gegen  die  Vorder- 
Üäohe  des  Würlels  spritzende  Wasser  abfliessen  konnte,  ohne 
direot  die  Temperatur  der  llbrigen  Wfirfelfl&chen  zn  beem- 
ibissen. 

Damit  auch  die  bei  dem  Spritaen  des  Wassers  oder  durch 
Andere  Ursachen  im  Beobachtungsranm  entstehenden  Lnft- 

84* 
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Strömungen  so  wenig  als  möglich  störend  einwirkten,  war  der 
Tisch,  auf  dem  der  Würfel  sich  befand,  ganz  von  hohen  Papp- 
schirmen umgeben. 

Der  Vordertiäche  des  Wülfels  gegenüber,  in  einem  Ab- 
stände von  127  mm  von  derselben,  war  die  Brause  angebracht, 
Ihre  Endfläche  bildete  ein  Quadrat  von  157  mm  Seite  und 
enthielt  264  runde  Oeffjmngen  von  etwa  0,5  mm  Durchmesser. 

Um  zu  prüfen,  ob  diese  Zahl  der  Oeffnungen  ausreichte^ 
um  der  Vorderfläche  des  Würfels  eine  in  allen  ihren  Punkten 
l^teiche  Temperatur  sa  ertheilen,  wie  die  entivickelte  Theorie 
sie  Tormissetzte,  waren  drei  Yersuche  schon  gemacht,  als  die 
Brause  erst  die  Hälfte  der  genannten  Zahl  yon  Oeffiiungen 
hatte.  Der  Werth  you  o,  der  moh  im  Mittel  ans  dieaea  drei 
Yersacfaen  ergab,  differirte  yon  denjenigen,  der  ans  drei  spi- 
teren  Yersachen  folgte,  bei  denen  die  Zahl  der  TMbßt  Ter* 
doppelt  war,  im  Obrigen  aber  die  i^eichen  YeriiBhnisee  statt- 
fanden, nur  nm  0,12  Froc. 

Das  Wasser  wurde  der  Brause  ans  einem  Beserroir  n- 
gef Ikhrt,  welches  ans  der  stadtischen  Wasserlettnng  oder  mit 
erwärmten  Wasser  gefttfit  werden  konnte. 

Zwischen  der  Brause  und  dem  erwähnten,  fest  stehenden 
Zinkschirm  war  noch  ein  beweglicher  Schirm  aus  gleiclit-m 
Material  vorhanden.  Dieser  konnte  durch  Verschieben  in  seiner 
Ebene  in  zwei  Stellungen  gebracht  werden;  bei  der  einen 
spritzte  das  aus  der  Brause  kommende  Wasser  durch  eine  in 
dem  Schirm  befindliche  ([uadratische  Oeffnung  gegen  die  Vorder- 
fläche des  Eiseiiwürfels,  bei  der  andeni  traf  es  einen  Theil 
des  Scliirmes  und  floss,  geleitet  durch  Zinkstreifen,  an  ihm 
hinab  in  das  Abflussrohr  der  Wasserleitung.  Dieser  Theil  des 
Schirmes  war  gebildet  aus  drei,  in  kleinen  Abständen  von 
einander  befestigten  Zinkplatten,  welche  mit  den  zwi8chenlie> 
genden  Luftschichten  den  Eisenwürfel  yor  jeder  Einwirknng 
des  aus  der  Brause  strömenden  Wassers  schützen  sollten» 
Nachdem  der  Schirm  bei  dieser  Stellung  10  Ins  16  Secnndea 
die  Wasserstrahlen  ao^i^ommen  hatte,  wurde  er  rasdi  in  die 
auerst  erwähnte  gebracht  Dadurch  wurde  bewiilrt,  daas  daa 
Beflpritsen  des  Würfels  plOtalich  begann  nnd  dann  mit  ^eicii- 
bleibender  Kraft  und  Wassertemperatnr  geschah.  Der  Auge»- 


■ 

/ 
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bliek  in  dem  es  begann,  wurde  von  dem  Chronographen  mar- 
kirt  mit  Hülfe  einer  Vorrichtung,  durch  welche  bei  dem  Ver- 
schi("l)('ii  des  Schirmes  ein  elektrischer  Strom  momentan  ge- 
bclilosseu  wui'de.  Dieses  Versehieben  setzte  zugleich  ein  Uhr- 
werk in  Tliätigkeit,  dessen  Zweck  später  angegeben  werden  soll. 

in  den  Eisenwilrfel  waren,  wie  bereits  erwähnt,  drei  ver- 
ticale  Canäle  gel)ohrt,  die  in  der  ^^älie  der  geraden  Linie  en- 
digten, die  dureli  den  Mittelpunkt  der  Vordertläcbe  geht  und 
auf  dieser  senkrecht  steht.  Ihr  Durehmesser  war  1,4  mm 
und  ihre  Enden  bildeten  rechtwinklige  Kegel.  Die  Abstände 
der  Spitzen  dieser  Kogel  TOn  der  Yorderfiäche  (also  die  ent* 
sprechenden  Werthe  von  s)  worden  mit  Hülfe  eines  eigens 
hierzu  construirten  Apparates  SO  genan  als  möglich  gemessen. 
Der  Haupttbeü  dieses  Apparates  war  ein  mit  einem  NoniuB 
Tersehener  Maaasstab,  dessen  eine  EndflAche  den  Nnl^onkt  der 
Theihing  bildete  und  an  die  ebene  Släche  einee  starken  Messing- 
lineals so  angeschraabt  werden  konnte^  dass  der  Maarnntab 
senkrecht  za  dieser  Uftche  stand.  Die  YerbindongBBGhranbe 
ging  durch  einen  in  dem  Lineale  befindlichen  SchlitZi  sodass 
der  Maassstab  Iftngs  desselben  verschiebbar  war.  An  dem 
Ende  des  Lineals  war  ein  Qaerstab  angeldthet»  parallel  dem 
Maassstab  und  nngef^  von  derselben  Länge  wie  dieser. 

Mit  diesem  Instrumente  wurde  in  der  folgenden  Weise 
▼erfahren.  Das  MessingHneal  war,  ohne  den  Maassstab,  an  che 
vertical  stehende  Vorderfläche  des  Wülfels  fest  angedrückt, 
sodass  der  Querstab  sich  über  den  Mündimgen  der  Canäle 
befand.  Dann  wurde  eine  100  mm  lange  und  0,9  mm  dicke, 
unten  zugespitzte  Stahlnadel  in  den  zu  messenden  Canal  ge- 
senkt, oben  gegen  den  mit  etwas  Siegellack  überzogenen  Querstab 
so  an^ndegt,  dass  sie  mit  der  Spitze  aufstiess.  sonst  aber  in 
keiner  Beiührung  mit  der  Wand  des  Canals  wai-,  und  in  dieser 
Stellung  mit  Hülfe  einer  Löthrohrflamme  an  den  Querstab  be- 
festigt. Nach  dem  Erkalten  des  Siegellacks  wurde  das  ^ff  ssiug- 
hneal  an  der  Fläche  des  Eisenwürfels  aufwärts  geschoben^ 
sodass  die  Nadel  ans  dem  Canale  kam,  olme  ihre  Steliong 
gegen  das  Lineal  zu  ändern.  Nun  wurde  der  Maasstab  ange- 
schraubt, durch  Verscfaiebuig  desselben  lAngs  des  Lineals  die 
%itsEe  der  Nadel  dicht  an  die  Theilnng  des  Nonius  gebracht^ 
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und  der  Noniiu  so  dngestdlt»  dM  Min  Hallpiiiikt  vA  dar 
Nadelsintee  coinoidirie.    Üb  kmmte  dann  der  Abstand  dar 

Spitze  Ton  der  FlAche  dee  Lineals^  d.  h.  der  Abstand  des 

tiefsten  Punktes  des  Oanals  von  der  Vorderfläche  des  Würfels 
au  der  Tlieilung  des  MaassstÄbes  abgelesen  werden. 

Wir  fanden  .so  aus  einer  grossen  Zahl  von  Meesnngeo, 
(lif  für  denselben  Oanal  höchstens  nm  0,15  mm  yoneinandflr 
differirten,  für  den 

ereteaa,  zweien,  dritten  Canal 

z  n  5,4b  mm,       s=  44,05  mm,  »  71,26  umi. 

Die  beiden  Thermoketten,  die  wir  benutzten,  bestaadov 
wie  berelta  erwShnt,  ans  Kupfer-  und  Nensilberdrahi  Die 

einzelnen  Dr&hte  waren  fftr  sich,  und  die  zusammengelötheten 
dann  noch  einmal  zusammen  mit  Seide  umsponnen.  Die  auf 
diese  Weise  fest  verbundenen  Drähte  liessen  sich  noch  leicht 
in  die  Canäle  des  Eisenwürfels  einführen.  Ihre  von  der  Um- 
hüllung befreiten  Enden  waren  kegelftu-mig  so  zu  geschliffen. 
d;i«^s  sie  in  die  Enden  der  Canäle  genau  hineinpa>steii.  Nach- 
dem sie  in  diese  fest  hineingedrückt  waren,  mirden  die  Dnüite 
an  der  obern  Fläche  des  AVüifels  mit  AVachskitt  befestigt  und 
dadurch  zugleich  die  Canäle  geschlossen. 

An  dem  ersten  Oanal  be&nd  och  b^  allen  VerBUohni  die 
eine  LlHlisteUe  der  Thermokette  I,  wSbrend  die  eine  UV^ 
stelle  der  Thermokette  II  bei  einigen  Yersnohen  in  den  iweilM^ 
bei  anderen  in  den  dritten  0«nal  emgefllhrt  war.  Die  heiim 
Thermoketten  waren  im  übrigen  ganz  gleich,  nur  waren  ihrt  i 
Widerst&nde  ein  wenig  verschieden.  Der  Widerstand  des  Mi 
dem  Galvanometer  und  einer  der  Thermoketten  gebildete 
Kieises  war  1,0051  mal  so  gross,  wenn  die  Thennokette  H 
als  weim  die  Thermokette  I  in  dem  Kreise  sich  befand. 

Die  beiden,  nicht  in  den  Würfel  eingeführten  Löthstellen 
der  Themi(  k(  tten  befanden  sich,  mit  der  Kugel  eines  Thcr- 
mometers  in  Watte  eingepackt  und  zttsammengdmnden,  n 
einem  Kasten  mit  doppelten  Wftnden,  zwischen  denen  Waffcr 
war.  Die  Temperatur  un  Innern  dieses  Kastens  Tarürto  si- 
gemein  langsam  und  konnte  an  der  Scak  des  Thermometefs 
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abgelesen  werden,  die  durch  die  Wandungen  des  Kastens  Inn« 
durchtrat  In  demselben  Kasten  mr  auch  noch  em  Queck- 
sflberoommntator  aufgestellt  ^  der  dnrch  Schnüre  yon  aussen 
umgelegt  werden  konnte  und  gestattete,  nach  Willkür  die  eine 
oder  iuideru  Thermokette  mit  dem  Galvanometer  zu  verbinden. 
Das  Umlegen  des  Commutators  geschah  während  des  Versuchs 
durch  das  oben  erwähnte  Ulirwerk,  welches  durch  das  Ver- 
schieben des  Schirmes  in  Bewegung  gesetzt  wurde. 

Das  benutzte  Galvanometer  mur  em  Siemens'sches  mit 
einem  astatisohen  Paare  yon  Gloekenmagneten,  Knpferdftmpfang, 
Bichtmagneten  und  SpiegeWorrichtong.  Die  in  Millimeter  ein- 
getheüte  Scala  befimd  sich  in  einer  Entfemnng  ▼on  etwft 
2400<*"  Yon  dem  Spiegel 

^seben  dem  Beobachtungsferarohre  stand  der  Chronograph. 
Derselbe  war  so  eingerichtet,  dass  bei  dem  jedesmahgen  flin- 
und  Hergang  eines  Secundenpendels  ein  elektrischer  Strom 
momentan  geschlossen  und  dadurch  ein  Stich  in  den  durch  das 
Uhrwerk  des  Chronographen  bewegten  Papierstreifen  gemacht 
wurde.  Das  Gleiche  geschah^  wenn  der  Beobachter  durchziehen 
an  emer  Schnur  den  Schirm  Tor  dem  Eisenwürfel  so  verschob^ 
dass  das  ans  der  Brause  hervorströmende  Wasser  diesen  an 
beapritaen  begami.  Ueberdies  befisuiden  sich  an  dem  Ghrono- 
grapthen  z?rei  mit  Nadehi  verbondene  Kn(^,  durch  deren 
HerabdrBcken  der  P^nerstrsifen  rechts  imd  links  toh  der  linie 
der  Secundemnarken  durchstochen  wurde.  Einer  dieser  Knöpfe 
diente  dan,  die  Zeitm  za  markiren,  die  den  einem  Gehfllfen 
dictirten  AUesnngen  der  GkÜTanometersoale  entsprachen;  dazoh 
den  zweiten  wurden  die  Zeitpunkte  registrurti  m  denen  die 
durch  das  erwihnte  Uhrwerk  bewirkten  Wechsel  der  Thermo- 
ketten  stattfimden. 

Um  die  Beschreilning  eines  Versuchs  zu  vervolistäadigeny 
möge  das  folgende  Protokoll  eines  solchen  dienen: 
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Versuch  18.   19.  October  1879  Abends  9  Uhr. 
Temperatur  im  Kasten      =  18,1^0. 
Ablesong  bei  geö&ietem  GktlTaiiometerkraise  474,30. 


1 

I  ■ 

2. 

3. 

1. 

Rt'lntlve 

Ah- 

Ab- 

Relative 

Ab- 

Ab- 

Zeit  in  See. 

lesungen 

lenkungen 

Zeit  in  See 

 — 

lesungen 

lenkougen 

— 295 

II  oingoBchaltet 

36,26 

690.0 

211.6 

—265 

478,35 

41,10 

69ü,0 

216,6 

— t46 

I  eingöscheltet 

47,56 

700,0 

705,0 

221,6 

—215 

478.45 

55,08 

226,6 

—115 

II  eiuifeschaltet 

64,78 

710,0 

231,6 

—  85 

478,86 

77,98 

715,0 

296.6 

DO 

I  clui^f 

schaltet 

0  4, DD 

718,0 

23'.».6 

—  35 

478,40 

95,14 

720,0 

241,6 

0,00 

Schirm  gezogen  0,0 
500,0     •  21,6 

103,.-)6 

722,0 

243,6 

3,34 

113,78 

724,0 

726,0  1 

245,6 

4,40 

520.0 

41,6 

125,82 

247,6 

5,56 

540,0 

61,6 

139,48 

728,0 

249.6 

«,7S 

ft60,0 

81,6 

154,20 

H  eingeeoheltet 

7,96 

580,0 

101,6 

171,16 

624,0 

146.6 

9,68 

600,0  ' 

121,6 

178,96 

625,0 

147.6 

11,84 

620,0 

141,6 

176,84 

626,0 

148,6 
149,7 

150.T 

14,96 

640,0 

161,6 

179,80 

627,0 

16,98 

650,0 

171.6 

182,84 

628.0 

19,70 

660,0 

181,6 
191,6 

186,16 
211,52 
223,60 

I  eincji'selialtet 

23,52 

670,0 
680,0  . 

736,0  1 

256,7 
257,7 

28,72 

201,6 

Die  Columne  1  giel)t  die  Beobaclitun^zeit^n  /,  gerechnet 
von  dem  Augenblicke,  in  dorn  der  Würfel  von  dem  Wasser 
getroffen  wurde;  die  negativen  Weiihe  derselben  sind  an  der 
Uhr  abgelesen,  die  positiven  aus  dr-n  vom  Chronographen  ge- 
machten Marken  abgeleitet.  Die  Colunme  2  enthiüt  die  ent- 
sprechenden Scalenablesungen  s,  die  Colunme  3  die  Werthe 
«  —  «0  —  et,  die  aus  diesen  berechnet  sind  mit  Hülfe  der  Werthe 
Yon  #0  und  tf  die  durch  Anwendung  der  Gleichimg: 

#-#0  — «^  =  0 

auf  die  Zeiten  -  215  und  -  85  für  die  Kette  I  imd  die  Zeiten 
—  265  und  —  85  ftr  die  Kette  II  sieh  ergeben.  Die  anf  die 

Thermokette  II  bezüglichen  Werthe  von  s  —        et  mä  mit 

dem  Factor  1.0f)öl  multiplicirt,  um  sie  mit  den  auf  die  Thenuo- 
kette  I  bezüglichen  gleichartig  zu  machen.  Mit  Hült'»'  der 
Zahlen  der  Colunme  3  ist  aus  der  Gleichung  (18}  unter  der 
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Anmüime      =  1  die  elektromotorische  Kraft  der  Tiieimo* 

kette  n  berechnet  bei  einigen  Versuchen  für  ^  145,  bei  an- 
deren ftr  #  —  175  und  die  elektromotorische  £raft  der  Thermo- 
kette  I  bei  jenen  Yersuohen: 

ftr  I-  5,  20,  40,  65,  90,  115,  145, 

bei  diesen  ausserdem  noch  für  #  =  175.  Dabei  wurden  tiir  die 

genannten  Zeiten  «  —  %ti  ^9  durch  Interpolation  er- 
mittelt und  das  den  Einflnss  der  elastischen  Nachwirkong  dar- 
stellende Glied  der  GHeiehung  (18)  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(20)  bestimmt.  Die  beiden  in  der  Gleichung  (15)  vorkommenden 
Integrale  konnten  nun  durch  mechanische  Quadratui'  berechnet 
und  aus  dieser  Gleichung  dann  der  genauere  Werth  von  a  ge- 
funden wenlcn. 

Nach  den  durdigeführten  B«^tracbtnngen  setzt  diese  Be- 
rechnungsweise (Ut  Bobaclitungt  II  zuniklist  voraus,  dass  die 
Anfangstcmporatur  des  Würfels  überall  dieselbe  und  zwar  die 
Temperatur  des  Kastens  ist.  Diese  Annahme  aber  wai'  that- 
sftchlich  bei  keinem  der  Versuche  genau  eHullt;  es  zeigte  sich 
^as  an  den  kleinen  Unterschieden  der  Scalenablesungen  bei 
geöffioetem  QalYanometerkreise  und  nach  Einschaltung  der 
einen  oder  andern  Thermokette  vor  der  Zeit  Null.  Die  Ver- 
änderung der  Temperatur  in  irgend  einem  Punkte  des  WUrfels, 
die  eioe  folge  dieses  Umstandes  ist»  ivird  naherungsweise  eine 
lineare  Function  der  Zeit  und  swar  dieselbe  Function  ftr 
positive»  irie  für  nogative  Werthe  der  Zeit  sein.  Ist  das  rich- 
te so  wird  durch  die  Art»  irie  die  GiOssen  $^  und  «  Ar  jede 
Thermokette  eingeflihrt  und  beredhnet  smd,  der  Fehler  eli- 
mimrt,  den  sonst  der  genannte  Umstand  herbeifthren  wOrde. 

lu  der  angegebenen  Weise  haben  irir  24  Versuche  mit 
demselben  Eisenwflrfel  ausgefthrt  und  beredmet  Die  folgende 
Zusammenstellung  giebt  in  der  ,,a  beobachtet"  ttberschriebenen 
Cüluuine  die  Kesultute  derselben  an: 
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Vera.- 
Nr. 

Werthc 

von 
z  und  t 

^» 

1 

beobaclit. 

1  ' 

Di£EeRBB 

berechn. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

tu, 

U  II 

1 

1 

17,0 
15,6 
17,7 
19,3 
16,6 
16,8 

10,1 
11,6 
11,9 
12,9 
11,8 
10,6 

13,5 
13,5 
14,7 
16,0 
14,1 
18,8 

T6,87 
17,08 
16,96 
16,95 
16,84 
1  16,98 

16,99 
16,99 
16,95 
16.91 
16,97 
17,00 

—  0.12 
+  0,09 
+  0,01 
+0,04 

—  0,13 
 n  (Yi 

~  WjWl 

7 
8 

9 

10 

\l 

"«*•  1-« 

n  II 

15,6 

14,7 
15,9 
16,2 
17,9 
17,8 

21,5 
20,0 
20,9 
21,0 
22,4 
21,9 

18,6 
17,4 
18,5 
18,7 
20,2 
19,7 

16,77 
16,90 
16,88 
16,79 
16,70 
16,76 

16,82 
16,86 
16,82 
16,82 
16,77 
16,78 

—0,09 

+  0,04 
+0,06 
-0,08 

—0.07 

13 
14 
16 
16 
17 
18 

s 
s 

II  n 

18,3 
17,2 
17,2 
17,2 
17,4 
18,0 

18,1 
12,9 
12,7 

12,5 
12,2 
12,1 

15,5 
14,9 
14,8 
14,7 
14,6 
14,9 

16,94  16,92 
16,96    ;  16,94 
17,07  16,95 
16,80  16.95 
16,89    ■  16,95 
17,04    1  16,94 

+  0.02 
+0,02 
+0,18 
—0.15 
-0,06 
+0,10 

19 
20 
21 
22 
88 
24 

II 

16,8 
17,3 
16,4 
16,0 
16,6 
16,8 

11,3 
11,5 
llj 
10,4 
11,1 
10,8 

14,6 
15,0 
14.3 
13,8 
14»4 
18,8 

16,95 
16,95 
17.00 
16,97 
17,08 
16,06 

16,99 

16,94 
16,96 
16,98 
16,96 
16,98 

0,00 

+  0,01 
+  0.04 
—O.Ol 

+o;o6 

]Jsbnint  man  KiUksicht  auf  die  Abltiiiigigkeit  der  Grü>.S' 
a  von  der  Temperatur,  so  muss  man  bei  dem  aus  jedem  der 
Versuche  gefundenen  Werths  von  a  fragen,  für  welche  Tem- 
peratur er  gilt.  Diese  Temperatiu-  in  Graden  der  hundert- 
theiligen  Scala  ausgedrückt,  ist  durch  »9-  bezeichnet.  Sie  ist 
gefunden  mit  Hülfe  der  Gleichung  (17).  Ist  die  Anfangs- 
temperatur des  Würfels,  die  Temperatur,  die  die  Voider- 
flAche  desielben  durch  das  fieq^iiUen  erliält»  so  kt: 

(26)  ^-^o  +  «m(^,-^o)- 

Genau  genug  wäre  es  gewesen,  dieses  »T-^,  der  unmittelbar  l>e- 
obachteten  Temperatur  des  Kastens  gleich  zu  setzen;  hei  den 
angt^gebenen  Werthen  ist  indessen  die  kleine  Correctiuii  an- 
geljracht,  die  sich  aus  der  Scalenal)lesung  bei  geöffnetem  Gal- 
vanometerkreise und  dem  Mittel  der  Scalenablesungen  berechnen 
lässt,  die  bei  Einschaltung  der  einen  oder  der  andern  Thenuo- 
kette  vor  der  Zeit  0  gewonnen  sind.       —  &^  und  daraus  ^| 
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liess  sich  Ix  rechnen  ans  der  m  der  Grleichung  (15)  vorkom- 
menden Grösse  C,  Wir  setzten  nun: 

a  -»     +  fl,  (t^  -  15) 

indem  wir  also  durch  und  c^^  die  Wertlie  von  n  und  c  bei 
der  Temperatur  von  15''C.  bezeichneten  und  den  Zeichen  a, 
und  die  Bedeutung  liesseui  die  sie  in  der  Gleichung  (17) 
haben. 

In  dieser  Gleichung  darf  man  »  6»  und  f&r  Oo  irgend 
einen  Näheningswerth  vom  a  Mteeii.  Aus  der  Angabe  von 
Bede^)  über  die  Aendenmgen  der  spedfigchen  W&rme  des 
EiaeoB  mh  der  Temperatur  ergiebt  sich: 

•^»0,00129. 

Durch  Benutzung  dieses  Zahlenwerthes  werden  alle  Grössen, 
die  in  dem  Ausdrucke  für  in  Gleichung  (17)  vorkommen, 
bis  auf      bekannt^  und  die  Gleichung: 

<i-.«i,+«,  (il^o  — l«^)  +  «i««(^i--'^o)> 

die  ans  (26)  und  (27)  folgt,  ist  eine  Gleichung,  und  zwar  eine 
lineare  Gleichung,  zwischen  den  beiden  Unbekannten  «jj  und 
Oy  Ein  jeder  Versuch  giebt  eine  solche  Gleichung.  Aus  allen 
diesen  Gleichungen  haben  wir  n^^  und  (f^  so  berechnet,  dass 
die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  der  beobachteten  Werthe 
von  a  ein  Minimum  ist   So  ergab  sich: 

«lg  »  16,94  «1 »  - 

Mit  HiUfe  dieser  Zahlen  sind  die  Werthe  von  &  aus  (26) 
und  dann  die  von  a  aus  (27)  berechnet 


^)  Bide,  FofTtBchritte  der  Phyttk,  p.  879.  186&. 
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üeber  dei  Eiiivit      Wämeleitug  im  dmrai  €Nm6 
auf  die  Sekallbew^guip.^ 

Bei  seinen  tohSnea  Yenmoheii  Aber  die  Schiülgeechwindig» 
keit  der  Lnft  in  Böhren  hat  Hr.  Kandt^  eiperimenteU  nadi* 
gewieeeiiy  daas  die  SchallgeBohwindigkeit  in  engen  BOliren  xm 
80  Ideiner  ist»  je  enger  die  BAlure  nnd  je  tiefer  der  Ton.  Helm* 
holtz*)  liatte  theoretisch  die  SchalllMwegung  in  einer  <^lind- 
rischen  B5hre  mit  BOcksicht  auf  die  Beibung  untemicht  und 
eine  Formel  ftr  die  Scha]lgeschirindi(^t  abgeleitet,  die  in 
eofem  mit  den  Besultaten  jener  Versuche  ttbereinstiminty  als 
auch  nach  iJir  die  Gesch>viücligkeit  kleiner  \N*ird,  wenn  der 
Kudius  iler  Kühie.  und  wenn  die  Schwinguiigszuhl  des  Tones 
a])ninimt.  Hr.  Kundt  hat  aher  gezeigt,  dass  die  Werthe  der 
Geschwindigkeit,  (he  er  bei  seinen  engeren  Köhren  beobachtet 
hat,  selu'  viel  kleiner  als  diejenigen  sind,  die  die  Helmholtz* 
sehe  Formel  gieht.  Er  schhesst  daraus,  dass  die  Keibuug  zur 
Erklärung  der  von  ihm  beobachteten  Erscheinungen  nicht  ge- 
nügt, und  spiiclit  die  Vermuthung  aus,  da^s  ein  Wärmeaus- 
tausch zwischen  der  Luft,  die  den  Schall  fortptianzt,  und  der 
Wand  der  umschliessenden  Röhre  die  wesentlichste  Ursache 
derselben  sei  Die  Wärmeleitang  der  Luft»  die  einen  soldien 
Wärmetausch  yemiitteln  muss,  h&ngt  mm  nach  der  neueren 
G^astheorie  innig  mit  der  Beibung  zusammen,  so^  dass  bei  einer 
Bewegung  eines  Qases,  bei  der  Temperatuzloderungen 
kommen,  die  nidit  zu  yemachllssigen  sind,  der  Einflnss  der 
Wärmeleitang  mmdestens  von  derselben  (Mnnng  sein  mnss 
wie  der  Einflnss  der  Beibung.  Um  so  naher  liegt  es  zu  onter- 
suchen,  ob  bei  BOcIaicht  auf  die  Wtaneleitang  die  Ton  Hrn. 
Knndt  beobachteten  Thatsaehen  ToDstSndiger  theoretiBeh  sidi 
eridfiren  lassen,  als  ohne  diese. 


>)  Pogg.  Ann.  Bd.  IM.  186S. 

*)  Monatoberiebt  der  BeiL  Ak.  19.  Dec  1867. 

*)  VeriiMidlmigen  des  natur-hurtoriseh-medioiniselien  Vereins  naHeidei» 
beig  vom  Jahre  1868,  Bd.  m,  S.  16. 
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1. 

Sind  V)  Vf  w  die  unendlich  kleinen  Componenten  der  Grd- 
schiriiidigkeit  und  ist  g  die  Dichtigkeit  zur  Zeit  t  in  dem  Punkte 
(^y     <)}  80  ist  snnftohst: 


Ist  p  der  Druck  und  sind  a  und  ft"  zwei  von  der 
abhängige  Constanten,  so  ist  weiter: 

dv  .  \  dp        ,  j  ,/  1  d-n 

d(       Q  O.r      ^  q  dx  dt 

dv   ,  \  dp     '  ,  j  „  \  d^o 

dl      Q  djf      *^  ^   Q  tiydt 

dir  ,  1  dp        t  //  1  ö*o 

WO 

gesetst  ist. 

Za  diesen  Tier  Qleichangen  ist  noch  eine  ftlnfte  hinznzn* 
fügen.  Vemaohllsngt  man  die  Wftnneleitangy  so  ist  diese: 

cgdp  —  cpdg  =  0, 

WO  c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Vo- 
lumen, c  seine  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  be- 
zeichnet. Berücksichtigt  man  die  Wärmeleitung,  so  tritt  an 
ihre  Stelle  eme  oomplidrtere.  Um  diese  abzuleiten,  bezeichne 
man  durch  und  g^  Druck  und  Dichtigkeit  fiir  den  Zustand 
der  Buhe,  durch  ^  die  Temperfttar,  gerechnet  von  der  Tem- 
peratur, die  bei 'der  Buhe  stattfindet,  durch  a  den  Ausdeh- 
nungsco^lfficienten  des  Gbues,  so  dass: 

Wird  bei  einem  Gasqnantum,  dessen  Masse  M  ist,  der  Druck 
um  dp  und  zugleich  die  Dichtigkeit  um  dg  vermehrt,  so  muss 
ihm  eine  Wärmemenge  dIV  zugefUhrt  werden,  die  durch  die- 
Gleichung: 

dV  -  Fdp  +  RdQ 

bestimmt  ist,  wo 
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j\  I  . 

Das  gedachte  Gasquantum  sei  uim  dasjenige,  das  zur  Zeit  / 
sich  in  einem  rechtwinkligen  riuullelepipedum  befindet,  dessen 
einer  Eckpujikt  der  Punkt  {j\  //,  ::)  ist,  dessen  Kanten  den  Coor- 
dinatenaxen  parallel  sind  und  die  Längen  dx,  di/,  dz  haben. 
In  dem  Zeitelemente  dt  ydvd  diesem  durch  Leitung  eine 
Wärmemenge  zugeführt,  die,  wenn  A  die  Wärmeieituugsfahigkett 
des  Gases  bedeutet, 

m.kdxdydzdtJd' 

ist;  bei  Rücksicht  darauf  dass  n,  w  unendlicli  klein  sind, 
folgt  hieraus,  dass  dieser  Ausdruck: 

«ein  muBB,  wenn  bei  der  Bildung  der  Wertiie  toh  PvakB 

M  —  Q  dx  dy  dz 

Heeetst  wird.  Berücksichtigt  man  noch,  dass  q  nnendlich  MV 
Ton     Terschieden  ist,  so  ergiebt  sich  bieraas: 


In  dieser,  so  wie  in  den  frttlier  an^jeeteUten  GHacbmigea  soll 
p  mittela  der  Gleicbiing 

dp^P^dg-^ap^d&  . 

«liminirt  und  gesetzt  werden: 

P  -  <>o  (1  + 
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wobei  dann  a  die  Fort^^flaiuiingBgeBdkinndii^eiit  beBeiobnet»  die 
der  Soball  baben  würde,  wenn  die  T^^w^g  und  die  WSnne- 
leitimg  keinen  Bmflius  aasObto,  und  b  die  Sehallgeecbwindig- 
keity  die  stattfinden  würde,  wenn  Überdies  kerne  Temperatar- 
Inderangen  in  IV>lge  der  Aenderungen  der  Dichtigkeit  ein- 
träten. Die  ftUif  DifferentialgleicLungen  nehmen  dann  die  folgende 
Form  an: 

I   x«Öo"  ,  /  •      i9\dO        i  /r  8* er 

at        0^     ^  '  av    ^  opöt 

Von  den  drei  Constanten  /u",  v,  die  liier  auftreten,  ist  bis- 
her nur  die  erste  experimentell  bestimmt,  welche  allein  bei 
solchen  Bewegungen  von  Einfluss  ist,  bei  denen  die  Aende- 
rungen der  Dichtigkeit  vernachlässigt  werden  können.  Nach 
Meyer  ^)  ist  für  atmosphäiische  Luft  bei  der  Temperatur 
Ton  etwa  20^  C.  und  dem  Drucke  einer  Atmosphäre,  wenn 
man  eine  Seconde  als  Zeiteinbeit  annimmt» 

V/üT»  4,86  mm. 

Isach  der  Theorie  von  Stokes^  ist 

Dieselbe  Relation  besteht  nach  der  Theorie  von  M  ax  w  e  1 P) ; 
nach  dieser  ist  weiter,  wenn  man  die  Gasmolecüle  als  materielle 
Punkte  betraohtet) 

and  vodA  ii"  und  9  sind  dem  Dnioke  nmgekehrt  mid  dem 
Quadrate  der  absoluten  Temperatur  direct  proportinaL  Der 
Werth  Ton  9  ist  aber  vielleicht  erheblich  grOsser,  als  er  nach 


*)  Bogg;  Ann.  Bd.  126.  8.  572  vnd  8.  5M. 

«)  CamhnAge  Phil,  TtOH».  voL  FJJ/,  p.  2»7  (1846.) 
*)  LoHdom  IM.  2Wmw.  voL  167  pari  X  p.  42  (ISST) 
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der  Theorie  von  Maxwell  sein  sollte,  da  diese  auf  die 
Waniiestnilihinpf  keine  Rück^iicht  nimmt  und  du-  Stnililimg  die 
Wärmeleitung  vergi'össert  olme  ihr  Gesetz  zu  ändern,  wenn  man 
annehmen  darf,  dass  die  AVärmestrahlen,  die  die  Gastheilchen 
aussenden,  in  unendlich  kleinen  Strecken  volktändig  absorbiit 
werden. 

2. 

Die  aufgestellten  Gleichungen  sollen  jetzt  unter  der  Vor- 
aussetzung weiter  entwickelt  werden,  dass  die  unbekauuteu 
iFunktionen  u,  i?,  u?,  Uf  O  den  Eaktor 

enthalten,  im  Uebrigen  aber  von  t  unahhtogig  sind,  wo  h  eine 
Constante  bedeutet^  die  sp&ter  ^mfiyway  aagenommeD  werden 
wird.  Beseiofanet  man  die  Funktionell  Ton  jr,  die  dmdi 
Abtrennung  des  genannten  Eaktm  m  u,  w,  <f,  6  entstehen^ 
jetzt  mit  denselben  Zeichen,  so  erh&lt  man: 

;  '  A 

nw     fA  Awsst  —  ^ 

Dvrch  Benutzung  der  letzten  dieser  Gleiohmigen  wird  die 
vorletzte: 

P=^{(x^^  hu  ")  ö  -  ^  (^2  4-  hfl  ")  A 6 

und  die  erste: 

du  ,  de  .  dw  .  1^        4 1, 

bei  Bftcksidit  hkranf  erlillt  man  ans  den  drei  fibngen^  wenn 
man  sie  nach     y,  «  difierentürt  nnd  addirt: 
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Sine  LOenng  dieser  GleiehuDg  für  &  findet 

ilj  und      die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

A»  —  [a»  +  Ä  (m' +     +  •)]  ;t  +  j     +  Ä  0*' +  ^")]    -  0 

nennt)  zwei  Funktionen      und  ^  aus  den  Grleichungen: 


setzt,  wo       und       willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Für  diesen  Werth  von  Ö  erhält  man  partikuläre  Lösungen 
der  zweiteni  dritten  und  vierten  unserer  Gleichungen,  indem 
man  «,    to  den  nach      «  genommenea  Differentialqnotienten 


gleicliaetst  mid  die  Oonstanten  und  passend  bestimmt» 
ivobsi  sklk  ergiebt: 


AUgemdnara  LOsongen  derselben  Gleichungen  bekommt 
man,  indem  man  zu  den  gefondenen  lunsufikgt  Functioneii 
1^,  9',  w',  die  den  (a^leiotrangen: 


bestimmt»  md 


gentkgen.  Dadnrcb  wird: 


Kirebhoff,  üwmmdt«  Abhaodlaag«!». 
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wo  ftlr  uud  die  eben  aogegebeneu  Werthe  zu  setzen 
sind. 

Subfitituirt  man  diese  Ausdrücke  fiii'  m,  r,  w  in  die  ange- 
gebene Umlbnnimg  der  ersten  der  vorgelegten  GrleichuDgeiiy 
80  eigiebt  sich  zwischen  u'^  v\  w  noch  die  Bedingung 

Die  gewonnenen  Resultate  sollen  nun  zunächst  auf  den  Fall 
ebener  Wellen  angewandt  werden,  die  im  unbegrenzten  Luft- 
räume in  der  Eichtung  der  positiven  x-Axe  fortschreiten.  Man 
setze: 

1^  =  0  und  M>'  =  0 

imd  nehme  i^,  und  1^  ab  imaWiHngig  von  jf  und  f  an» 
Daim  miiBS     den  beiden  GkiGhungen: 


genügen,  aus  denen  folgt: 

Die  Gleichungen  für  Q,^  und  werden: 

HJenaoh  kann  man  setien: 

wo  die  Vorzeichen  der  Wui'zelgrtaen  so  an  w&hlen  sind, 
dasa  die  reellen  Theile  derselben  podtir  rind|  damü  nidtt 
und  ^  in  der  Unendlichkeit  nnendEoh  gio«  werdeo.  Bi 
wird  daher: 
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Die  GhrOsBeii      und      bestimmen  eich,  wemi  ftr  «  »  0 

gegeben  sind,  aus  den  Gleichungen 

=  -^1  + 
Aus  der  quadratischen  Gleiehnng^  deren  Wonebi  nnd 
sindy  folgt  nnn 

iT  +  A,  r«+  A 

bezeichnet  man  ju',  ju"  nnd  als  nnendHcb  Meme  GrOssen 
erster  Ordnung,  so  muss  hiemach  eine  von  den  Grrössen  j- 

und  ^  aiK'h  uueudlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  die  an- 

dere  endlich  sein;  es  sei  die  endliche,  ^  die  unendlich 
grosse  Wurzel'  Aus  den  fikr  und  aufgestellten  Glei- 
dnmgeii  ergiebt  sich  dann,  dass  diese  Grössen  o^  dlich  sind» 
wenn  nnd  0^  als  endUch  bezeichnet  werden,  und  weiter,  dass 
das  zweite  Glied  in  dem  Aosdmcke  Ton  u  für  »maO  onend* 
lieh  klein  Ton  der  Ordnimg  Ton 

1 

ftr  eiii  endKehfls  x  aber  onendUeh  Uein  Tcm  dep  Oidnnng  you 

Vi, 

ist  Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung  hat  man  daher  für  ein  endliches  x: 


BerOcksichtigt  man  bei  der  Bildung  des  Werthee  Ton  nur 

die  imendlieh  kleinen  Grossen  mediigster  Ordnmig^  so  findet  man 

85« 
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oder,  wenn  man 

h=i  2  7111  i 

setzt»  wo  t »  y  —  1  isl  und  n  die  Schwiiigimgttahl  des  Tonee 
bedeutet» 

Setrt  man 

und  restituirt  in  dem  Ausdrucke  von  u  den  von  der  Zeit  ab- 
hängigen Faktor,  so  hat  man  hiemach 

wo  C  eine  neue  Coustante  bedeutet.  Fügt  man  zu  diesem 
Ausdrucke  von  u  deujenigen,  der  aus  ihm  entsteht,  wenn  man 
—  2  flLr  i  setzt  und  die  multipücative  Constante  verändert,  so 
erhält  man 

« 2>aän2j»fi  (  <- ~j  +  JFco82?r«(#  —  j, 

wo.     und  E  zwei  reelle  Oonstanten  bezeichneii  sollen. 

Man  sieht,  dass  die  Gröflse  m  die  Abnahme  bedingt,  die 
die  Amplitude  der  Sohwingnngen  bei  dem  Fortschreiten  dies« 
erf&hrt;  die  Foripflannmgggegohwiiidigkiat  dee  Schalke  leqjk 
wsk  durch  die  Beibung  und  die  Unbmeleitnng  niofafc  goftodect 
Streng  genommen  erleidet  auch  diese  eine 
eine,  die  von  der  Ordnung  der  Quadrate  der  Grossen  it%  fT, 
p  ist;  man  findet  dieselbe,  wenn  man  bei  der  Ikitwickelimg  ym 
V)^  die  QrOssen  dieser  Ordnung  beibehAlt 

In  gani  Hhnticher  Weise^  wie  ebene  Wellen,  lassen  sick 
kogelförmige  Wellen  der  Bedmmig  nnterwerfen.  Man 

-\-     -f  -2^*  =  »*' 


und  nehme         und      als  Functionen  ywl  r  an.  Bie  wr 


1)  Ycigl.  8  ftef  aa,  Sitnngäboridito  d«  intaer  Alb  Bd.  H  4>  «a  (1^ 
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Diffargntialglwifiliniig^  denen  w'  genügen  aoHen,  geben 
dann  die  iwei: 

7 


r*t+3/  -0, 

ans  denen  tcS^: 

Die  Gleichungen  für      und  werden 

dr*  r 

woraus  sich  ergiebt 

wo  den  WnnelgrOflBen  daA  Vcfieidien  gegeben  ta^dn  rnoBB, 
bei  dem  ihre  reellen  Theile  poeithr  emd,  wenn  die  Bewegnng 
in  der  UnendKchkeit  mcht  unendlich  groas  werden  wäL  Bs 
wird  daher: 

m  9  9 

tfM«~»  Xmm*'^ 

Die  Grössen  ^  und  ^  werden  bestimmt,  wtan  «  und  0  f&r 
einen  Werth  von  r  gegeben  sind;  für  jeden  um  etwas  End- 
liches grösseren  Werth  von  r  verlieren  die  mit  ^  behafteten 
Glieder  ihren  Einfluss,  da  A,  unendlich  gro«  ist»  imd  man 
eth&lt  aaf  einem  Wege^  der  dem  bei  dar  Untennofaimg  ebener 
WeDen  emgesohlagenen  gans  gleich  ist, 

WO  m  denselben  Werth,  wie  oben,  hat 


Ö50 


TJeber  den  EinfluM  der  WlnaaloHmg 


4 

Es  soll  jetzt  aagenommen  werden,  dass  die  betradikete 
Luftmasse  in  einer  cylindxiwhen  BXitm  y<m  kreisförmigem 

Querschnitt  enthalten  ist;  die  Bewegung  sei  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  Axe  der  B-öbre,  welche  zur  a*-Axe  genommen 
werden  möge.   E»  sei 

j,«  4.     «  r* 
r '  r 


und  V,  u\  Sj  s,  Q^,  Q.,  seien  Functionen  von  x  and  r.  Es 
werde  nun  vorausgesetzt,  dass  alle  diese  Functioueu  den  Faktor 


haben,  wo  m  eine  Oonstante  bedeutet,  im  Uebrigea  aber  m 
#  unabhängig  seien«  Behält  man  ftir  die  Functionen  tod  r. 
welche  nach  Abtrennung  dieses  F^kktors  ttbhg  bleiben»  die- 
selben Zeichen  bei,  so  bat  man  zmdkcbsi: 

Für      md  «'  eingeben  sieh  die  drei  Diffiaranftial^eidumgfiD: 

dr*  ^  r  dr  j* 


d 

dr* 


Diese  drei  Gleichungen  werden  erfflUt»  wenn  man  1^  «v 
der  ersten  bestimmt  nad 

m  du 
A  .d7 

-7—1»* 

setzt,  welche  Jäelation  sich  ergiebt»  wenn  mau  die  dritte  Glei- 
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ohimg  nach  r  difCBremort  und  toh  der  xweiten  abnehi  Slaa 

WO  A  eine  Constante,  Q  eine  Function  von  r  bedeutet,  die 
der  Gleichung 

genügt;  man  hat  dann: 

An  der  B5lirenwaiid  mttssen  6  gewissen  fiedingongen 
genügen;  ee  soll  Ider  nur  die  Hypothese  Terfolgt  werden,  dass 
die  LnfUiheilcIieny  welche  die  Bäure  berOhren,  m  dieser  haften 

und  die  constante  Temperatur  derselben  besitzen.  Die  Aus- 

di'ücke  von  u,  gy  6  müssen  dann  verschwinden,  wenn  r  gleich 
dem  Kadius  der  Röhre  gesetzt  wii'd;  das  erfordei't,  dass  für 
diesen  Werth  von  r  die  Deteniiinante  der  Coefficienten  von 
A^  in  den  Ausdi-ücken  von  ti,  Sf  0  verschwindet,  d.  h. 

V 

ist 

Die  Fmclionen  Q,  mftsseii  die  SÜgenschaft  haben, 

für  r  CS  0  endlich  zn  bleiben;  dadurch  werden  sie  bis  anf  mnl- 
tqpEcatbe  Oonstanten,  die  beliebig  gewihlt  werden  kttnnen, 
Tolktaodig  bestimmt  Alle  drei  lassen  rieh  ansdrllofcen  durch 
die  Fi 


die  dnreh  J{q)  oder  J  beieiohnet  werden  möge  und  die  der 
Differentialgleichung 

d^J  ,  \  dJ 
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gcoiügti  man  kann  Dämlich  setzen: 

liimmt  man  fi',  fi  und  y  =  0  an,  so  hat  man 

m««^undAi=^ 
also     ^  m*; 

daraus  folgt,  dass,  wenn  /i',  /i",  r  als  unendlich  kloin  an- 
genommen werden,  auch  il^  —  unendlich  klein  ist;  da  dann 
weiter 

4  -  m»  und     -  Hl» 


wneodUoh  grow  «ind,  bo  hat  man  die  Function  «T  nur  fOr  m- 
fiwnidh  IdenM  und  wneodfioh  grosse  Weithe  ihres  Aignmnih 

in  Betnusbt  zn  gffJien. 

Für  enien  nnendfich  kleinen  Werth  yon  q  ist 

f flr  einen  unendlich  grossen 

j- JL.5Ü 

TOransgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  q  positiv  und  unend- 
lich gross  ist,  und  dass  das  Vorzeichen  von  Yq  so  gewählt 
wird,  daas  auch  hier  der  reelle  Theil  positiv  ist.  Die  Richtig- 
keit dieser  Angahe  beweist  man  mit  Leichtigkeit,  wenn  man 
Ton  der  Gleichung 

— • 

ansgeht 

Berücksichtigt  man  nur  die  Qlieder  der  liöchaten  Ord;- 
mmg,  so  hat  man  daher: 
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Setzt  man  hier,  so  wie  in  den  Goefficienten  der  ftlr  m 
gefundenen  Gleichung 

und  Bohreibi  -r  ftr  m'  in  dem  dann  anftretenden.  mit  dem 

f^aktor  Vfji'  behafteten  Gliede,  so  giebt  dieselbe 

vo 

und  das  Yoneichen  ron  VÄ*  so  zn  wfthlen  ist»  dass  der  reelle 
Theil  dayon  poeitiT  irird. 
Setzt  man  wieder 

h  =  27inif  also  Vh  =  y  nn  (1  -fi), 

so  wird 
wo 

in  — —  -\-  -•— —  •  . 
a  ar 

Ellbrt  man  jetst  die  bisher  unterdrückten,  von  t  und  Yon  jt  ab- 
hSngigen  Faktoren  wieder  ein,  so  bat  man 

wo  /y  eiup  ^snllkürliche  Constante  bedeutet,  B,  R',  R  '  gewisse 
Functionen  von  r  sind,  die  verschwinden,  wenn  iur  r  der  üa- 


I 
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dins  der  Böhre  gesetzt  wird,  und  ftr  Punkte,  die  in  endliche 
Entfenmiig  Ton  der  BShremrand  Hegen,  bei  Yemachlftssigung 
unendlich  kkiner  Qroaseii  höherer  Ordmmg  diese  Wertlie  an- 
nehmen: 

Bildet  man  den  Ausdruck,  der  die  Geschwindigkeit  ti  filr  Punkte, 
die  in  endlicher  Entfeniung  von  der  Röhrenwand  liegen,  dar- 
stellt, füi-  die  beiden  Vorzeichen  von  i  und  füi"  die  beiden  Yor- 
zeichen  von  m,  und  setzt  die  vier  so  entstehenden  Ausdrücke, 
mit  verschiedenen  Coustanten  multiplicirt,  zusammen,  so  ^ 
hält  man 

+  Qe-*'*8in{2««f— m"jr+^,), 

wo  C„  Cy,  ^2  vier  reelle  willkürliche  Constanten  bedeuten 
sollen.  Es  bedingt  hiernach  m'  die  Abnahme,  die  die  Schwin- 
gungen bei  ihrem  Foi-tschreiten  erfijiren,  und  7n'  die  Foit- 
pflanzcmgsgeschwindigkeit  derselben;  die  letsstere  ist 

"  m" 

d.  h. 

Dieser  Ansdnftk  stimmt  mit  dem  Ton  Helmholtz  ange- 
gebenen ttberein,  abgesehen  daTOn,  dass  /  hier  eine  anden 
Bedeutung  hat 

"Wenn  die  Röhre  an  einem  Knde,  lur  welches  j-  =  0  sein 
möge,  durch  einen  Stempel  verschlossen  ist,  so  muss  liir  x=0 
M  =  0,  also      —  —  C\  und  d.^  =  oder 


K  -  Q  V  2co«2m"«  8ui(2iiiie+^ 

sein,  wo  Ö  in  gewisser  Weise  von  ^  abh&ngt.  Die  Wurztl- 
grösse,  die  in  diesem  Ausdiiicke  vorkommt,  verschwindet  für 
keinen  andern  Werth  von  r,  als  iur  x  =  0,  aber  sie  hat  eine 
Reihe  Minima,  die  nur  uneiuUieh  wenig  von  0  verschieden 
sind;  diese  Minima  eiitsjjreclien  den  Knoten.  Die  Maxima 
und  Minima  der  Wurzelgrösse  sünd  bestimmt  durch  die  Gleichuog: 
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oder,  wenn  man  Grössen  von  der  Orduimg  von  vernach- 
lässigt, durch  die  Gleichung: 

sin2m''x»0. 

Für  die  Knoten  ist  daher 

Binifi"dr  as  Oy 

und  der  Abstand  zweier  aufeinander  folgenden  Knoten  ist 

n 

also  gleich  cltT  Foilpfiauzungsgoschwindigkeit  dur  Wellen, 
dividirt  durch  das  Doppelte  der  Schwingungszahl. 

Die  Constiinten  und  hestinimen  sich,  sobald  noch 
liir  einen  zweiten  Quersclmitt  der  Köbre  die  Bewegung  ge- 
geben ist   Gesetzt,  es  sei  für  x  r=  / 

«SS  Ofaik2nHt, 

80  nnua  ftr  alle  Werifae  Ton  t: 

{?8m2 nnt -  q  V«*"'* +e"'"  *-2cob2iii''/  sin (2 « +  Ji) 

sein,  wo  di  den  Werth  von  Ö  für  x^l  bedeutet;  daraus  folgt: 

Eb  ergiebt  sich  danii%  daas  bei  gegebenem  O  ein  Maxi* 
mmn  Ton  Q  skattfindety  irann  an  dem  Orte,  f fir  den  «  »  /  ist^ 
ein  Knoten  Hegt;  es  ist  dami  Q  nnendlich  gross  gegen 

oder 

,t  ar 

Dem  hier  theoretisch  untersuchten  Falle  entsprechen  die 
im  Eingange  angeführten  Versuche  des  Hrn.  Kundt.  Die 
Resultate  derselben  stimmen  mit  der  ftir  die  Schallgeschwin- 
digkeit hier  abgeleiteten  Formel  in  so  fem  überein,  als  auch 


I 
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nach  dieser  die  Schallgeschwindigkeit  um.  so  mehr  yeiringcft 
•wird,  je  enger  die  Röhre  und  je  tiefer  der  Ton  wird.  Die 
Grösse    der    beobachteten  Verringermigen    im  Allgeiiieinen 
widerspricht  der  theoretischen  Formel  nicht,  da  in  dieser  der 
Coefficient  der   Wäniicleitung  v  vorkommt,  der,  wenn  die 
Stralilung  bemcksichtigt  werden  soll,  so  weit  ich  sehe,  auch 
nicht  nälienmgsweise  geschätzt  werden  kann.    Dass  bei  Ver- 
mehnin^:;  des  Dnickes  die  Schallgeschwindigkeit  wächst,  erkl^t 
sich  daraus,  dass,  wie  bereits  oben  angeiiilui  ist,  die  Gröss*iii 
fif  fi'  und  V  abnehmen,  wenn  der  Druck  vergrössert  wird. 
Wird  die  glatte  Oberfläche  der  Röhre  in  eine  rauhe  ver- 
wandelt, so  mnss  der  Einfluss  der  Reibung  sowolil  als  der 
WAnneleitimg  snnohmeDi,  die  Schallgeschwindigkeit  also  Idemr 
werden,  wie  es  von  Hm.  Kundt  beobachtet  ist.    In  esner 
fiiiiBiotit  aber  besteht  ein  wesentlicher  Mangel  an  üeberein- 
stmunimg  zwisohen  dem  Versuch  mid  der  Theorie.  Kack 
dieser  soll  unter  Bonst  ^ohen  ümetftnden  die  YeaBmgeonag 
der  SdiaUgesGlnrindigkdt  dam  Badiiu  der  Btine  migalDBliiI 
proportioiial  sein;  nach  den  Yenmdien  irftchai  aie  bei  ahneh- 
mendem  Badins  erheblioh  solineller  als  das  Becq^roke  dea  Ba^ 
dins.  loh  kann  denGmnd  diesesMangeb  an Ueberamatmunvag 
nicht  finden;  doch  mOohte  kk  einen  Umstand  erwihneo,  dm  > 
mUeioht  dabei  mit  im  Spiel»  ist  Die  Longitndinaltitoa  im 
StShen  ^  mit  denen  Hr.  Knndt  experimentirt  hat  —  mud 
nicht  emfache  Töne;  der  Ghnmdton'ist  Ton  seinen  harmoniBoh« 
Obertönen  begleitet;  der  einfache  Ton,  dem  die  beobachtete  ' 
Schallgeschwindigkeit  entsprach,  konnte  daher  nicht  genau 
mit  dem  Grundton  des  Stabes  übereinstimmen,  sondern  musste  | 
höher  sein,  um  so  höher,  je  stärker  die  Obertöne  im  Verhält-  , 
niss  zmu  Grundtone  waren ;  dieses  Verhältniss  aber  hatte  viel-  i 
leicht  verschiedene  Werthe  bei  den  Röhren  von  verschiedenem 
Durchmesser. 


Digitized  by  Google 


I 
i 
1 

Ueber  den  Winkel  der  optiacben  Axen  des  Aragouitü  etc.      557  ' 

lieber  den  Winkel  der  optischen  Axen  des  Aragonits 
Iftr  die  verseliiedeiien  Fraunkofer'sokeK  LiMiea.  ^) 

Hr.  Heus s er  hat  die  Winkel  der  optisclien  Axen  des 
Aragonits  für  farbiges  Licht  gemessen  und  seine  Resultate 
verglichen  mit  den  Werthen,  die  sicli  flir  diese  Winkel  aus 
den  von  Budberg  bestimmten Brechungscoefficienten  desselben 
Kiystalls  ergeben.')  Die  Bestimmungen  von  Budberg  be- 
ziehen sich  diiekt  auf  die  Fraunhofer'schen  Linien;  HeiT 
Heusse r  hat  seine  Messungen  mit  farbigem  Lichte  ausgeftihrt, 
das  er  theils  durch  die  gelbe  Kochsalzflamme,  theils  durch  ab- 
sorbirende  Mittel  von  rotheri  grüner  und  blauer  ^'arbe  her» 
stellte,  bei  der  Bereclmung  aber  als  übereinstüninend  mit  ge- 
wissen Fraunhofer'schen  Linien  annahm*  Hr.  Hensser  findet 
erhebliche  Untei-schiede  sinsohen  den  ans  seinen  mid  den  ans 
Andberg's  Beobaebtitaigen  abgeleiteten  Besnltaten;  „wenn 
man  aber  bedenk^*'  sag!  er,  „daas  die  mittleren  Btxahlen  des 
angewandten  Idohts  in  keinem  Fall  mit  den  entsprechenden 
Linien  znsammenfeülen,  nnd  anaaerdem  in  Erwfigong  aeht^ 
welchen  bedeutenden  TOnflnBa  auf  den  Winkel  der  optisohen 
Axen  ein  kleiner  Fehler  in  den  Brechongsco^cienten  hat 
in  dem  Fall,  wo  jener  Winkel  ans  den  drei  Brechnngscofiffi- 
deuten  berechnet  wird,  so  kann  man  kaum  eine  genauere  Ueber- 
einatinunnng  erwarten." 

Es  schien  mir  Ton  Interoaoo  sn  untersuchen,  in  wie  weit 
jene  Unterschiede  dem  einen,  in  wie  weit  sie  dem  andern 
der  beiden  IJmst&nde  zuzuschreiben  sind,  (Ue  Hr.  Heusser 
anfi'du't,  und  icli  habe  deshalb  die  Messungen  dieses  in  einer 
"Weise  wiederholt,  bei  der  sie  unmittelbar  aui  die  einzelnen. 
Fraunhofer'schen  liinien  sich  beziehen. 

Bei  dem  Appaiate,  den  ich  zu  diesem  Zwecke  zusammen- 
gesetzt habe,  fallen  die  durch  einen  Spiegel  in  horizontaler 
Richtung  retiectirten  Lichtstralilen  durch  ein  Nicol'sches  Prisma 
auf  einen  engen  verticaleu  Spalt,  der  in  dem  Brennpunkte 


»)  Pogg.  Ann.  Bd.  108,  1869. 
*)  P«gg.  AmL  Bd.  88,  &  (58S). 
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«iner  Linse  sich  befindet  ;  nachdem  sie  diese  Linse  durchdrangen 
haben,  tretlen  sie  ein  Klintghisprisma  von  etwa  45"  brech»»ndeDi 
Winkelj  dessen  brechende  Kante  vertical  ist,  gphen  (hiim  »iurch 
ein  astrononiiscliHs  Fernrohr  von  uugetalir  12inaliger  Ver- 
grössenmg,  gelangen,  nachdem  sie  aus  dem  Ocular  dieses  aus- 
getreten sind,  an  die  Aragonitphitte  und  durchlaufen  dann  noch 
ein  zweites  astronomisches  Fernrohr  von  etwa  l.Jt'acher  Ver- 
grösseining  und  ein  zweites  Nicorsches  Pmmai  bevor  sie  ia 
das  Auge  des  Beobachters  treten. 

Ist  das  zweite  Femrohr  auf  ein  unendlich  weit  entferntes 
Object  eingestellt,  und  sind  die  Linsen  des  ersten  in  eine  solche 
EntfemoDg  gebrachti  dass  parallel  auf  das  Objectiy  fallende 
Strahlen  parallel  aus  dem  Ocular  austreten,  so  sieht  der  Be- 
obachter einen  Tbeil  des  Spectrums  mit  seinen  dunkeln  Linien 
und  auf  dem  &rbigen  Qrande,  den  dieser  darbietet,  in  imilU- 
barer  Menge  die  BchmurEen  Oorren,  die  dnrch  Interferem  der 
durch  Doppelbrechung  im  KiTstall  gebildeten  Strahlen  eneqgt 
werden;  ausserdem  erbHekt  er,  bei  richtiger  EinsteUnngf  die 
beiden  Esdenkrenzey  mit  denen  die  beiden  FemrOhre  YenelHn 
sind« 

Die  Aragonitplatte  ist  an  der  nach  miten  TerlAngerten  Ans 
eines  TheodoHthen  befestigt,  der  auf  einem  Ideinen  Qectsla 
aufgestellt  ist,  Iftsst  sich  aber  noch  relativ  gegen  die  Aze  äxAm 
nm  zwei  Azen,  die  nahe  senkredit  gegen  einander  und  gegen 

jene  sind.  Nachdem  das  dem  Auge  näher  liegende  Fernrolir 
so  eingestellt  ist,  dass  ein  unendlich  weit  entferntes  Object  m:t 
seinem  F^adenkreuze  gleichzeitig  deutlich  erscheint,  wird  die 
Axe  des  TheodoHthen  senkrecht  zu  der  Richtung  gemacht,  in 
der  diejenigeu  Strahlen  auf  ilas  Objectiv  fallen,  welche  im 
.Schnittpunkte  des  Fadenkreuzes  vereinigt  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  an  Stelle  der  Krystallplatte  ein  kleines  plan- 
paralleles Glas  an  der  Axe  des  TheodoHthen  befestigt,  das 
Fadenkreuz  durch  eine  Flamme  mit  Hülfe  eines  vor  das  Ocular 
gesetzten  Glasplättchens  beleuchtet  und  das  Spiegelbild  des 
Fadenkreuzes,  welches  das  planparaUele  Glas  giebt,  aufgesucht 
Durch  Drehung  dieses  Glases  r^tiv  gegen  die  Axe  des  Theodo- 
Hthen und  durch  Verstellung  einer  der  Schrauben,  aufweichen 
•dieses  Instrument  ruht,  kann  man  bewirken,  dass,  mag  das 
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Glas  die  eine  oder  die  andere  Fläche  dem  Auge  zukehren, 
durch  Drehung  der  Thcddolitlienaxe  das  Fmlenki'euz  mit  seinem 
Spiegelbilde  sich  zur  Deckung  brinj^on  liisst.  Ist  dieses  er- 
reicht, so  hat  die  Axe  die  verlangte  Kiclitung.  Nim  wird  bei 
dem  andern  Femrohr  die  vordere  Ocularlinse  so  weit  heraus- 
oder  hineingeschraubt,  dass  das  Fadenkreuz  desselben  gleich- 
zeitig mit  dem  ersten  Fadenkreuze  deutlich  erscheint,  das  ganze 
Ocular  so  yerschoben,  dass  die  Frauihofer'schen  Linien  in 
grösster  Schärfe  sich  zeigen,  und  das  ganze  Femrohr  so  ge- 
richtet daas  die  Schnittpnnkto  beider  Fadenkreuze  sich  decken. 
Dieee  Operationen  müssen  von  Neuem  ausgeführt  werden,  trenn 
man  m  einem  andern  Theile  des  Spectroms  Ikbergeht,  da  die 
Imiaen  des  Ocolars  nicht  aoihromatisoh  sind.  Darauf  bringt 
man  durah  Drehuig  des  Prismas  die  Fraanhoüar'sche  Linie, 
auf  welche  die  Messmig  nch  besiehen  soll,  zur  Deckong  mit 
dem  Yerticalfiiden  des  ▼om  Auge  entfernteren  femrohrs  md 
setzt  dann  erst  die  Krystallplatte  an  ihren  Ort  Diese  ftndert 
in  dem  GMchtsfelde  idchts,  wenn  das  Nicol'sche  Prisma  Ton 
dem  Auge  entfernt  ist,  felis  ihre  beiden  El&ohen  genau  parallel 
sind;  ist  diese  Bedingung  aber  nicht  eiftllt,  so  hdrt  bei  dem 
Binsetsen  der  Ktystallplatte  die  Declaing  der  Schnittpunkte 
beider  Fadenkreuze  auf;  der  Verticalfaden  des  vom  Auge 
weiteren  Femrohrs  deckt  aber  immer  noch  die  Frauiihofer'sche 
Linie,  auf  die  er  eingestellt  war.  Das  Fadenkreuz  dieses  Fem- 
rohi*s  wird  bei  der  Messimg  des  Winkels  der  scheinbaren  Axen 
allein  benutzt.  Nachdem  man  das  zweite  Nicol'sche  Prisma 
vor  das  Auge  gebracht  hat,  stellt  man  die  Krystallplatte  an 
der  Axe  des  Theodolithen  so  ein,  dass  durch  Drehung  dieser 
Axe  die  beiden  Punkte  der  Interferenzfigur,  die  den  optischen 
Axen  entsprechen,  zur  Deckung  mit  dem  Schnittpunkte  des 
bezeichneten  Fadenki*euzes  gebracht  werden  können,  und  liest 
den  Drehungswinkel  ab,  der  erfordert  wird,  um  von  einer  dieser 
Stellungen  zur  andern  zu  gelangen.  Um  den  Einstellungen 
die  grösste  Schäi'fe  zu  geben,  habe  icli  es  am  sweckmässigsten 
gefunden,  die  beiden  NicoPschen  Prismen  so  sn  stellen,  dass 
ihre  Hauptschnitte  parallel  sind  und  Winkel  von  46®  mit  der 
Jlbene  der  optischen  Azen  des  Kiystalls  bilden. 

Der  Winkel,  den  man  auf  die  angegebene  Weise  findet, 
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ist  der  Winkel  der  scheiubaren  Axen  der  Kr}'staUplatte  för 
die  dem  Auge  abgewandte  Fläche  derselben.  Um  am  ihm 
und  dem  mittleren  Brecbungscoefficienten  des  Kiystalls  den 
Winkel  der  mhren  optischen  Axen  berechnen  zu  können,  ist 
es  noch  nOtbigi  4ie  Winkel  zu  messen,  welche  jede  der  beiden 
Bcheinbaxen  Axen  mit  der  Normale  derselben  Elrystalldäohe 
macht.  Hierbei  wird  das  Fadenkreuz  des  dem  Auge  näheren 
Femrobn  benutzt  Man  bringt  die  Kzysta^platte  einmal  im 
die  Jjßgßt  bei  der  dieses  Eadenkreiu  das  £^is9sQald  deok^ 
weldies  Ton  ihm  die  Sl&che  der  Platte,  die  firtthar  dem  Augs 
abijewandt  war,  giebt,  wenn  sie  dem  Aiige  angskeliife  nivd; 
daim  in  die  Lage,  bei  der  der  Schmtlpmikfc  des  aadem  Itsdso- 
krenxes  auf  den  der  einen  optischen  Aza  entsprechenden  Pnnkfc 
der  Ihterferenzfigur  fXOt,  wenn  jene  Fl&cfae  wieder  dem  Auge 
abgewandt  ist;  ist  die  Kiystallplatte  an  der  Aze  des  Theode- 
lithen  so  eingestellt,  dass  man  sie  durch  Dfehnng  diooer  wm 
der  einen  Lage  in  die  andere  flberföhrec  kann,  so  ist  der 
Winkel  dieser  Drehimg  die  Ergänzung  zu  180**  des  einen  der 
beiden  gesuchten  Winkel.  Sind  die  Flächen  der  KrysiuUplatte 
nicht  genau  parallel,  so  findet  man  bei  der  Aulsuchung  des 
bezeichneten  Spiegelbildes  zwei  Spiegelbilder;  diese  sind  von 
gleicher  Deiitüchkeit,  wenn  die  Politur  der  beiden  Flächen  eine 
vollküiimiene  ist;  um  entscheiden  zu  können,  welches  von  ihnen 
der  vorderen  und  welches  der  hinleren  Fläche  angehört,  mus^ 
man  dann  beachten,  in  welcher  Richtung  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Fadenkreuze,  die  vor  dem  Einsetzen  der  Krystallplatte 
einander  deckten,  duixh  diese  von  -einander  geschieden  sind. 
Bei  der  Aragonitplatte,  an  welcher  ich  die  Messungen  ange- 
stellt habe,  die  ich  hier  mittheilen  will,  ist  die  Folitur  der 
Flächen  nicht  eine  Yollkommene;  hier  erkennt  man  das  der 
Torderen  Fläche  angehörige  Spiegelbild  "nff«'****^**^  an  der 
grösseren  DeutUchkeit 

Zur  Ausführung  der  beschriebenen  Messongen  geoAgfc  bei 
den  mittleren  Thailen  des  ^eotrams  das  Licht  toh  siaem 
nüteng  hellen  Theile  des  Himmels,  bei  den  insseren  ist  ab« 
direktes  Sonnenlioht  nnerlisslidh,  nnd  auch  dieses  reichik  nicbl 
ans  bei  der  Linie  H.  Um  anch  hier  die  nOthige  Taebtiiliifci 
an  eihalten,  mosste  ich  die  SonnenstraUen  dnroh  «ine  RawmiJ 
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linse  concentriren,  beror  oLe  anf  den  Spalt  fielen.  Bei  beiden 
finden  dee  S^Bectrnms  liess  ich  mit  Vortheil  das  Licht,  bevor 
68  zum  Auge  kam,  durch  ein  blaues  G-las  gehen,  das  die 
Strahlen  mitderar  Brechbarkeit  in  hohem  Grade  aehwiofate. 

Hat  man  ftr  eine  Erannhofer'sche  Linie  die  Winkel  ge- 
messen, die  die  scheinbaren  optischen  Azen  mit  einaiider  und 
mit  der  Normale  der  Krystallflaehe  bilden,  so  findet  man  auf 
bekannte  Weise  den  Winkel  der  wahren 
optisohenAjmfto  dieselbe  Linie.  Man 
denke  sich  ans  dem  Mittelinmkte  einer 
Engel  Linien  gezogen  parallel  der  Nor- 
male der  Krystalltiäche,  den  beiden 
Bclieiiibaruii  Axeii,  den  buiden  wahren 
Axen  und  der  Mittellinie  der  letzteren; 
man  bezeichne  die  Durchschnittspunkte 
der  Kugel  mit  diesen  Linien  der  Reihe 
nach  durch  A",  S,  .S",  Jf,  If ,  M  und 
verbinde  diese  Punkte  durch  grösste 
Kreise,  wie  es  in  lieisteheiider  Figur  dargestellt  ist;  den  Wiidtel 
If  Wir  nenne  man  C  und  die  Bögen  NH\  Nfr,  iV6',  iV6", 
Mlf\  SS'  der  Beihe  nach  a,  ^,  «,  x\     z;  dann  ist: 

0082eMi  coeocos4^  +  sin  a  sinn' cos  C 


und 


cos  z  ■>  cos « 0084^  + sin«  sin cos  CL 


Bedeutet  n  den  mittleren  Brechungscoefficienten  des  Kry- 
stalls,  so  ist  weiter: 


(1) 


{sin ar  =ss  n sin o 
sinjp'etnsina'. 


Hieraus  folgt: 
cos  2c 


OOS«  .  OM«O0S« 


(2) 

Hat  man  tj  x  nnd  x  gemessen,  nnd  kennt  man  ii,  so 
findet  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ohne  Schwielig« 
keit  2  c. 

Man  weiss,  dass  beim  Aragonit  die  optischen  Axen  iUr 
die  verschiedeneu  Farben  dieselbe  Ebene  und  dieselbe  Mittel- 
linie haben;  benutzt  man  diesen  Umstand,  so  kann  man  tur 

Kirchhoff,  Q«MkiiuiMlt«  Abtondliiffc  $$ 
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jede  Fraxmhofer'fldie  Idme  2c  ans  «  und  n  beredmen,  wenn 
man  mir  ftr  eine  aoaeer  «  auch  x  und  gemessen  hat  Be- 
xeichne^  man  den  Bogen  MN  dnrdi  6  imd  den  Winkel  fFMlf 

durch  Af  so  hat  man: 

I  cos  a  =  cos  Ä  cos  c  4-  siii  A  sin  c  cos  ^ 


oder 


(4) 


cosa's  coB^cosc  —  sm^sinccos^ 


.        1        a  +  a      a  —  a 

sindcosil i>-3--sm^-4^8m'  "** 


aine"™    2  2 

Berechnet  man  aus  den  Qleichm^^  (4)  fllr  di^|emge 
Lmie,  ftr  die  jr  mid  3/  gemessen  sind,  b  mid  Af  so  kamt 
man,  da  diese  beiden  Winkel  Ar  alle  Farben  dieselben  sindli 
aus  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  fOat  die  Limen,  filr  die 
nur  g  gemessen  und  n  bekaiont  ist,  2e  enmttefaL  EKminwt 
man  ans  den  5  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  die  4  GiOassn 
Uf  a,  Xj  x\  80  erhält  man  eine  quadratische  Gkidmng  ftr 
cos  c;  da  diese  aber  eine  ziemlich  Terwickelte  Gestalt  hat^  so 
findet  man  den  Werth  von  c  leichter,  als  durch  ihre  direkte 
Auflüsuiig,  indem  man  in  die  Gleichungen  (3)  einen  Nähei'unizs- 
weith  für  c  setzt,  mit  Hülle  der  Wertlie  von  a  und  n,  die  man 
dami  erhält,  aus  (1)  und  (2)  einen  genaueren  Werth  von  c  be- 
rechnet und  dieses  Verfahren  wiederholt. 

Bei  einer  Arac^onitplatte  von  etwa  7"™  Dicke  fand  ich  an 
der  einen  Fläche  die  folgenden  Winkel  der  schehibaren  optischen 
Axen  fiir  die  verschiedenen  iVaunhofer'scheu  Linien: 

B.    30*^  35'  50"        K    3P   6'  50" 
G    80«  40'  10"       F.  31«  21'  0" 
Ä  80<>  61'  4ff'       G.  31»  46'  20" 
Ä  82»9'80". 

FOr  die  Linie  D  ergsb  sidi  dabä: 

x=lV  57',   X  =  18»  56'; 

die  Temperatur  war  ungefähr  25*^  C.  In  Beziehung  auf  diese 
Angaben  ist  noch  zu  ei'wähnen,  dass  der  bei  H  aufgeführte 
Winkel  nicht  das  unmittelbare  Besultat  einer  Messung  ist ;  da 
der  Verticalfiiden  des  Eadenkreuaes  vor  der  Linie  M  nicht 
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deatUdi  genug  za  selwii  war,  so  modo  deonsalbe  eiimud  in  die 
Mitte  zwisohen  die  Linien  H  und  k  (nadi  der  Beieiolmimg  yon 

Baden  Powell)  gestellt^  dann  anf  die  andere  Seite  in  gleiche 
Entfernung  von  H  gebracht,  jedesmal  der  Winkel  der  schein- 
baren optischen  Axeu  gemesseii  und  das  Mittel  aus  den  beiden 
so  erhaltenen  Wcrtlien  genommen.  Die  folgende  Tabelle  ent- 
hält in  der  mit  n  überschriebenen  Columne  die  von  Budberg 
bestimmten  mittleren  Brechungscoefficienten  des  Aragonits, 
tmter  K  die  mit  Hülfe  dieser  aus  meinen  Messungen  abge- 
leiteten "Winkel  der  wahren  optischen  Axen,  unter  //  die  von 
Hrn.  Hcusscr  in  der  oben  citirten  Abhandlung  gefundenen, 
unter  R  die  aus  Kudberg's  Messungen  der  drei  Bredinngs- 
coefficiflnten  berechneten')  Werthe  derselben  Winkel: 


n 

K 

JET 

R 

B. 

1,67631 

18°  5' 23" 

w 

58' 

a 

1,67779 

18    6  55 

IS« 

IC 

17 

48 

1,68157 

18  11  7 

18 

12 

17 

60 

K 

1,68684 

18  16  45 

18 

18 

18 

8 

F. 

1,69053 

18  22  14 

18 

9 

G. 

1,69886 

18  81  80 

18 

24 

18 

17 

ff. 

1,70509 

18  40  20 

18 

26. 

Znr  Gontrole  habe  ich  anch  an  der  zweiten  Fläche 
derselben  Platte  Messungen  angestellt,  liier  fand  ich  für  die 
Linie  D 

«=-10»64',  af^WW 

und  für  die  Winkel  der  schein})aren  und  der  wahren  optischen 
Axen  erg;^ben  sich  folgende  Werthe: 

B,  300  37' 40"  18«  5' 22" 

C.  30  42  30  18    7  11 

D.  30  54  20  18  11  12 

E.  31    9  30  18  16  56 

F.  31  23  0  18  22  10 
a  81  48  50  18  81  48 
A  82  14  0  18  41  45. 

Die  Temperatur  war  bd  allen  diesen  fieobachtnngen  mit 
Ausnahme  der  anf  die  Linie  ff  besQc^ohen  nahe  dieselbe,  wie 

I)  Beer,  EinMta«  in  die  hShm  Oplik,  &  880. 
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l>oi  den  vorher  ens'ähnten;  bei  der  letzten  Beobachtung  dagegen 
war  die  Temperatur  nur  die  von  etwa  17**  C,  und  dieser  Um- 
stand erklärt  den  vergleichungsweise  grossen  Untei^chicd  von 
r25''  zwischen  den  beiden  hier  gefundenen  Werthen  des  \\'inkel3 
der  optischen  Axen  für  die  Linie  H\  ich  habe  mich  überzeugt» 
dasB  ein  ähnlicher  Temperaturunterschied  bei  den  andttroi 
Fraunhofer'schen  Linien  eine  ähnliche  Aendemng  in  den 
Winkel  der  optischen  Axen  lierTorbringt 


Ueber  die  Frauuhofer'scheu  Linien.^) 

Bei  Gelegenheit  einer  Ton  Buneen  und  mir  in  GboMOH 
Schaft  ooegefthrten  Thttersodrang  über  die  l^pectren  fitflngar 
FIsinmen,  dnrch  welche  es  nns  möghch  geworden  ist»  die  qnali- 
tative  Znsammensetzong  compHcirter  Qemenge  ms  dem  As- 
bfick  des  Spectrums  ihrer  Löthrohrflamme  zn  erkennen,  habe 
ich  einige  Beobachtungen  gemacht,  welche  einen  unerwarteten 
AufschUiss  über  den  Urspnmg  der  Fraunhofer'schen  Linien 
geben  und  zu  Schlüssen  berechtigen  von  diesen  auf  die  stoff- 
liche Bi  srhatfenheit  der  Atmosphäre  der  »Sonne  und  vielleicht 
auch  der  helleren  Fixsterne. 

Fraunhofer  hat  bemerkt,  dass  in  dem  Spectrum  einer 
KerzenÜamme  zwei  helle  Linien  auftreten,  die  mit  den  beiden 
dunkeln  Linien  D  des  Sonnenspectrums  zusammenfallen.  Die- 
selben hellen  Linien  erhält  man  hchtstäi'ker  von  ein^f  Flamme^ 
in  die  man  Kochsalz  gebracht  hat.  Ich  entwarf  ein  Sooneo- 
spectrum  und  liess  dabei  die  Sonnenstrahlen,  bevor  sie  auf 
den  Spalt  fielen,  durch  eine  kräftige  Kochsalaflamme  tieleB. 
War  das  Sonnenlicht  him*eichend  gedämpft,  so  erschienen  an 
Stelle  der  beiden  dunkeln  Linien  D  zwei  helle  Linien;  über- 
stieg  die  Intensit&t  jenes  aber  eine  gewisse  Giense^  so  leiglfln 
gich  die  beiden  donkein  Linien  H  in  viel  grtaerer  BenÜidb- 
keit)  als  ohne  die  Anwesenheit  der  Eoehaahflamme. 

Das  Spectram  des  Drammond' sehen  Liishtes  enthlU  dsr 


1)  lionaMMridit  der  Akad.  d  Wki.  m  Bedb    Oet  IflM. 
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Kegel  Daeb  die  beiden  lieUen  Natrinmlinien,  wenn  die  lenohtende 
Stelle  dee  Kalk^luiderB  noch  mcht  lange  der  GteUiitBe  aus- 
gesetzt war;  bleibt  der  Kalkcylinder  unverrttckt,  so  werden 

diese  Linien  schwächer  uml  verschw-indt'n  endlich  ganz.  Sind 
sie  verschwunden  oder  nur  schwach  hervortretend,  so  bewirkt 
eine  Alkoholflanime ,  in  die  Kochsalz  gebracht  ist  und  die 
zwischen  den  Kalkcylinder  und  den  Spalt  gestellt  wird,  duss 
an  ihrer  Stelle  zwei  dunkle  Linien  von  ausgezeiehneter  Schärte 
lind  Feinheit  sich  zeigen,  die  in  jeder  Hinsicht  mit  den  Linien 
D  des  Sonnenspectnims  übereinstimmen.  Es  süid  so  die  Linien 
D  des  Sonnenspectrunis  in  einem  Specti'um,  in  dem  sie  natür- 
licb  nicht  Yorkonunen,  künstlich  hervorgerufen. 

Bringt  man  in  die  Flamme  der  Bunsen'schen  Gaslampe 
Chlorhthium,  so  zeigt  das  Spectnun  derselben  eine  sehr  hellei 
•ofaarf  begrenzte  Linie,  die  in  der  Mitte  der  f  raunhofer- 
soben  Xdnien  B  und  C  liegt.  Läset  man  Sonnenstrahlen  von 
mftsaigef  Intensitftt  dnrcb  die  flamme  aof  den  Spalt  &Ueny  so 
sieht  man  an  dem  beaeicbneten  Orte  die  Linie  hell  auf  dank- 
tovem  Gnmde;  bei  grOsBerer  StSike  dee  Sonnenlichts  aber  tritt 
an  ihrer  Stelle  eine  dnnUe  Linie  auf »  die  gana  denselben 
Oharakter  bat  wie  die  Fraunhofer* sehen  Linien.  Entfernt 
man  die  Msrnme^  so  Terschwindet  die  Lniie^  so  weit  ich  habe 
sehen  kdnnen,  ToUst&ndig. 

Ich  BchUesse  ans  dieasn  Beobaohtmigen)  dass  fiubige 
Flammen,  in  deren  Spectram  helle,  scharfe  Linien  vorkommen, 
Stralilen  von  der  Farbe  dieser  Linien,  wenn  dieselben  dui'eh 
sie  hindurchgehen,  so  schwächen,  dass  an  Stelle  der  hellen 
Linien  dunkle  auftreten,  sobald  hinter  der  Flamme  eine  Licht- 
quelle von  hinreichender  Intensität  angebracht  wird,  in  deren 
Spectrum  diese  Linien  sonst  fehlen.  Ich  schhesse  weiter,  dass 
die  dmdiein  Linien  des  Sonnenspectnims,  welche  nicht  durch 
die  Erdatmosphäre  hervorgmifen  werden,  durch  die  Anwesen- 
heit derjenigen  Stoffe  in  der  glülienden  Sonnenatmosphäre  ent- 
stehen,  welche  in  dem  Spectrum  einer  Flamme  helle  Linien 
an  demselben  Orte  erzeogen.  Man  darf  annehmen,  dass  die 
hellen  mit  D  übereinstimmenden  Linien  im  Spectrum  einer 
Flamme  stets  von  einem  Nairinmgehalte  derselben  herrühren; 
die  dnnkehii  Linien  X>  im  SounenapectnuB  lassen  daher  soh^ 
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dass  in  der  Sonnenatmosphäre  Natrium  sich  befindet.  Brewster 
hat  im  Spectnim  der  Salpetertiammc  helle  Linien  aufgefunden 
am  Orte  der  Fraunhofer' sehen  Linien  A,  o,  J5;  diese  Linien 
deuten  auf  einen  Kaliumgehalt  der  Sonnenatmosphäre.  Aus 
meiner  Beobachtung,  nach  der  dem  rothen  Litlii  um  streifen 
keine  dunkle  Linie  im  Sonnenspectrum  entspricht,  würde  mit 
Wahrsohemlichkeit  folgen,  dass  LiÜiinm  in  der  Atmospliäre 
der  Sonne  nichty  oder  doch  nur  in  YerhftltpirwmftRmg  geringv 
Menge  vorkommt. 

I>i6  Untenmohimg  der  Spectren  farbiger  flammen  bat 
hiemach  em  nmoB  nnd  hohes  Interesse  gewonnen;  ich  irerde 
gememsohaftUch  mit  Bnnsen  dieselbe  so  weit  fthren,  als  es 
unsere  Mttel  gestatten.  Dabei  werden  wir  die  doroh  meine 
Beobachtongen  festgestellte  Scbwftoinmg  der  Lichtstrahlen  in 
Flammen  weiter  erforschen.  Bei  den  Yersocfaen,  die  in  dieser 
Bicfatong  Yon  uns  bereits  angestellt  sind,  hat  sich  sdion  eine 
Thatsache  eigeben,  die  uns  Ton  grosser  'Wiohti^eit  n  sein 
sdieini  Das  Drummond'sohe  Liebt  ^fordert,  damit  in  ihn 
die  Linien  D  dmikel  herrortreten,  eine  Kochsalzflamme  tod 
niederer  Temperatur.  Die  Flamme  von  wässerigem  Alkohol  ist 
hierzu  geeignet,  die  Flamme  der  Bunsen' sehen  Gaslauipe  aber 
nicht.  Bei  der  letzteren  bewii'kt  die  kleinste  Menge  von  Koch- 
salz, sobald  sie  überhaupt  sich  bemerklich  macht,  dass  die  hellen 
Natriumlinion  sicli  zeigen.  Wir  behalten  es  uns  vor,  die  Con>e- 
quenzen  zu  entwickeln,  die  an  diese  Tiiatsache  sich  knUpfen 
lassen. 


Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  Emission  and  Abaeiftiei 

Ton  Lieht  und  Wärme.  ^) 

Vor  einigen  Wochen  habe  ich  die  Ehre  gehabt,  der  Aka- 
demie eine  Mittheilung  über  einige  Beobachtungen  zu  machen, 
die  mir  namentlich  deshalb  von  Literesse  zu  sein  schienen,  weil 
sie  Schlüsse  über  die  chemische  Beschaffenheit  der  Somienatmo- 
sphäre  ermöglichen.  Yon  diesen  Beobachtungen  ausgehend,  hin 

1)  Bfonattbeddit  der  Akad.  d.  Wks.  n  BerBn.  Dee.  1869. 
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ich  jetrt  dnrdi  mae  sehr  eln&die  theoretisohe  Betraohtcmg  m 
ernem  aDgememen  Satse  gelangt^  der  nur  in  viel&ofaer  Bezie- 
bnng  von  Wichtigkeit  ro  sein  schemt»  und  den  ich  deshalh  mir 
erlaube  der  Alndende  Torzulegen.  "Br  spricht  eine  Eigeuschaft 
aDer  Körper  aas,  die  sich  auf  die  Emission  und  Absorption 
▼on  Wanne  und  Licht  bezieht. 

"Wenn  mau  in  die  nichtleuchtondc  Flamme  der  Bunsen- 
schen  Lampe  Chlornatnum  oder  Chlorlitliium  biingt,  so  erhält 
man  einen  glühenden  Körper,  welcher  nur  Lieht  von  gewisser 
Wellenlänge  aussendet  und  nur  Licht  von  derselben  Wellen- 
länge absorbirt  Li  dieser  Weise  lässt  sich  das  Resultat  der  er- 
wähnten Beobachtungen  aussprechen.  Wie  ders(ll)e  den  dun- 
keln Wännestrahlen  gegenüber  in  Beziehung  auf  Emission  und 
Absorption  sich  verhält^  weiss  man  nicht;  aber  es  erscheint  als 
nnbedenkHch)  sich  einen  Körper  als  möglich  Toxzustellen,  der 
TOn  allen  Wärmestrahlen,  den  leuchtenden  wie  den  dunkeln, 
nur  Strahlen  einer  Wellenlänge  aussendet  nnd  nnr  Strahlen 
derselben  Wellenlänge  absorbirt,  Giebt  man  dieses  zu  und 
betrachtet  überdies  einen  Spiegel^  der  alle  Strahlen  yoUstiodig 
refleotirt)  ab  möc^ch,  so  kann  man  aas  den  allgemeinen  Ghnnd- 
sfttasen  der  mechanifwhen  Wftrmetlieorie  sehr  leicht  beweisen^ 
dasB  für  Strahlen  derselben  Wellenlftnge  bei  dersel- 
ben Temperatur  das  Yerh&ltniss  des  Emissionsyer- 
mögens  xum  AbsorptionsyermOgen  bei  allen  Kör- 
pern dasselbe  ist 

Man  denke  sich  in  Gestalt  einer  unbegrenzten  Hatte  emen 
Körper  Cy  der  nur  Strehlen  von  der  Wellenlänge  ji  aussendet 
und  nur  solche  absorbirt;  diesem  gegenübergestellt  sei  ein  Kör- 
per c  in  Gestalt  einer  ähnlichen  Platte,  der  Strahlen  von  allen 
möglichen  Wellenlängen  aussendet  und  absorbirt;  die  äusseren 
Flächen  dieser  Platten  seien  mit  den  vollkommenen  Spiegeln  R 
und  r  bedeckt.  Wenn  in  diesem  Systeme  die  Gleicldieit  der 
Temperatur  sich  einmal  hergestellt  hat,  so  muss  jeder  der  bei- 
den Körper  dieselbe  Temperatm*  behalten,  also  durch  Absoi^^tion 
so  viel  Wärme  aufnehmen,  als  er  durch  Ausstrahlung  verliert. 
Nun  betrachte  man  von  den  Strahlen,  die  c  aussendet,  zuerst 
diejenigen  von  einer  Wellenlänge  A,  die  verschieden  von  ji  isL 
Auf  diese  Strahlen  hat  der  Kdiper  C  keinen  Einfloss}  sie  wer» 
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den  ton  dem  Spiegel  R  ao  reflectirty  als  ob  C  gar  nicht  vor- 

handen  wäre;  ein  gewisser  Theil  von  ihnen  wird  dann  von  e 
absorbii't,  die  übri^'en  gelau/yen  zum  zwoiieu  Male  an  den  Spie- 
gel Ii,  werden  von  diesem  abermals  refiectirt,  von  c  theilweise 
absorbirt  u.  s.  f.  Alle  Strahlen  von  der  Wellenlänge  7^  die  der 
Körper  c  aussendet,  werden  auf  diese  Weise  nach  und  nach 
wieder  von  ünn  aufgenommen.  Da  dieses  für  alle  Werthe  vou 
A  gilt,  die  verschieden  von  sind,  so  erfordert  die  Ünveninder- 
lichkeit  der  Temperatur  des  Körpers  dass  dieser  von  den 
Strahlen  von  der  Wellenlänge  A  so  \-iel  absorbiit,  als  er  selbst 
aussendet.  Für  diese  Wellenlänc^e  sei  e  das  EmissionsveimSgei^ 
a  das  Absorptionsvermögen  des  Körpers  r,  E  und  ^  seien  die 
entsprechenden  Grössen  für  den  Köi7)cr  C.  Von  der  Strahleii- 
menge  Ef  die  C  aussendet,  absorbirt  dann  c  die  Menge  a£ 
nnd  Hilft  (1 — a)  JB  sorflck;  Uflnron  absorbirt  C  die  Menge 
,^(1 — a),^nndmtft(l — J^i^ — a),£  naohenirfick^  welclies 
daTona(l — a)J?absorbjrt  Setrt  man  diese  Betncfatnag 
üsrty  so  siebt  man,  dass  e  Ton  E  eine  Strablenmenge  anfahnM 
die^  wenn  man  der  Kflrze  wegen 

(l-4(l--a}  =  Ä 

setzte 

«:a^(l+Ä  +  Aa  +  A3+..), 

d.  L 

aE  ' 

ist  Von  der  StraUemnenge  e,  die  e  selbst  anssendet,  absor- 
birt    wie  eine  ähnliche  üeberlegong  zeigt,  die  Menge 

a{\—Ä)e 

Die  Bedingung  daftir,  dass  die  Temperatur  ▼on  c  SM^  iddit 
inderty  ist  daher  die  Gleichung 

d>  hm  dio  GHeichimg 

•  E 

Zu  derselben  Gleichong  gelangt  man,  wenn  man  die  Bedingung 
daftr  entwickelt,  daas  die  Tempecator  ym  C  oonstant  Uobt« 
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Denkt  man  sich  den  KOrper  e  durch  einen  anderen  ersetzt  \  on 
derselben  Temperatur,  so  findet  man  durch  Wiederhol uii-j[  tkr 
angestellten  Betrachtung'  dciiselbcu  Werth  für  das  Vorhältiiisa 
des  Emissioiisvei-mögeus  zuiu  AbsoiTitionsveniiögeii  dieses  Kör- 
pers fiir  die  Sti'ahlen  derselben  WeUeidäiige  A.  Die  Well»  n- 
länge  A  und  die  Temperatur  sind  abiT  willkürlich.  Es  lol.i^ 
also  der  Satz,  dass  für  Strahlen  derselben  Wellenlänge  bei  der- 
selben Temperatur  das  Verhältniss  des  Emissionsvermögens  zum 
Absorptionsvermögen  bei  allen  K(U'))eni  dasselbe  ist. 

Die  Begriffe  des  Emissionsvermögens  und  des  Absoiptions- 
▼ermdgens  beziehen  sich  hierbei  zunächst  aul  den  Fall,  dass  der 
EQiper  eine  nnbegrenzte  Platte  bildet,  die  auf  der  einen  Seite 

einem  yoUkommenen  Spiegel  belegt  ist  Aber  die  Strahlen- 
menge, welche  eine  frei  stehende  Platte  nach  einer  Seite  hin 
aossendety  ist  eben  so  gross  als  die  Strahlenmenge^  welche  eme 
mit  einem  Bolchen  S[degel  versehene  Platte  von  der  halben  Dicke 
aoagiebt,  nnd  diese  beiden  Platten  bringen  eine  gleiißhe  Ab- 
scHption  bei  anfiSsUenden  Strahlen  hervor.  Man  kann  hiernach 
bei  dem  ausgesprochenen  Satze  das  EmissionsYermögen  des  Kör- 
pers auch  definiren  als  die  Strahlenmenge,  die  eine  frei  stehende, 
ans  dem  Körper  gebildete^  nnbegrenzte  Platte  nach  einer  Seite 
hhn  aussendet^  tmd  das  Abeorptionsvennögeu  als  die  Strahlen- 
menge, welche  dieselbe  Platte  absorbirt  TOn  der  Einheit  der 
Strahlenmenge,  die  sie  trifft. 

Bas  allen  Körpern  gemeinsame  Verhältniss  des  Emissions- 

Termögens  smn  Absorptionsvermögen  ^  ist  emeFmiction  der 

"Wellenlänge  und  der  Temperatur.  Bei  niederen  Temperaturen 
ist  diese  Function  =  0  für  die  Welleidäutien  der  sichtbaren 
Strahlen,  vou  Ü  versc  hieden  für  jrrössere  Wertlie  der  Wellen- 
länge; bei  höheren  Temperaturen  hat  die  Function  auch  fiU*  die 
Wellenlängen  der  sichtbaren  Strahlen  endliche  Wertlie.  Bei 
deijenigen  Temperatur,  bei  der  die  J^iction  aufhört  =  0  zu 
•ein  für  die  Wellenlänge  eines  gewissen  sichtbaren  Strahls,  frm« 
gen  alle  Körper  an,  Licht  von  der  färbe  dieses  Stiahls  auszu- 
senden, mit  Ananahme  derjenigen,  welche  für  diese  Farbe  und 
diese  Temperatur  ein  TOischwindend  Ueinee  Abeoiptionsvennd- 
gen  haben;  je  gitaer  das  AbsoiptioiiBTefBÖgen  is^  desto  mehr 
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Licht  strahlt  der  Körper  ans.  IXe  Er&luning^  daas  die  mdiirdi- 

sichtigen  Körper  bei  derselben  Temperatur  erglühen,  die 

(liirchi>;iclitigen  Ga.so  liierzu  aber  eine  viel  höhere  Temperatur 
erfordern,  und  dass  die  letzteren  bei  der  nämlichen  Tempera lur 
immer  schwilcher  leuchten  als  jene,  findet  hierin  ihi-e  Erkläning. 
Ferner  iolgt,  dass,  wenn  ein  glüliendos  Gas  ein  discontinuir- 
liches  Spectium  giebt,  und  man  durch  dasselbe  Stralden  von  hin- 
reichender Intensität  gehen  lässt,  die  an  sich  ein  Spectmm  ohne 
dunkle  oder  helle  Streifen  diubieten,  dunkh?  Streifen  an  den 
Stellen  des  Spectmnis  auftreten  müssen,  an  denen  die  hellen 
Streifen  im  Spectmm  des  glühenden  Gases  lagen.  Der  We& 
den  ich  in  meiner  früheren  Mittheünng  als  geeignet  zur  chemi* 
sehen  Analyse  der  Sonnenatmosphäze  bezeichnet  habe^  bat  hier- 
durch seine  theoretische  Begründung  erhalten. 

Ich  benutze  diese  Grelegenheit) 
Ben,  den  ich  auf  diesem  Wege  seit 

gewonnen  za  haben  meine.  Nach  den  üntenmchnngan  tob 
WheatBtoney  Masson,  Angström  und  Anderen  mäm  mam, 
dass  im  Speotirnm  eines  elektiiaohen  Fankens  helle  linieB  sich 
zeigen,  die  ron  der  Natur  der  Metalle  abhängig  smd,  awiachea 
denen  der  Funke  überspringt,  und  man  kann  aimeluneiiy  dass 
diese  Linien  Ubereinstimmen  mit  dei^enigen,  die  in  dem  Bpot* 
irom  einer  Flamme  von  sehr  hoher  Temperatur  sich  bilden  wür- 
den, wenn  man  in  diese  dasselbe  Metall  in  passender  Fem 
brächte.  Ich  habe  den  grünen  Theil  de?»  Spectrums  des  elek- 
trischen Funkens  z\vischen  Eisenelekti'oden  imtei*sucht  und  in 
diesem  eine  gi'osse  Zahl  von  hellen  Linien  gefunden,  die  luit 
dunkeln  Linien  des  Sonnenspectrums  zu  coincidiren  scheinen. 
Bei  einzelnen  Linien  ist  die  Coincidenz  wohl  kaum  mit  Sicher- 
heit zu  constatiren;  aber  ich  habe  dit'><  llj.  bei  -vielen  Grup- 
pen zu  sehen  geglaubt  imd  zwar  in  der  Weise,  dass  den  hel- 
leren Linien  im  Fimkenspectrimi  die  dunkleren  im  Sonncnsj)ec- 
trum  entsprachen;  hieraus  glaube  ich  schliessen  zu  dflifen,  das 
diese  Ooinddensen  nicht  nur  scheinbare  waren.  Wurde  d^ 
Funke  zwischen  anderen  Metallen,  z.  B.  zwischen  Kupferelek- 
troden, gebildet,  so  £Bhlten  diese  hellen  Linien.  loh  hidte  midi 
f&r  berechtigt,  hieraus  den  Schluss  SU  sehen,  dass  unter  den  fie- 
etandtheUen  der  gltthenden  Sonnenatmoaphtoe  sieh  Eisen  beft^ 
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det,  eineti  Schluss,  der  übrigens  sehr  nahe  liegt,  wenn  man  das 
häufige  A'orkoramen  des  Eisens  in  der  Erde  und  in  den  Meteor- 
steinen bedenkt  Von  den  dunkehi  Linien  des  Sonnenspecti'ums, 
die  mit  hellen  des  Eisenspecti-ums  zusammenzulallen  scheinen, 
kann  ich  mit  Bezugnahme  aul'  die  von  Fraunhofer  gegebene 
Zeichnimg  des  Sonnenspectnmis  nur  wenige  beschreiben;  es  ge- 
hören zu  diesen  die  Linie  E,  einige  weniger  schai*fe  Linien  dicht 
neben  E  nach  dem  violetten  Ende  des  Spectrums  hin  und  eine 
Jjini^,  die  zwischen  den  beiden  nächsten  der  drei  sehr  ausge- 
zeichneten Linien  dch  befindet,  die  Fraunhofer  bei  6  ge- 
zeichnet hat 


Ueber  das  Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsrennögen 
und  dem  Absorptionsvermögen  der  Körper  i'ür 
Wärme  und  lieht ') 

§.  1. 

Annahmen. 

Die  Wärmestnihlen  sind  ihrer  I^atnr  nach  den  Licht- 
strahlen gleich;  diese  bilden  eine  specielle  Glasse  jener.  Die 
idcht  sichtbaren  "Wärmestrahlen  unterscheiden  sich  von  den 
Lichtstrahlen  nnr  durch  den  Werth  der  Schwingongsdaner  oder 
Wellenl&nge. 

Alle  WSimestrahlen  gehorchen  bei  ihrer  Fortpflanzong 
denselben  GtosetEen,  die  für  die  Lichtstralilen  erkannt  worden 
sind. 

Ein  leuchtender  KQiper,  der  in  einem  leeren  Hamne  sich 
befindet,  sendet  Lichtstrahlen  ans,  die  imabhUngig  Ton  den 
Körpern  sind,  auf  welche  sie  fiiUen;  entsprechend  smd  alle 
'WltanestraUen,  welehe  ein  Körper  aussendet,  unabhängig  Ton 
den  Körpern,  die  ^e  Umgebung  jenes  bflden. 

Ton  den  Wärmestrahlen,  die  dem  Köiper  Ton  seiner  Um- 


*)  üntenochoiigai  Aber  das  Sonnenq^ectmiii  und  die  Speetnn  der 
ehemisdheD  Ekmente^  2.Aii8gabe,  Beriki,  IM.  Dflmmler's  Veriagsbadi- 
hmdhmg  1M8. 
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gebung  zu£j('schickt  werden,  wird  ein  Theil  absorbirt,  der  andere 
in  Rieht ui);4i'ii.  die  durch  KcHexion  und  Brechung  geändert  sind, 
wieder  l'urtgeMindt.  Die  von  ihm  gel)ruchenen  und  reflectii*t^?n 
8trahlen  bestehen  ne])en  den  von  ihm  ausgesendeten,  ohne  dass 
eine  gegenseitige  Störung  stattfindet. 

Durch  die  Wärmestrahlen,  welche  ein  Körper  aussendet, 
wird  der  Regel  nach  die  Wärmemenge,  die  er  enthält,  einen 
Verlust  erleiden,  der  der  lebendigen  Kralt  jener  Strahlen  äqui- 
valent ist,  und  durch  die  Wärmestrahleu ,  die  er  absorbirt, 
einen  Gewinn,  der  äquivalent  ist  der  lebendigen  Kraft  der  ab- 
sorbirten  Strahlen.  In  gewissen  Fällen  kann  aber  eine  Ab»» 
nähme  von  dieser  Begel  stattfinden,  indem  die  Absorption  und 
die  Ausstrahlung  andere  Yetftiiderungon  des  Körpers  bewiri[^ 
ivie  z.  B.  bei  Körpern,  die  yom  Lichte  chemiBch  verftndeit 
werden,  und  Lichtsangem,  die  durch  die  Ansstrahlimg  des 
Lichtes,  welches  sie  an^enonunen  haben,  die  Eigenadiaft  n 
leuchten  verlieren.  Solche  FSlle  sollen  ansgeechloaBen  wecdei 
durch  die  Annahme,  dass  der  Körper  die  Eigenschaft  benlii, 
weder  durch  die  Strahlen,  die  er  aassendet  oder  ab- 
sorbirt,  noch  durch  andere  Einflftsse,  denen  er  ass-  | 
gesetzt  ist,  irgend  eine  Veränderung  zu  erleiden,  wen«  i 
seine  Temperatur  durch  Zuführung  oder  Entziehung 
von  Wärme  constant  erhalten  wird.    Unter  dieser  Be- 
dingung ist  nach  dem  Satze  von  der  Aequivalcnz  von  Wänue 
und  Arbeit  die  Wärmemenge,  welche  dem  Köii)er  in  einer  i 
gewissen  Zeit  zugefülu't  werden  niuss,  um  die  Ahkühlunp:  zu 
Terhindeni,  die  in  Folge  seiner  Strahlung  eintieten  wüi'de,  äqui- 
valent der  lebendigen  Krall  der  ausgesendeten  Sti^ahleu,  und 
die  Wärmemenge,  welche  ihm  entzogen  worden  muss.  um  die 
Erwäi'mung  durch  Absorption  von  Wärmevti-alilen  aufzuheben,  j 
äquivalent  der  lebendigen  Kraft  der  absorbii'ten  Strahlen. 

Ein  Körper,  welcher  dieser  Bedingung  genügt,  sei  in  eine 
Hülle  eingeschlossen,  die  dieselbe  Temperatur  wie  er  hat,  durch 
die  keine  Wärmestrablen  hindurchgehen  können,  deren  TsB- 
peratur  constant  eihalten  wird,  und  die  derselben  Bedingnig 
genügt  Der  Köiper  sendet  Wärmestrahlen  ans  und  wird  sa* 
troffen  von  solchen,  die  tfaeils  von  der  Hiflie  aa^gegüigei^ 
theOs  dnidh  fieflezum  von  dieser  zu  ibm^zorilfllgoiroite  maä; 
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er  absorbirt  einen  Theil  dieser.  Seine  Temperatur  miiss  dabei 
dieselbe  bleiben,  olme  ilass  ihm  Wärme  entzogen  oder  mitge- 
theilt  wird,  me  aus  dem  Principe  folgt,  aus  dem  der  Carnot- 
Bche  Satz  sich  ergiebt.  Es  nmss  deshalb  die  lebendige  Kraft  der 
Strahlen,  die  er  in  gewisser  Zeit  aussendet,  gleich  der  leben- 
digen Ki*ait  der  Strahlen  sein,  die  er  in  derselben  Zeit  ab- 
sorbirt. 

Der  zu  führende  Beweis,  der  auf  diesen  Schluss  sich  stützt, 
erfordert  die  genaue  Untersuchung  der  Strahlen,  die  zwischen 
dem  Körper  und  der  Hülle  hin-  und  liei^gehen;  diese  ünter- 
SDcbitng  wild  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  sich  die  Hülle, 
ganz  oder  zum  grösstcn  Theile,  aus  Körpern  gebildet  denkt, 
die  bei  unendUch  kleiner  Dicke  alle  Strahleiiy  die  auf  sie  £aUeiiy 
YoUständig  absorbiren. 

Ich  will  Bolohe  Körper  Tollkommen  schwarze,  oder 
kttner  schwarze  nennen.  Ein  schwarzer  KÖiper,  in  diesem 
Sinne  des  Wortes,  mnss  dasselbe  BrechnngsrerhAltmss  haben, 
wie  das  Mittel,  in  dem  die  Strahlnng  erfolgt;  dann  tritt  an 
seiner  Oberflftohe  keine  fieflezion  ein,  nnd  alle  aaflMlenden 
Strahlen  können  ToUstBndig  absorbirt  weiden.  IHoIiter  Jod- 
dampf in  BerOhnmg  mit  atmosphftrisoher  Luft,  oder  Pech  in 
Berührung  mit  Glas  können  nahesn  als  schwarze  Körper  be- 
trachtet werden,  nicht  aber  Joddampf  in  Berühnmg  mit  Glas 
oder  Pech  in  Berührung  mit  Luft.  Es  soll  hier  zunächst  die 
Strahlung  im  leeren  Kuume  untersucht  werden;  die  schwarzen 
Körper,  von  welchen  die  Kede  sein  wird,  müssen  daher  ein 
Brechungsverhältniss  haben,  welches  nur  unendhch  wenig  von 
1  verschieden  ist. 

Die  Annahme,  dass  solche  schwarze  Körper  denkbar  sind, 
bildet  ein  wesenthches  Hült'sniittel  bei  dem  Beweise,  der  liier 
geftlhi-t  werden  soll.  Femer  wird  angenouiinen  werden,  dass 
▼ollkommen  diathermane  Körper  denkbar  sind,  also  solche, 
die  Yon  auffallenden  W&rmestralil«  n  —  welcher  Natur  diese 
auch  sein  mögen  —  Nichts  absorbiren,  und  endlich,  dass  ein 
vollkommener  Spiegel  denkbar  ist,  d.  h.  ein  Körper,  welcher 
alle  Wärmestrahlen  vollständig  reflectirt  Sin  vollkommener 
Spiegel,  sowie  jeder  voUkommen  diathermane  Körper  kann 
seihet  keine  Strahlen  aussenden;  denn  thftte  er  es,  so  wttide 
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er  0n  eine  HfiUe  Ton  gleicher  Temperatur  emgeedhloasei^ 
Holle  mehr  and  mehr  erwftnnen  und  sich  selbst  mehr  und 
mehr  ahkOhlen. 

$.  2. 

Definitionen. 

Vor  einem  Körper  C,  Fig.  24,  denke  man  sich  zwei  Schirme 
Si  imd      aufgestellt,  in  w(4clien  die  beiden  Oeffnmigen  1  und  2 

sich  befinden,  deren  Dimensionen  mi- 
**■  endlich  klein  gegen  ilire  Entfernung 

g   '   sind,  und  von  denen  eine  jede  einen 

*  Mittelpunkt  hat.    Dui'ch  diese  Oeff- 

niingen  tritt  ein  Bündel  der  StrahleiL 
die  der  Körper  C  aussendet  Von 
dieeem  Strahlenbilndel  betrachte  nn 
i  den    Theil,    dessen  WellanlftogeB 

*j      zwiflchen  X  und  il  +      liegen,  nnä 

serlege  denselben  in  zwei  polarisiite 
/c  )  Oomponenten,  deren  PoladiaäQas- 

V — ^  ebenen  die  anf  einander  rediliiiiik- 

Ilgen,  durch  die  Axe  des  StraUen- 
bflndels  gehenden  Ebenen  a  nnd  b  sind.  £dX  sei  die  Tnimitti 
der  nach  a  polarisnrten  Oomponente  oder,  was  dassdbe  is^  dar 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Eraft  des  Aetheca  oberlialb  des 
Schimee  8^  dnrch  diese  Oomponente  in  der  Zeiftemheifc  er> 
f&hrt  Die  Grösse  JS  heisse  das  EmissionsTormögen  des 
KOipers  C. 

Auf  den  Körper  C  falle  nmgelrehrt  dnrch  die  Oeffuungen 
2  und  1  ein  Straldenbündel  von  der  Welleidänge  /.,  das  nach 
der  Ebene  a  polaiisirt  ist;  von  diesem  absorbirt  der  KöriH^r 
einen  Theil,  wäluend  er  das  Uebrige  reflectirt  oder  durchlässi; 
das  Verhältniss  der  Intensität  der  absorbirten  Strahlen  zu  der 
der  auffallenden  sei  A  und  heisse  das  AbsorptionsYermögea 
des  Körpers  C. 

Die  Grössen  E  und  A  hängen  von  der  Natur  und  dem 
Znstande  des  Köi-pers  C  ab,  ausserdem  aber  auch  von  dei 
Lage  und  Gestalt  der  Oeffiiungen  1  und  2,  von  dar  Wallea» 
lAnge  X  und  der  Binhtnng  der  Ebene  a, 
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8. 

Bei  diesen  Festsetzungen  gilt  der  Satz: 

Das  Yerhältniss  zwischen  dem  EmissionsTermögen 
und  dem  Absorptionsvermögen  ist  fftr  alle  Körper 
bei  derselben  Temperatur  dasselbe. 

Es  soll  dieser  Satz  zuerst  iiir  den  Fall  bewiesen  werden, 
dass  man  nur  schwarze  Köqier  uüt  einander  vergleicht,  also 
solche,  deren  Al)süri)tionsvermögen  =  1  ist;  d.h.  soll  gezeigt 
werden,  dass  das  Emissionsvermögen  aller  scliwarzen  Körper 
bei  derselben  Temperatur  dasselbe  ist.  Der  Beweis  dieses 
speciclien  Satzes  ist  ähnlich  dem  des  allgemeinen,  aber  ein- 
facher; er  \sii'd  daher  das  Verständniss  des  letzteren  erleichtern. 
Ueberdies  werden  Folgemngen,  die  aus  dem  specieUen  Satze 
sich  ecgebeoi  bei  dem  Beweise  des  aUgemeinen  gebiaucht 

§.  4. 

Beweis  des  Satzes  §•  8  fttr  schwarze  Körper. 

Jener  Köiper  C  sei  ein  schwarzer;  sein  EmlssionsTermögen, 
das  im  Allgemeinen  durch  E  bezeichnet  ist,  werde  e  genannt; 
es  soll  bewiesen  werden^  dass  0  ungeSndert  bleibt»  wemi  Cduroh 
irgend  einen  anderen  schwarzen  Eönper  yon  denidben  Ttape- 
ratur  ersetzt  wird. 

Man  denke  sich  den  Körper  C  in  eine  schwarze  Hülle 
eingeschlossen,  von  der  der  Schirm  S\  einen  Tlieil  ausmacht; 
der  zweite  Schirm  .V^  sei  wie  der  erste  aus  einer  schwarzen 
Substanz  gebildet,  mid  beide  seien  dui-ch  schwarze  Seitenwände 
ringsum  mit  einander  verbunden,  wie  Fig.  25  andeutet.  Die 
Oeffnung  2  denke  man  sich  zuerst  durch  eine  gleichfalls 
schwarze  Fläche,  die  ich  die  Fläche  2  nennen  will,  verschlossen. 
Das  gtmze  System  soll  cheselbe  Temperatur  besitzen  und  die 
Hülle  von  Aussen  her  auf  constanter  Temperatur  erhalten 
werden.  Nach  den  in  §.  1  gemachten  Auseinandersetzungen 
musB  dann  die  lebendige  Kraft  der  Strahlen,  che  der  Körper 
C  in  einer  gewissen  Zeit  aussendet,  gleich  sein  der  lebendigen 
Kraft  der  Strahlen,  die  er  in  derselben  Zeit  absorbirt;  mit 
anderen  Worten:  die  Somme  der  Intensitttten  der  Stnhleni  die 
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llc;li. 


1 


er  aussendet,  muss  gleich  sem  der  Samme  der  LiteosiUtten  der 
Strableiiy  die  ihn  treffen,  da  er  die  ktetereo,  der  Yoraiieeetziuig 
gemAeSi  ▼ollBt.tadig  alworlnrt  Nun  steUe  man  aioh  Tor,  da« 
die  Ilftche  2  entfernt  muL  die  frei  gemachte  Oeffiinng  tct- 
acfalossen  werde  durch  ein  nnmittelhar  dahinter  gesetztes  Stück 
einer  vollkommen  spiegdiulen  KugelHächo,  die  ihren  Mittel- 
punkt in  lieiii  Mittelj)unkte  der  Oeliiiuiig  1  liat.   Das  Gieicii- 
gewicht  der  Temperatur  wird  auch  dann  bestehen.  Jene  Gleich- 
heit der  Intensität  der  Stiulden,  die  der 
Körper  C  aussendet,  und  derer,  von 
welchen  er  getroffen  wird,  muss  also  auch 
jetzt  stattfinden.    Da  aber  der  Körper 
C  jetzt  dieselben  Strahlen  aussendet,  vne 
in  dem  vorher  gedachten  Falle,  so  folgt, 
dass  die  Intensität  der  Strahlen,  welche 
in  beiden  Fällen  den  Köi-per  C  traiia^ 
dieselbe  ist.    Durch  die  Entfernung  der 
Flftohe  2  sind  dem  Körper  C  die  Strak> 
len  entzogen,  die  jene  durch  die  Oeflnimg 
1  hinduTohBendete;  daftr  nirft  der  an 
der  Oeflbnng  2  angehraiditft  HoWepiiyl 
gerade  diejenigen  Strahlen  mdaaKjBKpm 
C  mrlloky  die  dieser  seihet  dnreh  die  Oeffiumgen  1  md  2  fain- 
dorchsendeti  denn  der  Hohlspiegel  entwirft  Ton  der  Oeffimg 
1  ein  Bild,  welches  mit  ihr  selbst  znsammenfiÜH.  ^)  fis  ergieht 
sich  hieraus,  dass  die  Intensitftt  des  StrahlenhftaiMs,  wnli  hsi 
der  Körper  C  durch  die  Oeffnungen  1  und  2  ausschickt,  glekk 
ist  der  Intensität  des  Stnihlenbündels,  welches  die  schwarze 
Fläche  2  durch  die  ÜeÜimiig  1  entsendet.    Da  diese  Inten- 
sität unabliängig  ist  von  der  Gestalt  und  weiteren  Beschaffen- 
heit des  schwarzen  Körpers  C,  so  ist  es  jene  ebenfalls.  Eis 
wäre  hiermit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen,   wenn  alle 
Strahlen  der  beiden  eben  mit  einander  vergiicheueu  ätrahien- 


^)  Von  der  Beugung  der  Strahlen  an  den  Bändern  der  Ocüiiung  i 
mm  ahseben,  denn  die  Oeffimngen  1  und  f  kBanen  vamBiA  kkta 
gegen  ihre  Entfenmng  und  doeh  noch  mwndBdi  groes  gegen  AeWc 
Uogen,  d.  h.  80  gross  apgenomaken  wenton,  dass  die 
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bündel  von  der  Wellenlänge  X  rnid  nach  der  Ebene  a  polarisirt 
wären.  Die  beiden  Strahlenbündel  sind  aber  aus  vei*schieden- 
artigeu  Theilen  zusammengesetzt,  und  aus  der  Gleichheit  der 
Intensitäten  der  ganzen  Bündel  lässt  sich  nicht  unmittelbar  auf  die 
Gleicliheit  der  Intensitäten  der  entsprechenden  Theile  schliessen. 

Die  nöthige  Ergänzung  des  Beweises  wäre  leicht  gegeben, 
wenn  eine  Platte  als  mögUch  angenommen  werden  könnte,  die 
die  Eigenschait  besässe,  Strahlen,  deren  AVellenlängen  zwischen 
),  und  ?.  +  d).  hegen  und  deren  Polarisationsebene  parallel  der 
Ebene  n  ist,  ungeschwächt  hiudurchzulassen,  Strahlen  von  an- 
derer Wellenlänge  oder  entgegengesetzter  Polarisationsrichtung 
aber  vollständig  zu  reflectiren.  Dächte  man  die  in  Fig.  25  dar- 
gestellte Anordnung  sich  durch  Anbringung  einer  Bolchen  Platte 
▼or  der  Oefifnung  1  modificirty  so  gelangte  man  dnrch  die  in 
Besag  anf  diese  figor  angestellte  Beiraehtong  mimittelbar  za 
dem  zu  beweisenden  Salze. 

IMe  Annahme,  dass  eine  sololie  Platte  mSgliöh  sei,  ist  aber 
daaoNsh  NiclitB  gerecshtfertigt  Dag^en  ist  eine  Platte  mO^^idi, 
weloihe  Ton  StraUen,  die  sie  in  derselben  Bichtnng  treffen,  vex^ 
sehieden  viel  bindnrfibHUint  und  raflectirt,  je  nach  ihrer  Wellen- 
länge nnd  Pölarisationsnohtang.  Bine  Platte,  welche  so  dünn 
ist,  dass  sie  in  den  siohtbaren  Strahlen  die  Esxben  dflnner 
Bttttchen  zeigt,  nnd  welche  den  Strahlen  sduef  in  den  Weg 
geeteDt  ist,  leistet  dieses.  Bine  solche  Platte  soll  benutzt  wer- 
den bei  dem  Versuche,  dessen  Ausführung  gedacht  wird.  Dabei 
soll  aber  eine  solche  Einiiihtung  getroffen  werden,  dass  die 
beiden  Straldenbündel,  um  deren  VergleichuniJC  es  sich  handelt, 
nicht  durch  die  Platte  hindurcligehn,  sondern  von  ihr  reflectirt 
werden,  und  zwar  unter  dem  Polaiisationswinkel,  während  die 
Reflexionsebene  mit  der  Ebene  o  zusammenlallt.  Man  erlangt 
dadurch  den  Vortheil,  dass  die  senkrecht  zu  (/  polarisirten 
Stralilen  aus  der  Beti-achtung  ganz  fortfallen.  Die  Platte  soll 
weiter  aus  einem  vollkommen  diathennaueu  Mittel  gebildet  sein; 
sie  absorfairt  dann  keine  Stralilen  und  sendet  keine  aus. 

§.  5. 

Bei  der  Fig.  25  beschriebenen  Anordnung  denke  man  sich 
zwischen  die  Oeffnungen  1  und  2  eine  Platte  der  beschriebenen 

Klrehkoff,  ntmimlf  ihhindlmmii.  87 
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Alt  gebfacht^  die  durch  P  bezeichiiet  werden  solL  Sie  sei  90 
geriohtet,  daes  dae  durch  die  Oeffimngen  1  und  2  tretende 
Strahkdbfindel  sie  unter  dem  Polarisatioiunriiikel  triffit  und  die 
fiin&Usebene  die  Ebene  a  ist  Die  Wand,  weldie  die  Schirme 
<s\  und  mit  einander  -veiliindety  sd  eo  gestaltet ,  dass  das 
Spiegelbild,  welches  die  Platte  P  Yon  der  Oeffnung  2  entwirft, 
in  ihr  liegt;  an  dem  Orte  und  von  der  Gestalt  dieses  Spiegel- 
bildes denke  man  >icli  eine  Oeffnung,  welche  ich  die  Oeffnung 
3  nennen  will.   Die  Oeffnung  2  sei  durch  eine  schwarze  Fläche 


3  dem  E5rper  C  entsogen  werden,  gleich  ist  der  Summe  der 
lutensit&ten  der  Strahlen,  die  diesem  durch  Anbringung 
Hohlspiegels  zugef&hrt  werden.  Bin  sdiwaxzer  Schirm  (nm 
der  Temperatur  des  gauaen  Systems),  S^,  sei  so  au^estolll^ 
dass  direkt  keine  TOn  den  Strahleu,  de  die  Hflohe  8  anDiondfll, 
die  Oeffiiung  1  iveffen.  Die  erste  Summe  ist  dann  die  Liten> 
sität  der  Strahlen,  die  von  der  Fläche  3  ausgegangen^  an  der 
Platte  P  reflectirt  und  durch  die  Oeffnung  1  getreten  sind;  sie 
werde  durcli  Q  bezeichnet.  Die  zweite  Sunmie  setzt  ?.ich  au> 
zwei  Theilen  zusamnieu;  der  eine  Iheii  rülii't  von  dem  Körper 
C  her  und  ist: 


wo  r  eine  von  der  Beschotienheit  der  Platte  i'und  der  Wellen- 
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ttiige  l  aUiSngigc  Ghrtae  bedflutet;  der  zweite  TheQ  rtthrt  Ton 
Strabien  her,  weloihe  Ton  emem  Theile  der  v^bnam  Wand 

ausgegangen  sind,  die  die  Schirme  j9,  und      yerbindet,  die 

Platte  P  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohlspiegel  und  dann 

von  der  Platte  P  reflectirt  sind;  dieser  Theil  werde  durch  R 
bezeichnet  Es  ist  uniiöthig,  den  Werth  von  Ii  iiillier  zu  unter- 
suchen; CS  genügt  zu  bemerken,  dass  R,  ebenso  wie  Q,  von 
der  BescluiiVenheit  des  Köi-jiers  C  unabhängig  ist.  Zwischen 
den  eingeführten  Grössen  besteht  die  Grleichung: 


OD 


Denkt  man  aoh  mm  den  Kdzper  C  durch  einen  anderen 
schwarzen  £Arper  von  derselben  Temperatur  ersetzt,  mid  be- 
zeichnet man  für  dieeen  mit  0%  was  man  fitr  jenen  mit  «  be- 
bst» 80  gilt  anoih  die  GHeicbimg: 


Hieraus  folgt: 


0 

m 


Man  nehme  mm  an,  dass  das  Brechungsverhältniss  der 
Ph\tte  P  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist.  Aus  der 
Theorie  der  färben  dünner  Bl&ttohen  folgt  dam%  dass 

r  «  ^  am- 

gesetzt  werden  kann,  wop  eine  mit  der  Dicke  der  Platte  Ppro- 
portionale, Ton  X  umibb&ngige,  q  eine  Ton  dieser  Dicke  unabbSn- 
gigeGbtae  bedeutet  Bierdaroh  wird  die  abgeleitete  Gleifibung: 


Daraus,  dass  diese  Gleichung  für  jede  Dicke  der  Platte  Py  also 
für  jeden  Werth  von  p  bestehen  mu&Si  lässt  sich  schliesseDi 
dass  für  jeden  Werth  von  k 

87* 
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ist.  Um  den  Beweis  hierfür  za  fthren,  setze  man  iii  jene 
Gleichung  für  sin*  ^: 

und  differanzire  sie  zweimal  nach  p\  man  erhUi  dadurch: 
Jrf  A  i^::^'  (cos  4 1  -  coe  2  ^]  =  0. 

An  Stelle  von  X  führe  man  nun  eine  neue  Grösse  a  durch 
die  Gleichung: 

ein  und  setze: 

Man  eriiSlt  dadnrdi: 

J*rf  «/(a)  (cos  2p«  —  co8pa)sBiOL 

0 

Envägt  man,  dass,  wenn  (f{u)  eine  beliebige  Eunctiou  von  a 
bedeutet, 

oc  t» 

0  0 

ist,  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man  —  für  »  aetzt,  so 
kann  man  dafür  schreiben: 

/ <'«[/(f)  -  cosp«  =  0. 

0 

Diese  Gleichung  muUqiUGve  man  mift 

dp  cos  5?p, 

wo  X  eine  willkiii'lichc  Grösse  bedeutet,  und  integrire  sie  von 
p  =^  0  hhp  =  QO.  Nach  dem  Courier' sehen  Satze,  der  durch 
die  Gleichung: 
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0  0 

ausgesproclien  ist,  erhält  man  dadurcli: 

/(f)  =  2/(x) 

oder 

/(i)  =  2/(«). 

Hieraus  folgt,  dass  /  [a)  entweder  für  alle  Werthe  von  a  ver- 
schwindet oder  unendlich  gross  werden  muss,  wenn  a  sich  der 
Null  nähert.  Wenn  a  sich  der  NuU  nähert,  wird  X  unendhch. 
Erinnert  man  sich  an  die  Bedeutung  von  /  («)  und  erwägt, 
dass  Q  ein  echter  Bruch  ist,  und  dass  weder  e  noch  e  unend- 
lich werden  können,  wenn  X  ins  UnendHcho  wächst,  so  sieht 
man  ein,  dass  der  zweite  Fall  nidit  statttiuden  kaim  und  daas 
daher  für  alle  Werthe  tou  l 

sein  muss. 

In  ähnlicher  Weise  soll  der  Eftll  behandelt  werden,  dass 
der  Körper  C  kein  schwanir,  sondern  ein  beliebiger  ist  Von 
demselhen  soll  nicht  voransgeeetzt  werden,  dass  er  homogni 
ist;  theils  an  seiner  Oberfläche,  theils  in  seinem  Innern  werden 
daher  die  Strahlen,  die  von  der  schwarzen  HttUe  auf  ihn  fallen, 
die  mannigfaltjgBtenModiioationen  erleiden IritoiBn.  Ansdiesem 
Grande  nrass  als  Yorberertnng  zn  dem  zu  Murenden  Beweise 
eine  üntersiiclning  der  StraUnng,  die  swisohen  scbwazzen 
Flftclien  f^teioher  Temperator  durcih  befiefaige  Efiiper  hindurch 
stattfindet^  TOfgenommen  werden*  Dieser  Untersncfaiingy  die 
sich  ftof  den  eben  bewiesenen  Sats  stQtsVj  sind  die  nAcbsten 
Paragraphen  gewidmet 

Strahlung  schwarzer  Flächen  gegen  einander. 

Wenn  das  Strahlenbündol,  welches  der  schwarze  Körper 
C  durch  die  Oeffiiungen  1  und  2  aussendet,  thiilweise  gerad- 
linig polarisirt  wäre,  so  müsste  die  Polarisationsebene  des  po- 
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larisirten  Antheiles  sich  drehen,  wenn  der  Körper  C  um  die 
Axe  des  Strahlenbiuidcls  gedreht  würde.  Eine  solche  Drehung 
müsste  daher  den  Werth  von  e  ändern.  Da  nach  der  be- 
wiesenen Gleichung  eine  solche  Aendeiouig  nicht  eintreten  kann, 
so  hat  das  Strahlenbündel  keinen  geradlinig  polarisuien  Theil. 
Es  läset  sich  beweisen,  dass  dasselbe  auch  keinen  cii'cular  pu- 
larisirten  Theil  haben  kann.  Der  Beweis  dafüi'  soll  aber  hier 
nicht  geführt  werden.  Auch  ohne  denselben  giebt  man  zu, 
dass  schwarze  Körper  sicli  denken  lassen,  in  deren  Stnirtiir 
kein  Grund  liegt,  weshalb  sie  in  irgend  einer  Kichtung  mehr 
rechts-circalar  polarisirte  Strahlen  als  links-circular  polarisii-te 
Strahlen  aussenden  sollten.  Von  dieser  Beschaffenheit  saileai 
die  sohwazzen  KOrper,  die  in  der  wteren  Betrachtung  tot- 
kommen,  Torausgesetzt  werden;  sie  geben  in  allen  Riolitongen 
niohtDolarisirte  StraUen  aoB. 

9.  7. 

Die  mit  e  bezeichnete  Grösse  hängt  ausser  von  der  Tem- 
perator  und  der  Wellenlänge  von  der  Gestalt  und  relativen 
Lage  der  Oefinungen  1  und  2  ab.  Bezeiohnet  man  dnrdi 
und  tr^  die  Projectionen  der  Oeffnungcn  auf  Ebenen,  die 
senkrecht  auf  der  Axe  des  betrachteten  Strahlenbündek  stahei^ 
und  nennt  $  die  Entfernung  der  Oeffirangen,  so  ist: 

wo  I  nur  eine  Function  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur 
bedeutet 

{.  8. 

Da  die  Gestalt  des  Körpers  C  eine  willküi-hchc  ist,  sc»  kann 
man  für  denselben  auch  eine  Fläche  substituiren,  welche  die 
Oeflfnung  1  gerade  ausfüllt,  imd  welche  ich  die  Fläche  1  nennen 
will;  der  Scliirm  kann  dann  fortgedacht  werden.  Auch  der 
Schimi  63  kann  fortgedacht  werden,  wemi  man  das  Strahlen- 
bündel, auf  welches  sich  e  bezieht,  als  dasjenige  definirt,  das 
von  der  Fläche  1  auf  die  Fläche  2  QM,  welche  die  Oeffiuing 
2  gerade  anafüllt. 
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i.  9. 

fime  Ealgeroog  ans  der  letzten  Gleidumgi  die  sich  xxa^ 
mittelbar  darbietet,  imd  die  q^iter  benotet  werden  wird,  ist 
die,  daas  der  Werth  tob  e  nnge&Ddert  bleibt,  wenn  man  die 
Oeffimngen  1  mid  2  mit  einander  Tertaaecfat  denkt 

f  la 

Es  soll  jetst  ein  Sate  bewiesen  werden,  welcher  als  eine 
Yerallgemeinerang  des  im  letzten  Paragraphen  aasgesproobenen 
Satzes  betrachtet  werden  kann. 

Zwischen  den  beiden  sofawaizen  Fl&chen  gleicher  Tem- 
peratur, 1  und  2,  stelle  man  sich  Körper  vor,  welche  die 
Strahlen,  die  jene  einander  zusenden,  auf  beliebige  Weise 
biH  clien,  refiectii'en  und  absorbiren.  Es  können  mehi'ere 
Strahlenbündel  von  der  Fläche  1  nach  der  Fläche  2  gelangen; 
unter  diesen  wähle  man  eins,  betrachte  von  demselben  bei  1 
den  Theil,  dessen  AVellenlängen  z-w-isclien  A  und  ?.  +  Hegen, 
und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  deren  Pohuisations- 
ebenen  die  auf  einander  senki'echten  (sonst  behebigen)  Ebenen 
«j  und  sind.  AVas  von  der  ersten  Componente  in  2  an- 
kommt, zerlege  man  in  zwei  Componenten,  deren  Polarisations- 
ebenen die  auf  einander  senkrechten  (sonst  beliebigen)  Ebenen 

imd  \  sind.  Die  Intensität  der  nach  cu^  polarisirten  Com- 
ponente sei  Kd?..  Von  dem  Strahlenbündcl,  welches  auf  dem- 
selben Wege  wie  das  vorige  von  2  nach  1  geht,  betrachte  man 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenltogen  zwischen  X  und  X  +  dX  . 
liegen,  mid  zerlege  diesen  in  zwei  nach  nnd  6,  polarisirto 
Conqponenten.  Was  ton  der  ersten  Oomponente  in  1  ankommt, 
zerlege  man  in  zwei  Oomponenten,  deren  Polarisationsebenen 

nnd  bj  sind.  Die  Ihtensttftt  der  nach     pabunsbrten  Com- 
ponente sei  JT  <^iL  Dann  ist 

K=-  K  '. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  soll  zunächst  unter  der  Voraus- 
setzung geführt  werden,  dass  die  betrachteten  Strahlen  auf 
ihrem  Wege  keine  Schwächung  erleiden,  luiter  der  Voraus- 
setzung also,  dass  die  Brechungen  und  Reliexiouen  ohne  Ver- 
lust geschehen,  dass  Absoiption  nicht  stattfindet,  und  dass  die 
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ans  1  nach     polarisirt  «nstaretondeii  StnUeii  in  2  nach 
polazisirt  ankommeOf 

Durch  den  Ifitte^^nnkt  Ton  1  lege  man  eine  Bbene  senk« 
recht  cor  Axe  des  hier  anstretenden  oder  ankonunendep 
SfcrahlenUbidelB  und  denke  eich  in  dieser  ein  rechtwinkliges 
OoordinatensjBtem,  dessen  An&ngspunkt  jener  Mittel^pinikt  ist 
Xj,  yj  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene,  Fig.  27. 
Li  der  Einheit  der  Entfernimg  von  dieser  Ebene  denke  man 
sich  eine  zweite,  ilir  paiallele  und  in  dieser  ein  Coordinateu- 
qrstem,  dessen  Axen  parallel  denen  jenes  sind  und  dessen  An- 
fangspunkt in  der  Axe  (l«^s  Stiahlenbündels  liegt  j*,,  seien 
die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Ebene.  In  ähiiliiher 
Weise  lege  man  dui'ch  den  Mittelpunkt  von  2  eine  Ebene  senk- 
recht znr  Axe  des  hier  austretenden  oder  auffallenden  Strahlen- 
bündels und  führe  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
qrstem  ei%  dessen  Anfangspuidct  der  genannte  Mittelpunkt  ist. 

T,,  1/2  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene.  In  der  Einheit  d(>r  Entfemnng 
Yon  dieser  Ebene  nnd  ihr  parallel  denke  man 
sich  endlich  eine  vierte  nnd  in  derselben  ein 
Goordinatensystem,  dessen  Axen  den  Axen 
^      yt  ptu^el  dessen  Anfangs 

pnnkt  in  der  Axe  des  Strahlenbttndels  liegt 
«4,  seien  die  Ooordinaten  eines  Punktes 
dieser  vierten  Ebene. 
"^"^""^^C^Sii^«  Yon  einem  beliebigen  Punkte  (dr^  y^)  geht 
em  Strahl  nach  einem  beÜelngen  Pnnkte 
(•^2)  y^))  ^®  er  gebranoht,  nm  von 

jenem  Pnnkte  nach  dkisem  zn  gegangen,  sei  2*;  sie  ist  eme 
Fanction  von  x^,  i/., ,  welche  als  bekannt  Toransgeeetrt 

werden  soll.  Wenn  die  Punkte  {x^y  tmd  (a?^,  auf  den 
Wege  des  genannten  Strahles  liegen,  so  ist  (wenn  der  Kürze 
wegen  die  Fortpflanzungsgeschwindij?keit  des  Strahles  im  leeren 
Eivume  als  Einheit  angenommen  wirdj  die  Zeit,  die  der  Strahl 
gebraucht,  um  von  {x^  y,)  nach  {x^  yj  zu  gelangen. 
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Gesetel^  die  Pnnkle  y,)^  (#4,  yj  wireii  gegeben  und 
die  Fimkte  (#1,  y^),  («^,  y^)  geraiclit^  eo  'wftrde  man  diese  finden 
kSnnen  ans  der  fiedingnng,  daes  der  eben  an^esteltte  Aos- 
dmck  ein  ICimmmn  ist  Nimmt  man  an,  daes  die  8  Oooidi- 
»•*en  «1,  yj,      y%i  ^3»  ys>  unendKch  kkin  and,  so 

drOckiBn  Memaöh  die  folgenden  Gleichnngen  die  Bedingung 
dafür  ans,  dass  die  vier  Punkte  (^„y,),  (^s^ys)»  (^4»yJ 

auf  einem  StraUe  Hegen: 

Nun  sei  (xj,  //j'^  ein  Punkt  der  Protection  der  Fläche  1 
aul'  die  Ebene  der  .r^,  y^^  und  dx^^  dy^  ein  Element  dieser 
Protection,  in  dem  der  Punkt  {x^,  liegt  und  das  von  einer 
höheren  Ordnung  unendUch  klein  ist,  als  die  Flächen  1  imd  2 
es  sind,  [x^,  ?/.,)  sei  ein  Punkt  eines  Strahls,  der  von  [x^,  y^) 
ausgehend  die  Flache  2  trifft,  dx^,  dy^  ein  Flächenelement,  in 
dem  der  Punkt  liegt,  von  derselben  Ordnung  wie 

dx^y  dyy  Die  Intensität  der  Strahlen  Ton  den  bezeichneten 
Wellenlfingen  tind  der  gewählten  Polarisationsrichtang,  die  von 
d»^  dy^  ansgehend  durch  dt^  ify,  treten,  ist  dann  nach  ^  7: 

dlJdx^dpi  dx^dy^. 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  gelangt  diese  Strahlen- 
menge ungeschwächt  auf  die  Fläche  2  und  bildet  ein  Element 
der  mit  KdX  bezeichneten  Grrösse.  £s  ist  K  das  gehörig  be- 
grenzte Integral 


Hier  ist  die  Integration  naoli  md  Uber  diejenigen 
Werthe  anssodelmen,  i?etche  diese  OrOsien  nacb  doi  ftr  sie 

aufgestellten  Gleichnngen  erhalten,  T^Übrend      und  y^  con- 

stante  Werthe  behalten  und  x^^,  ?/,  alle  Werthe  annehmen,  die 
den  Punkten  der  Projection  der  Fläche  2  auf  die  Ebene  der 
Xj,  entsprechen;  dann  ist  die  Integration  nach  .Tj,  über 
die  Projection  der  Fläche  1  auszuführen.  Das  in  der  bezeich- 
neten Weise  begrenzte  Doppelintegral 
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WO  die  Integratioii  Über  die  Projection  der  Elftclie  2  aaBni- 
dehnen  ist  Hiernach  wd: 


WO  die  Integration  über  die  Projectloneu  der  iPl&chen  1  und  2 

zu  nehmen  ist. 

Behandelt  man  auf  dieselbe  Weise  die  mit  JT  bezeichnete 
Grösse  und  benutzt  dabei,  dass  ein  Strahl  dieselbe  Zeit  ge- 
branohti  um  den  Weg  zwis(dieii  zwei  Punkten  in  dem  cinoi 
oder  in  dem  anderen  Sinne  znrSokziilegen,  so  findet  man  ftr 
IT  denselben  Ansdmcky  der  ftr  JT  gefimden  ist 

Hierdurch  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  unter  der 
besehi'änkenden  Voraussetzung,  unter  der  er  zunäcLst  bewiesen 
werden  sollte.  Diese  Beschränkung  mrd  aber  unmittelbar  ge- 
hoben durch  eine  von  Helniholtz  in  seiner  physiologischen 
Optik  S.  169  gemachte  Bemerkung.  Helniholtz  sagt  hier 
(l)ei  etwas  anderer  Bezeichnung):  „Ein  Lichtstrahl  gelange  narh 
behebig  vielen  Brechungen,  Retiexionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkie 
1  nach  dem  Puidcte  2.  In  1  lege  man  durch  seine  Richtimg 
zwei  beliebige  auf  einander  senkrechte  Ebenen  und  b^,  nach 
welchen  seine  Schwingungen  zerlegt  gedacht  werden.  Zwei 
eben  solche  Ebenen  und  werden  durch  den  Strahl  in  2 
gelegt.  Alsdann  lässt  sich  folgendes  beweisen:  Wenn  dis 
Quantität  i  nach  der  Ebene  polarisirten  Lichts  von  1  in 
der  Bichtung  des  besprochenen  Strahls  ausgeht  imd  davon  üs 
Qnantitftt  k  nach  der  Ebene  polarisirten  Lichts  in  2  an- 
kommt 80  wird  rOokwSrtSi  wenn  die  Qnantttit  i  Baoh  i%  po- 


ist  aber 


oder  nach  den  (^leichongen  ftr  se^ 
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laiisirten  Lichts  Ton  2  ausgeht^  dieselbe  Quantität  k  nach  o, 
polariarten  Lichts  in  1  ankommen^).'' 

Benntrt  man  diesen  Satz  nnd  bezeichnet  mit  /  den  Werth 

des  Yeilüdtmsses  j  ftr  die  beiden  Strahlen,  die  zwischen  den 

Punkten  (•^'u       tmd  (j*2j  ^2)  einen  und  dem  anderen 

Sinne  sich  bewegen,  so  erhiilt  man  sowohl  l'iir  K  als  flir  A" 
einen  Aiisdmck,  der  von  dem  gefundenen  nur  dadurch  sidi 
unterscheidet^  dass  unter  den  Integralzeichen  noch  /  als  f'actor 
auftiitt 

Die  Gleichheit  Ton  K  und  K'  findet  hiernach  auch  dann 
statt,  wenn  y  einen  wschiedenen  Werth  für  die  Strahlen  hat, 
in  welche  eines  der  verglichenen  Strahlenbiludel  getheilt  werden 
kann;  sie  hört  z.  B.  nicht  auf,  wenn  ein  Theil  des  Strahlen- 
hUndels  durch  einen  Schirm  aufgefangen  wird. 

11. 

Von  denselben  Strahlenbündeln,  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  einander  verglichen  sind,  gilt  auch  der  folgende  Satz:  Von 
dem  Strahlenbtindel,  welches  von  1  nach  2  geht,  betrachte  mau 
bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwischen  k  und  X  +  dX 
liegen,  und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten,  die  nach 
und  h.,  polarisirt  sind;  die  Intensität  der  ersten  Componente 
sei  HdX.  Von  dem  Strahlenbtindel,  welches  von  2  nach  1 
geht,  betrachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  Welleidängen 
zwischen  X  und  X^^-dX  liegen,  und  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponenten, die  nach  und  6,  polarisirt  sind.  Was  von  der 
ersten  Componente  in  1  ankommt^  sei  JB'dL  Dann  ist 


0  Der  Sate  von  Helmholts  gUt,  wie  dieser  bemerkt,  nicht,  wenn 
die  PobiiBitioiiaebene  des  Strahles  eine  DnlmBg  eifthrt^  wie  msgiietiiche 
Kiifte  sie  naeh  der  EnMedkimg  Faraday's  hervoariiriii^an}  sua  hat 

daher  bei  den  folgenden  Betrachtungen  magnetische  Kilfle  sich  als  nicht 

wirksam  zu  denken.  Helmholtz  beschränkt  seinen  Satz  auch  durch  die 
Annahme,  dass  das  Licht  keine  Aendernng  der  Brechbarkeit  erfalire,  wie 
sie  bei  der  Fluorescenz  vorkommt;  diese  BeschrÄnkung  hört  auf  nöthig 
zu  sein,  wenn  man  bei  der  Anwendung  des  Satzes  immer  nur  Strahlen 
einer  WeHenllnge  fais  Ange  ftatt 
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Der  Beweis  dieses  Satees  isfe  der  folgende.  K  und  JT 
sollen  dieselbe  Bedentnng  ivie  im  Torigen  Paxagraplien  liaben; 
L  und  U  seien  die  Grtaen,  die  ans  JTnnd  Sf  entsteheiv  wenn 
die  Ebene  mit  der  Ebene  ratansdit  wird.  Bann  ist 
L  »  L,  ebenso  wie  JT«  JT.  Weiter  ist 

weil  senkreofat  auf  einander  polarisirte  Strahlen  nicht  inter- 

feriren,  wenn  oe  anf  dne  gemeinschaftliche  Polarisatiomwibepe 

zorflckgeftbrt  sind,  £idk  sie  Theile  eines  nidi^^ 

sind,  nnd  nach  {.  6  die  Vlfiche  1  nidiipidansirte  Sizahlen  ans- 

sendet 

Endlidi  hat  man  • 

weil  zwei  Sb'ahlen,  deren  Polarisationseboiien  senkrecht  auf 
einander  sind,  nicht  interfeiiren.  Aus  diesen  Grleicliungen  folgt: 

§.  12. 

Es  habe  Fig.  25  dieselbe  Bedeutong,  die  in  §.  4  angegebeD 
ist,  nur  sei  der  Körper  C  kein  schwarzer,  sondern  ein  beliebiger. 
Die  Oeffhnng  2  sei  durch  die  Fläche  2  verschlossen.  Diese 
Fläche  sendet  durch  die  Oeffimng  1  auf  den  Köiper  C  ein 
Strahlenbflndel,  das  Ton  dieeem  snm  Theil  abeorbirt»  ram  Xhäl 
durch  Brechungen  und  Beflerionen  nach  Tersehiedenen  Bicb- 
tungen  zerstreut  wird.  Von  diesem  Strahlenbflndel  betradite 
man  zwischen  2  und  1  den  Thefl,  dessen  Wellenlftngen  swischeB 
A  und  X'\-dX  liegen,  und  zerlege  denselben  in  zwei  Oon^o- 
nenten,  die  nach  der  Ebene  a  und  der  auf  dieser  senkrecfalea 
Ebene  poladsirt  sind.  Was  Ton  der  ersten  Oomponente  der 
Absorption  durch  den  Körper  C  entgeht,  also  die  schwane 
Hülle  trifft,  in  die  der  Körper  C  eingeschlossen  ist,  sei  BfiL 
Von  den  Strahlen,  welche  die  Theile  dieser  Hülle  dem  Körper 
C  zusenden,  werden  gewisse  durch  die  Oeffhung  1  auf  die 
Fläche  2  fallen;  durch  die  Vermittelung  des  Körpers  C  wird 
so  ein  Strahlenbündel  erzeugt,  welclies  durch  die  ( )eÜnun2:  1 
nach  der  Fläche  2  geht.  Von  diesem  betrachte  man  den  Theil, 
dessen  Wellenlängen  zwischen  X  und  X-^dX  liegen,  und  zer- 
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lege  denselbeii  in  zwd  Oomponeiiten,  die  nach  a  und  der  auf 
a  senkrechten  Ebene  polaiiairt  sfaid.  Die  Intensit&t  der  ersten 
Componente  sei  MdL  Dann  ist 


Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  eigiebt  sich  aus  dem  Satze 
des  vorigen  Paragraphen,  wenn  man  diesen  auf  alle  Strahlen- 
bündel  anwendet,  welche  die  Fläche  2  und  je  ein  Element  der 
schwarzen  Hülle,  die  den  Körper  C  umgiebt,  dnrch  Yermitt- 
Inog  des  Körpers  C  mit  einander  austauschen ,  und  dann  die 
Somine  der  Gleichongen  bildet,  die  man  so  erh&Lt 


Beweis  des  Satses  §.  3  fflr  beliebige  Körper. 

Man  denke  sich  die  in  Fig.  26  dargestellte  und  in  §.  5 
beschriebene  Anordnung;  nur  der  Körper  C  sei  kein  schwarzer, 
sondern  ein  beliebiger.  In  den  beiden  dort  bezeichneten  Fällen 
tiiulet  auch  dann  das  Gleichgewicht  der  Wärme  statt;  auch 
dami  muss  daher  die  lebendige  Blraft,  die  durch  Entfernung 
der  schwarzen  Fläche  3  dem  Körper  C  entzogen  wird,  der 
lebendigen  Krnl't  gleich  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des 
Hohlspiegels  zugeführt  wird.  Die  in  §.  5  gebrauchten  Zeichen 
sollen  in  unveränderter  Bedeutung  hier  benutzt  werden;  die 
Zeichen  JE  und  A  sollen  die  in  ^  2  angegebene  Bc^deutuDg 
haben. 

Wird  die  Fläohe  d  entfernt;  so  werden  dem  Körper  C 
die  Strahlen  entzogen,  die  diese  Fläche  ihm  zusendete;  die 
Intensität  des  Thefles  dieser  Strahleo,  den  er  absorbirte^  ist 


sind  die  Strahlen  aufzusuchen,  die  dem  Körper  durch 
Anbringung  des  Hohlspiei^els  zugeführt  werden.  Alle  diese 
8tr;i]den  müssen  von  dem  Hohlspiegel  nach  der  Platte  P,  von 
dieser  nach  der  Oeffnung  1  geworfen  werden  und  diese  in 
Richtungen  passiren,  als  kämen  sie  von  der  Oefl'nung  2  her. 
Sie  haben,  bevor  sie  den  Hohlspiegel  treffen,  entweder  schon 
eine  ÜeÜexion  von  demselben  erlitteui  oder  nicht  In  dem 
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ersten  Falle  können  sie  nur  durch  Vermittlung  des  Köipen 
C  wieder  zu  dem  Hohlspiegel  aurflnkgeliuigt  sein  auf  dem  Wege, 
der  dem  eben  besohiiebenen  entge^ngesetat  ist  Es  SOI  sn- 
n&chst  TOzansgesetEt  werden,  dasa  der  KOzper  C  eine  aoldie 
Lage  hai^  dasa  von  SfaraUen,  die  durdi  die  Oeffimngen  2  imd 
1  za  ihm  gelangen,  nur  ein  unendlidi  kleiner  Bmchtheil  ytm. 
ihm  wieder  durch  die  Oeffirang  1  nach  der  Oeffinmg  2  zurück- 
geworfen  wird.  Dann  hat  yon  den  Strahl^  um  deren  Unter* 
sachang  ee  sich  handelt,  nur  ein  unendlidi  kleiner  Bmchtiiefl 
eine  mehrmalige  Beflexion  am  Hohlspiegel  erlitten,  und  es  kk 
ausreichend,  die  Strahlen  zu  betrachten,  welche  nur  einmal 
am  Hohls])iogel  retiectirt  sind.  Von  diesen  ist  ein  Thcil  vom 
Küii)er  (/  ausgegiiiigen .  der  andere  von  der  schwarzen  Hülle. 
Der  erste  Thcil  hat  eine  zweimahge  Reflexion  an  der  Platte 
P  erfahren;  die  lebendige  Kraft,  die  von  ihm  der  Körper  C 
absorbirt,  ist 


Der  zweite  Theil,  weldier  ron  der  achwanen  Hidle  an- 
gegangen ist,  kann  idedenun  als  ans  zwei  Q!heflen  bertehead 
angesehen  werden,  aus  einem,  der  ebne,  und  einem  zweKen, 

der  durch  Vermittlung  des  Körpers  C  zum  Hohlspiegel  ge- 
langt ist.   Jener  rührt  von  Strahlen  her,  die  von  der  dem 

Hohlspiegel  gegenüberliegenden  schwarzen  Wand  ausgegangen 
^ind  und  die  Platte  P  durchdrungen  haben,  von  dem  Hohl- 
spiegel nach  der  Platte  P  und  von  dieser  nach  der  Oeffuuiig 
1  reflectirt  sind.  Ohne  zu  untersuchen,  von  welchem  Theile 
der  schwarzen  Wand  diese  Strahlen  ausgegangen  sind,  findet 
man  ilire  Intensität  mit  Hülfe  des  §.11  bewiesenen  Satzes. 
Bei  Rücksicht  auf  diesen  ergibt  sich  die  Intensität  derjenigen 
von  diesen  Strahlen,  die  von  dem  Köiper  C  absorbirt  werden, 


0 

Um  endlich  die  Intensität  der  Strahlen  zu  finden,  welche  ^en 

der  schwarzen  Hülle  ausgehend  durch  Vermittlung  des  Körpers 
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C  nach  dem  Hohlspiegel,  yon  diesem  nach  dem  Edrper  C 
zorftckgelaDgeiL  imd  hier  abeoTlnrt  werden,  nenne  man  N  den 
Werth,  in  welchen  die  12  nut  üf  beeeichnete  Gbtae  dadnrdi 
übergeht,  dass  die  Fkfcte  P  an  ihren  Ort  gebracht  nnd  die 
Pläclie  8  entfernt  wird;  die  genannte  Intensität  ist  dann 


Der  ünteraofaied  Ton  Jlf  mid  N  rOhrt  aUein  her  von  der  Aen^ 
derong,  welche  die  von  der  schwanen  HuUe  dnroh  die  Oeff- 
nnng  1  auf  den  Körper  C  iUlenden  Strahlen  durch  Anbringung 
der  Platte  P  und  Entfiomung  der  Slftohe  8  erleiden.  Denkt 
man  sich,  daea  die  Platte  P  an  ihren  Ort  gebracht,  die  Fl&che 
8  aber  nicht  entfernt  werde^  so  kann  M  gar  keine  Aendenmg 
er&hren,  da  alle  StraUenbfindel,  welche  nach  der  Oeffinmg  1 
gehen,  ungeändert  bleiben;  das  yon  der  Flftche  2  herkommende 
Strahlenbtlndel  z.  B.  erfährt  durch  Reflexion  an  der  Platte  P 
einen  Verlust,  der  gerade  ersetzt  wird  durch  die  Keflexion  der 
von  der  Fläche  3  ausgehenden  Strahlen.  Der  Unterschied 
M  —  N  ist  daher  allein  durch  die  Entfernung  der  Fläche  3 
hervorgebracht  und  ist  also  gleich  dem  Theile  von  Jf,  der  her- 
rührt von  den  Strahlen;  die  die  Fläche  3  durch  Vermittlung 
der  X^latte  P  nach  dei*  Oeti'inuif^  1  sendet.  Nach  der  Voraus- 
setzunt:,  die  in  diesem  Paragraphen  iil^er  die  Lage  des  Körpers 
C  gemacht  ist,  ist  daher  ^f  —  N  nnendhcli  klein  gegen  die 
Intensität  der  Strahlen  von  tilcicher  Wellenlänge,  welche  die 
Fläche  3  durch  Vermittlung  der  Platte  P  nach  der  Oeflfnung 
1  sendet,  also  auch  unendUch  klein  gegen  die  Intensität  der 
Strahlen  von  gleicher  Wellenlänge  nnd  der  Polarisationsebene 
a,  welche  die  Fläche  2  bei  Abwesenheit  der  Platte  P  nach 
der  Oefi'nung  1  sendet,  daher  endlich  auch  unendlich  klein 
gegen  die  $.  12  durch  bezeichnete  Grösse  (yoraofgesetat 
dass  1  —  ^  nicht  unendlich  klein  ist).  Da  aber,  wie  an  dem 
eben  angefbhrten  Orte  geaeigt^  iT  »  Jf  ist^  so  Innn  man  also 
aetsen 
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l^ach  der  von  M'  gegebenen  Definition  ist  aber 
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und  daher 


0  0 

Die  am  Anfiuige  dieses  Paragraphen  ausgeBprodiene  Behanp- 
tmig  ivird  daher  durch  die  Gleidiniig  anagedrfiofct: 

CO  J  CB  • 

fdlerAm^y dXIlr^A+J  dker  {l—r)A  +  f  dXe  A, 

0  0  0  0 

oder  durch  die  Gleichung: 

Jdk{E—Ae)Ar'  =  0. 

0 

Durch  dieselben  Betrachtungen,  die  in  §.  5  üi  Bezug  auf  eine 
ähnUche  Grleichung  angestellt  sind,  gelangt  man  von  dieser  in 
dem  Schlüsse,  dass  f&r  jeden  Werth  von  X 

E 

oder,  wenn  man  ftr  t  seinen  Werth  ans  {•  7  seist: 

ist 

Hienhirch  ist  der  Saiks  ^  8  bewiesen  mitor  der  YonBS- 
Setzung^  dass  von  dem  Strahl^hündei,  welches  von  der  Flicbe 
2  dmrah  die  Oeffiimig  1  auf  den  EOiper  C  flült,  kein  endliolMr 
Theü  dorch  diesen  nach  der  flftche  2  zmrttckgewoite  wiid; 
dass  der  Sats  anch  ohne  diese  BeschrBokong  ^t,  sieht  man 
em,  wenn  man  erwägt,  dass,  wenn  die  genannte  Yoranssetang 
nicht  erfüllt  ist,  man  den  Körper  C  nur  unendHch  wenig  ss 
drehen  braucht,  um  ihr  zu  geniigen,  und  dass  durch  eine  solche 
Drehung  die  Grössen  £  und  A  nur  uuendlick  kleine  Aende- 
rungeu  erleiden  können. 

14. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  §.  3. 
Die  durch cre führten  Betrachtungen  setzten  voraus,  dass  der 
Kaum,  in  dem  die  Strahlung  erfolgt,  ein  leerer  ist  Dieselben 
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Betrachtungen  gelten  aber  auch,  wenn  dieser  Raum  (lm*ch 
ii-gend  ein  vollkonmien  tliathermanes  Mittel  angefüllt  ist;  nur 
wird  die  Function  /  dann  eine  andere  sein,  als  in  jenem  Falle. 
Das  Zeichen  /  möge  für  den  leeren  Kaum  beibelialten  und  1' 
die  entqpreohende  Function  Ton  Wellenlänge  luid  Temperatur 
fbr  ein  gewisses  diathermanes  Mittel  genannt  werden;  ist  n  das 
Brec  liungsverhältniss  desselben  bei  der  Temperatur  und  für 
die  Wellenlänge,  auf  welche  /und  T  sich  benehen^  so  be- 
steht eine  dnfiuhe  Belation  zwisdien  I  nnd  n;  dieselbe  er- 
giebt  sich,  wie  hier  gezeigt  werdien  soll»  aas  dem  eben  be- 
wiesenen Satze. 

Man  danke  sich  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte 
Schicht  des  diathermanen  iMjttels,  welche  auf  der  einen  Seite 
mit  der  schwarzen  fläche  F  in  Be-  ^ 

rOhmng  steht  DieDicfce  der  Schicht     

sei  s  1.  Für  diesen  Körper  soll  t 
das  Absorptionsvermögen  A  und 
das  Emissiünsveini(")gen  E  in  Be- 
zielumg  aiif  ein  gewisses  Strahleu- 
bündel    aufgesucht   werden.  Die 


Oetliumgen  1  und  2,   welche  die  5 
Gestalt   des    Straiilenbündels  be- 
stimmen,  sollen  sich  in  den  Schir-  r 


men  .S'j  und  S.^  befinden,  von  denen 

der  erste  die  bisher  als  frei  gedachte  Fläche  der  Schicht  l)e- 
deckt,  und  der  zweite  ieiiem  parallel  ist;  die  Verbindungshnie 
der  Mittelpmiktc  der  üetVnungen  sei  senkrecht  zu  den  Schirmen. 
Yen  einem  Strahlenbündel  von  gewisser  Wellenlänge  und 
Polarisationsrichtang,  welches  von  der  OefiEuung  2  nach  der 
Oeffiiung  1  gelangt»  wird  in  der  letzteren  ein  Bruclitheil,  der 
dnroh  q  bezeichnet  werden  möge,  reflectirt;  das  Uebrige  gis- 
langt  zur  Häohe  F  nnd  wird  hier  ToUständig  absorbirt;  es  ist 
daher 

TJm  E  m  finden,  bezeichne  man  dnrdi     y,  durch 

und  durch  x.,^  y.,  die  Coordinaten  eines  Pnnktes  der  Fläche 
Fy  der  Oeffnung  1  und  der  Oeffnung  2,  gerechnet  von  dem- 
jenigen Punkte,  der  in  der  Axe  des  Strahlenbündels  sich  be- 
Kirthkofr,  nwiHiinlH  Abhudtavfn.  88 
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findet.  Liegen  diese  drei  Punkte  in  einem  Strahle,  so  mu<<. 
wenn  s  wieder  die  Entlernung  der  beiden  Oefinungeu  IjedeuUit, 


ein  Minhmim  in  Bedehnng  auf  und  jr,  sdn;  d.  b.  es  nuns 
sein: 

Sind  10^  und  to,  die  Fl&ohen  der  beiden  Oeffirangen,  so  findet 
man  durch  ttne  Betracbtongy  me  sie  in  grosserer  .Allgsnifiitt' 
heit  in  {.  10  angestellt  ist^  die  IhtensHAt  der  StraUoi  (foi 

der  Polarisationsebene  a  und  Wellenlängen,  die  zwischen  l 

jmd  l  +  dl  liegen),  welche,  von  F  auf  die  Oeiliiung  1  ÜBdleod. 
Theüe  nach  der  ücü'uuüg  2  liiu.suniku, 

d.  h. 

  Tdl 


Von  diesen  Strahlen  geht  der  Bmchtheil  1  —  p  durch  & 
Oefifhung  1  und  gelangt  zur  Oeffnung  2.   Es  ist  also 

Setzt  man  diese  Werthe  von  A  und  jE^  in  die  Gleichung 
SO  ergiebt  sich: 


§.  15. 

Einige  £*olgeruugeu  aus  dem  Satze  §.  3. 
Wenn  man  einen  bestimmten  Körper,  einen  Platindnüit 
Z.  allmftlig  erhitzt»  so  sendet  er,  bis  seine  Temperatur  eine 
gewisse  geworden  ist,  nur  Strahlen  aus,  deren  Wellenläugei 
grosser  sind,  als  die  der  sichtbaren  Strahlen.  Bei  einer 
wissen  Temperatur  fiingen  Strahlen  ron  der  Wettenlinge  dm 
Bussenten  Both  an  sieb  zu  zeigen;  steigt  die  Tempersitnr  bSkcr 
und  bSber,  so  kommen  Strahlen  Ton  kleinerer  und  kkiuefff 
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"Wellenlänge  hinzu,  in  der  Art,  dass  bei  jeder  Temperatur 
Strahlen  von  einer  entsprechenden  Wellenliinge  neu  hinzu- 
treten, während  die  Intensität  der  Stralileii  grösserer  Wellen- 
längen wächst.  AVendet  man  den  bcw-iescnen  Satz  auf  diesen 
Fall  an,  so  sieht  man,  dass  die  Function  /,  füi*  eine  Wellen- 
l&Dgei  gleich  ^ull  ist  für  alle  Temperaturen  unterhalb  einer 
gewisseOf  der  Wellenlänge  entsprechenden  Temperatur  und  für 
höhere  Temperaturen  mit  diesen  wächst.  Hieraus  folgt,  wenn 
man  nun  denselben  Satz  auf  andere  Köi'per  anwendet,  dass 
alle  Körper,  wenn  ihre  Temperatur  allmälig  erhöht  wird,  bei 
derselben  Temperatur  Strahlen  yon  derselben  Wellenlftnge  ans* 
zusenden  begbnen,  also  bei  derselben  Temperatur  roth  zu 
gUthen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamen,  Temperator 
gelbe  Strahlen  n.  s«  w.  auszugeben  anfangen.  Die  Intensit&t 
der  Strahlen  Ton  gewisser  Wellenlftnge,  welche  Terscihiedene 
Körper  bei  derselben  Temperator  aossdiicken,  kann  aber  eine 
sehr  yerschiedene  sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Abeorp« 
ttonsvermögen  der  Körper  ftr  Strahlen  der  in  Bede  stehenden 
Wellenlänge.  Bei  derselben  Temperatur  glüht  deshalb  Metall 
lebhafter  als  Glas,  und  dieses  mehr  als  ein  Gras.  Ein  Körper, 
der  bei  den  höchsten  Temperaturen  ganz  (lur(  bsichtig  bliebe, 
wtirde  niemals  glühen.  In  einen  aus  Platindralit  gebogenen 
Ring  von  etwa  5°""  Durchmesser  Ijrachte  ich  etwas  pho->pli()r- 
sanres  Natron  und  erliitzto  dasselbe  in  der  wenig  leuchtenden 
Flamme  der  Bunsen'schen  Gaslampe.  Das  Salz  sclmiolz,  bildete 
eine  liüssige  Linse  und  bUeb  dabei  vollkommen  klar;  aber  es 
leuchtete  auch  gar  nicht,  während  der  dasselbe  berührende 
Platiming  das  lebhafteste  Licht  ausstrahlte. 

Draper^)  hat  aus  Versuchen  den  Schluss  gezogen,  dass 
alle  fißsten  Körper  bei  derselben  Temperatur  zu  glühen  be- 
ginnen. Bei  seinen  Versuchen  hat  er  aber  bemerkt,  dass  ge- 
wisse Köri^er,  wie  Kalk,  Marmor,  Flussspath,  schon  bei  einer 
mediigeren  Temperator  lenohteten,  als  sie  es  nach  diesem  Satze 
bitten  tiran  sollen;  er  nennt  dieses  Leuchten  Phosphores- 
oiren imd  sagt,  dass  ea  dnroh  die  IM>e  sieh  dentUoh  Ton 
dem  Glühen  nntersdieide.  Welchen  Namen  man  aber  anch 


1)  im  Mag;  XXX.  p.  845;  Bed.  Ber.  1847. 

88* 
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diesem  Leucliteii  geben  möge,  es  ist  im  Widerspruche  mit 
dt'iii  Satze  §.  'i,  und  ein  Körper,  der  es  zeigt,  muss  diüier  der 
Vuraussrtzuiig  uiclit  genügen,  die  bei  dem  Beweise  «lieses 
Satzes  gemacht  ist,  er  muss  bei  gleichbluibemler  Temperatur 
nicht  unverändert  bleiben;  das  Phosphoresciren  ist  nicht  eine 
reine  Wirkung  der  Wänne,  ist  nicht  ausschhesshch  durch  die 
Temperatur  bedingt,  sondern  wird  durch  Veränderungen  in  dem 
Körper  hervorgebracht;  haben  diese  Verändenmgen  —  mögen 
sie  chemische  oder  von  anderer  IHsAxa  sein  —  aa^ehdrty  lo 
muss  auch  die  Phosphoiescena  verschwimden  sein. 

§.  16. 

Ana  dem  Satze  §.  3  folgt,  daaa  ein  Körper,  der  wn, 
Strahlen  einer  PolaiiBationsrichtiiDg  mehr  aheorUrty  ak  toii 
denen  einer  anderen,  in  demselben  Yeihtitnisa  Strahleii  tqd 
der  ersten  Pohmsaüonsiichtnng  mehr  anssendeti  als  yon  dam 
der  zweiten.  Es  muss  hiernach,  wie  es  bekanntlich  geachieht» 
ein  gltthender  nndnrchsiohtiger  Körper,  der  eine  ^atte  Ober* 
fl&die  hat^  in  Bichtongen,  die  sohief  sa  dieser  OberflAohe  and, 
Idöht  anssenden^  das  theilweise  polarisirt  ist,  nnd  swar  senk- 
recht zu  der  Ebene,  die  durch  den  Strahl  und  die  Kormale 
der  Oberfläche  geht;  denn  von  einfallenden  Strahlen,  die  senk- 
recht ziu-  I^iulallsebene  pohirisii't  sind,  reflectii't  der  Körper 
weniger,  absurbirt  also  mehr,  als  von  Strahlen,  deren  Polari- 
sationsebene  die  Eiiil'allsebene  ist.  Man  kann  nach  jenem  Satze 
den  l'ülarisationszustand  der  ausgesendeten  Strahlen  leicht  an- 
geben, wenn  man  das  Gesetz  der  üeÜuxiun  auüallender  Strahlen 
kennt. 

Eine  zur  optischen  Axe  i)arallel  geschüÖ'ene  Turmaiin- 
platte  absorbirt  bei  gewöhnlicher  Temperatur  von  Strahlen, 
die  sie  senkrecht  treffen,  mehr,  wenn  die  Polarisatiousebene 
dieser  der  Aze  parallel  ist,  als  wenn  die  Polarisationsebeoe 
senkrecht  zur  Axe  steht  Vorausgesetzt,  dass  die  Tormalin- 
platte  diese  Eigensohait  bei  der  Glühhitze  behält,  muss  sie  bei 
dieser  in  einer  zu  ihr  senkix  chten  Eichtung  Strahlen  aussenden, 
die  theilweise  polarisirt  sind,  und  zwar  in  der  durch  die  q^tisdis 
Axe  gelegten  Ebene,  in  einer  Ebene  also,  die  senkredit  n 
desjenigen  ist,  die  die  Polaiisaüonaebene  des  Tormaliiia  g»- 
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DamKl  mrä.  Ich  liabe  dieee  anMleiide,  ans  d«  entwickelten 

Theorie  sich  ergebende  Folgerung  durch  den  Versuch  geprüft, 
und  sie  hat  sich  bestätigt  Die  benutzten  Turmalinplatten  er- 
trugen, m  dir  Flamme  der  Bunscn' sehen  Lampe  gebracht,  lange 
Zeit  eine  massige  (jlühliitze,  ohne  eine  bleibende  Veränderung 
zu  erleiden;  nur  an  den  Ecken  zeigten  sie  sich  nach  dem  Er- 
kalten getrübt.  Die  Eigenschaft,  hindurchgclieiides  Licht  zu 
polarisiren,  kam  ihnen  auch  in  der  ( rliilihitze  zu,  wenngleich 
in  erheblich  geringerem  Grade ,  als  bei  niederer  Temperatur. 
Es  zeigte  sich  dieses,  indem  man  durch  ein  doppeltbrechendes 
Prisma  durch  die  Turmalinplatte  hindurch  nach  einem  Platin- 
drahte sah,  der  in  derselben  jEüamme  glühte.  Di(^  beiden  Bilder 
des  Platiudrahtes  hatten  eine  imgleicbe  HeUigkeit,  doch  war 
ihr  ünterscliied  viel  geringer,  als  wenn  die  Turmalinplatte 
ausserhalb  d(  r  Flamme  sich  be&nd.  jBs  wurde  dem  doppelt* 
brechenden  Prisma  die  Stellung  gegeben,  bei  der  der  Unter- 
sofaied  der  lichMArice  der  beiden  Bilder  des  Platindralites  ein 
Mariimnn  war;  geeetat»  es  wftre  das  heUere  Bild  das  obere  ge* 
wesen;  es  worden  dann,  nach  Entfenrnsg  des  Flatindrabtesy 
die  bcddan  Bilder  der  TnrmaUoplatfte  mit  einander  TeigHchen. 
Es  war  das  obere  Bfld,  nidit  aii£bülend,  aber  imzwetfölliaft, 
dunUer  ab  das  untere;  die  beiden  Bilder  erschienen  gerade, 
wie  swei  (Reiche,  glühende  Körper  ersdiienen  wBren,  ron  denen 
der  obere  eine  niedrigere  Temperatur  als  der  nntere  besessen 
hätte. 

f  17. 

Noch  eine  Folgerung  aus  dem  bewiesenen  Satze  möge  hier 
zum  Schlüsse  Platz  finden.  Wenn  ein  Raum  von  Körpern 
gleicher  Temperatur  umschlossen  ist,  und  durch  diese  Körper 
keine  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Strahlen- 
bfindel  im  Innern  des  Raumes  seiner  Qoalit&t  und  Intensität 
nach  gerade  so  beschaffen,  als  ob  es  yon  einem  yoUkommen 
schwarzen  Körper  derselben  Temperatur  herkäme,  ist  also  un- 
abhängig von  der  Beschaffenheit  und  Gestalt  der  Körper  und 
nur  durch  die  Temperatnr  bedingt  Die  Bichtigfceit  dieser 
Behanptong  sieht  man  eon,  wenn  man  erwägt,  dass  ein  Strahlen- 
bftndel,  welches  dieselbe  Gkstalt  und  die  entgegengesetzte  Bich- 
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tuDgj  als  das  gewSUte  hai,  bei  den  unendlich  Tielen  Beflerionea, 
die  ee  nach  emander  an  den  gedachten  ESipem  erieidel»  toU- 
stSndig  absorbirt  wird.  In  dem  Binern  eines  nndnrdbsiohtigeu, 
(Mühenden  Hohlkörpers  von  gewisser  Temperatur  findet  hier- 
nach auch  immer  dieselbe  Helligkeit  statt,  welches  auch  im 
Uebrigeu  die  Beschaileuheit  desselben  sein  möge. 


Chemisdie  Aialyse  direh  Speetralbeobaelituigei^). 

£8  ist  bekannt,  dass  manche  Substanzen  die  Eigenschaft 
haben,  warn  sie  in  eine  Flamme  gebracht  werden,  in  dem 
Spectrom  derselben  gewisse  helle  Linien  herrortreten  m  laaeen. 
Man  kann  auf  diese  Linien  eine  Methode  der  qnalitattfen 
Analjse  grOnden,  welche  das  Gebiet  der  ohenuschen  Beae- 
tionen  erheblich  erweitert  uid  bot  Lösmig  bldimr  mmngliig- 
licher  Probleme  fthri  "Wir  beschrfinken  uns  hier  jnm&dHt 
nnr  darauf  diese  Methode  ftr  die  Metalle  der  Alkalien  imd 
alkalischen  Erden  zu  entwideln  nnd  ihren  Werth  an  einer 
Beihe  Yon  Beiqnelen  za  eriSntem. 

Die  erwähnten  Linien  zeigen  sich  um  so  deuthcher,  je 
höher  die  Temperatur  imd  je  geringer  die  eigene  Leuchtki-aft 
der  Fluiiiiiie  ist.  Die  von  Einem  von  uns  angegebene  Gas- 
lampe -)  liefert  eine  Flamme  von  selir  hoher  Temperatur  und 
Sehl*  kleiner  Leuchtkraft;  dieselbe  ist  daher  vor/ugs weise  ge- 
eignet zu  Versuchen  über  die,  jenen  Substanzen  eigenthümlichen 
hellen  Linien. 

Auf  Taf.  U  sind  die  Spectren  dargestellt,  welche  die  ge- 
nannte Flamme  giebt,  wenn  die  so  rein  wie  nii»glich  darge- 
stellten Chlorverbindungen  von  Kahum,  Natrium,  Lithium, 
Strontium,  Calcium,  Baiymn  in  ihr  yerflUchtigt  werden.  Das 
Sonnenspectram  ist,  um  die  Qrientinmg  m  erleichtscn,  bei- 
geOlgt 


1)  Rirchhoff  irnd  £.  Bunsen,  Pogg.  Ann.  Bd.  110.  19¥k 
^  Bansen,  Pogg.  Am.  Bd.  100^  a  85. 
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Die  zu  deA  Yetmusbm  benntste  KaliimiTerbmdimg  irorde 
durch  Glflhen  toh  oliloraaiirem  EaU,  welches  suror  eedha  bis 
achtmal  iiiiiklystallkirt  mstf  daxgeeteUt 

Das  Ohlornatrium  setsten  wir  ans  reinem  kohlensanren 
Natnm  und  Saln&iire  sasammen,  und  reinigten  dasselbe  gleich- 
fiiUs  durch  Öfters  iriederholtes  UmkrystaDisiren. 

Das  Lithionsalz  war  durch  -vierzehnmalige  Fällung  iiiit 
kohlonsaurem  Ammoniak  gereinigt. 

Zur  Diirstelluiig  der  Calcium verbiudung  diente  ein  mög- 
lichst reiner,  in  8iihsäiue  gelöster  Marmor.  Aus  der  Lösung 
desselben  wurde  durch  fractionirte  Fallmig  mit  kohlensaurem 
Ammoniak  kohlensaurer  Kalk  in  zwei  Portionen  idederge- 
schhigeii,  von  welchen  nur  die  zuletzt  niederfallende  in  salpeter- 
sauren Kalk  verwandelt  wurdo.  Das  so  erhaltene  Kalksalz 
lösten  wir  zu  wiederholten  Malen  in  uljs^lutem  Alkohol  auf 
und  verwandelten  es  endlich  nach  Veriiüchtigimg  des  Alkohols 
und  Fällung  mit  kohlensaurem  Aininnnia.lr  durch  Salzsäure  in 
die  Chlorverbindung. 

Um  das  Chlorbaryum  rem  zu  erhalten,  eittrahirten  wir 
die  käufliche  Verbindung  zu  wiederholten  Malen  durch  Zu- 
sammenreiben und  Kochen  mit  nicht  ganz  absolutem  Alko- 
hoL  Der  so  ezbrahirte^  yon  Alkohol  befreite,  in  Wasser 
gelöste  Backstand  waid  fraetionirt  in  swd  Portionen  gefiUli^ 
nur  die  zweite  in  SalzAure  geUtet  und  das  erhaltene  Ghlor- 
baiyum  noch  weiter  durch  wiederiioltes  UmkiTstallisiren  ge- 
reinigt» • 

üm  daa  Ghlorstrantium  möglichst  rein  zu  gewinnen,  wurde 
die  ULufUofae  Verbindung  wiederholt  aus  Alkohol  umkrj- 
stalüatrty  fractionirt  in  zwei  Portionen  mit  koUensanrem  Am- 
moniak gefällt,  die  zweite  Fällung  in  Salpetersäure  gelöst  und 
das  salpetersaure  Salz  durch  Zusammenreiben  und  Auskochen 
mit  Alkohol  von  den  letzten  Sj)uren  Kalk  befreit.  Aus  dem 
so  gereinigten  Producte  wurde  endlich  durch  Fällen  mit  kohlen- 
saurem Ammoniak  und  Auflösen  des  Niederschlags  in  Salz- 
säure das  Chlorstrontium  erhalten.  Alle  diese  Reinigungen 
geschahen,  so  weit  es  ausführbar  war,  i?i  Platingefassen. 

In  Fig.  I  Taf.  B  ist  der  Apparat  abgebildet,  dessen  wir 
uns  meistens  zur  Beobachtung  der  Spectren  bedient  haben. 
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^  iflt  ein  innen  geschwfizzter  Kasten,  dessen  Boden  die  Ge- 
stalt eines  Trapeses  hat  und  der  anf  drei  Ffissen  rabt;  die  bei- 
den sdiiefen  Seitenivfinde  desselben,  die  einen  'Winkel  Ten 
etwa  58®  mit  einander  bilden,  tragen  die  beSden  Ueinen  Fem- 
rObre  B  und  CL  Die  Ocnlarlinsen  des  enteren  sind  eutfenii 
und  ersetst  dnzoh  eine  Platte,  in  der  em  ans  awei  Messing- 
schneiden  gebildeter  Spalt  sich  befindet,  der  in  den  Brennpunkt 
der  Obgectivlinse  gestellt  ist  Vor  dem  Spalte  steht  die  Lampe 
D  so,  dass  der  Saum  ilirer  Flamme  von  der  Axe  des  Rohres 
B  getrofton  wird.  Etwas  unterhall)  der  Stelle,  wo  die  Axe 
den  Saum  triilt,  taucht  in  denselben  das  zu  einem  kleinen  Oehr 
gebogene  Ende  eines  sehr  feinen  Platindralites,  der  von  dem 
Träger  E  gehalten  wird;  diesem  Oehr  ist  eine  Perle  der  zu 
imtersuchenden,  vorher  entwässerten  Chlorverbindung  ange- 
schmolzen. Zwischen  den  Objectiven  der  Fernröln-e  B  und  C 
steht  ein  Hohlpiisma  von  60*^  brechendem  Winkel',  das  mit 
Schwefelkohlenstoff  aogefiillt  ist  Das  Prisma  ruht  auf  einer 
Messingplatte,  die  um  eine  yerticale  Axe  drehbar  ist  Diese 
Axe  trägt  an  ihrem  unteren  Ende  den  Spiegel  G  und  dar* 
üher  den  Arm  //,  der  als  Handhabe  dient,  um  das  Prisna 
und  den  Spiegel  zu  drehen.  G«gen  den  Spiegel  ist  ein  kleiiies 
Fernrohr  gerichtet,  welolies  dem  bindnrcihbliolcenden  Apge  das 
Spiegelbild  einer  in  geringer  Entfernung  axi^esteDtea  horim> 
talen  Skale  zeigt  Darob  Brehnng  des  Prismas  kann  man 
das  ganze  Speotmm  der  Hamme  bei  dem  VerticaTfaden  das 
Femrohrs  C  TorbeiflQiren  nnd  jede  Stelle  des  fi^eotnuns  nit 
diesem  Faden  zur  Beekong  bringen.  Einer  jeden  Stelle  des 
Spectrmns  entspricht  eine  an  der  Skale  za  nmcAende  Ah» 
lesnng.  Ist  das  Spectnun  sehr  licfatsohwaoh,  so  wird  der 
Faden  des  Fernrohrs  C  beleuchtet  mit  Hülfe  einer  Linse,  die 
einen  Theil  der  von  einer  Lampe  ausgehenden  Strahlen  iliuTh 
eine  kleine  Oeünuiig  wii'ft,  die  in  der  Oculairöhi'e  des  Feiii- 
rohrs  C  seitlich  angebracht  ist. 

Die  Ta£  II  dargestellten,  mit  Hülfe  der  oben  erwähnten 
reinen  Ohlorrerbindungen  erzeugten  Spectren  haben  wir  mit 
denjenigen  yerglichen,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Bromide^  lodide»  Oiydhjdrate^  die  schwefelsamn  md  koh- 
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lensanren  Salze  der  eotsprediendea  Metalle  in  folgende 
Hammen  taringt: 

in  die  Flamme  des  Schwefels, 

„   ,j       „        „  Schwefelkohlenstoffs, 
„    „        „        „   wasserhaltigen  Alkohols, 
„    „  nicht  leuchtende  Flamme  iles  Leuchtgases, 
„    „  Flamme  des  Kohlenoxydgases, 
„   „       „        „  Wasserstoffs  und 
„    „  Knallgasflamme. 
Bei  dieser  umfassenden  und  zeitrauhenden  Untersuchung, 
deren  Ein/elnlieiten  vor  übergehen  zu   dürfen  glauben,  hat 
sich  herausgestellt,  dass  die  Verschiedenheit  der  Verbindun- 
gen, in  denen  die  Metalle  angewandt  wurden,  die  Mannig- 
fialtigkeit  der  chemischen  Processe  in  den  einzelnen  Flammen 
uid  der  nngehenere  Temperaturunterschied  dieser  letzteren 
keinen  Einflnss  auf  die  Lage  der  den  einzelnen  Me- 
tallen entsprechenden  Spectrallinien  anstlbt. 

Wie  bedeutend  die  erwälmtenTemperatorantenKibiede  sindi 
ergiebt  sich  ans  der  folgenden  Betraofatongi 

Man  gelangt  m  einer  Schfttznng  der  Temperatur  einv 
Flamme  mit  Hülfe  der  Qleichnng 


in  der  t  die  fraghche  Temperatur  der  Flamme,  //  das  Gewicht 
eines  der  mit  Sauerstoff  verbrennendrii  Stoffe,  fr  die  Ver- 
brennimgswärme  desselben,  p  das  Gcwiclit  und  s  die  specifische 
W&nne  eines  der  Vcrbrennungsproducte  bedeutet, 
^immt  man  die  Verbrennungswärme 

des  Schwefels    .  .  .  lu  2240^  0. 
n  Schwefelkohlenstoffs  „  8400 
„  Waaserstoffi    .  .  „  34462 


ff  Ghnbengases 

„  Elayls  .   .  , 

„  Ditetryls  .  . 

„  Kohlenoxyds 


„  18068 
„  11640 
11529 

2403 


an  und  setzt  nach  Begnanlt  die  specifische  W&rme  bei 
conatantem  Druck 
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ftr  sohiraflige  Sfture  «  0,1668 
„  Kohlensftare  =  0,2184 
„  Stickstoff  »  0^440 

„  Wasserdampf      =  0,4760, 

80  findet  man  liieriiach  die  Temperatur 

der  Schwelelriamme   1820°  C. 

„  SchwefelkohlenstoMamme    •  2195 

„  Leuchtgasflamme  ^)  ....  2350 

„  Kolilenoxydflamme  *)   .   .    .  3042 

„  WasserstoMainiiie  in  haSb^  3259 

„  EjutUgasflamme*)   ....  8061 

Es  zeigt  sich,  dass  dieselbe  MdallwbindDiig  in  einer 
dieser  Hammen  ein  nm  so  intendveres  £fpectnnn  giebt»  je 
höher  die  Temperatur  derselben  ist  Von  den  Yerbindmigcii 
desselben  Metalls  liefert  in  einer  Flamme  diejenige  die  grössere 

Lichtstärke,  der  eine  grössere  Flüchtigkeit  zukommt 

Um  noch  einen  weiteren  Beleg  dafiir  zu  erhalten,  dass 
jedes  der  mehrlacli  genannten  Metalle  immer  dieselben  helltru 
Linien  in  dem  Spectrum  hervortreten  lässt,  haben  "wir  die 
gezeichneten  Spectren  mit  denjenigen  verglichen,  welche  ein 
elektrischer  Funke  gewährt,  der  zwischen  fUektroden,  die  ans 
jenen  Metallen  bestehen,  überspringt. 

Kleine  Stücke  von  Kalium,  Natrium,  Lithium,  Strontium 
und  Calcium  wurden  an  feine  Platindrähte  gebunden  und  in 
Glasröhren  paarweise  so  eingeschmolzen,  dass  sie  durch  einen 
Zwischenraum  von  1  bis  2™™  von  einander  getrennt  waren 
und  die  Drähte  die  Glaswand  durchdrangen.  Jede  dieser 
Bohren  wurde  vor  dem  Spalt  des  Spectralinstrumentee  auf- 
gestellt: mit  Hülfe  eines  Buhmkorfirschen  Liductionsapparates 
liessen  wir  zwischen  den  genannten  MetallstOoken  eLekkuche 
Fanken  fkberapzingen  nnd  yer^chen  das  Spectmm  denelben 
mit  dem  Spectmm  einer  Gasflamme,  in  welche  die  Oyonrer- 
,  bindmig  des  entqirecbenden  Metalk  gebracht  war.  Die  flamme 


1)  Li6big*B  Ann.  Bd.  CEO,  8.  S68. 

*)  GMomeMMhe  lieCfaods  von  B.  Bnnseii,  8.  854. 

<)  Ebeudaaelbst 

4)  EbflndMeUMt 
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befand  döh  hinter  der  Glaaiölire.  Lidern  der  RnhmkoiffBche 
Apparat  alywecheelnd  in  und  aneser  Thftti{^t  geeetst  wnrdey 
war  es  Idehty  olme  Messung  sich  mit  Sch&rfe  daTon  m  m>er- 

zeugen,  dass  in  dem  glänzenden  Spectnim  des  Funkens  die 

hellen  Linien  des  Elamni('ns])!'ctiuüis  unveniiekt  vorhanden 
waien.  Ausser  diesen  traten  in  dem  Funkeuspectrum  noch 
andere  helle  Linien  aul',  von  denen  ein  Theil  der  Anwesenheit 
von  freniden  Metallen  in  den  Elektroden,  ein  anderer  dem 
Stickstoff,  der  die  Röhren  ei-fiülte,  nachdem  der  Sauerstoff 
einen  Theil  der  Elektroden  oxydirt  hatte,  zugeschiiehen  wer- 
den muss.  ^) 

Es  erscheint  hiemach  unzweifelhaft,  dass  die  hellen  Linien 
der  gezeichneten  Spectren  als  sichere  Kennzeichen  der  An- 
wesenheit der  betreffenden  Metalle  betrachtet  werden  dürfen. 
Sie  können  als  Beactionsmittel  dienen,  durch  welche  diese 
Stoffe  scfaftrfiBri  schneller  und  in  geringeren  Mengen  sich  nach- 
weisen lassen,  ab  durch  irgend  ein  anderes  analytisches  Hülä« 
mittel 

Die  abgebildeten  Slpednn  besiehen  sich  auf  den  Fall, 
dass  der  Spalt  so  weit  ist,  dass  Ton  den  dnnkehi  Liniea  des 
Sounenspeetmins  nur  die  denUiclisten  wahmebinbar  sind,  dass 
die  YeigrOssenuig  des  Beobachtmigs-Femrobrss  eine  geringe 
(etwa  mrmalige)  mid  die  Inditsttrke  eine  mtaige  ist  Biese 
Bedingongen  scJieinen  uns  die  TortheilhafteBten,  wenn  es  sidi 
daroin  handelt^  eine  chemische  Analyse  dnrch  S|pectralbeobaoh^ 
tongen  ansznf&hren.  Der  Anblick  der  Spectren  kann  nnter 
anderen  Bedingungen  ein  wesentlich  anderer  sein.  Wird  die 
Reinheit  des  Spectrums  vermelirt,  so  zerfallen  viele  von  den 
als  einlach  gezeichneten  Lmicu  m  mehrere,  die  JNatriimilinie 


1)  Als  ^vir  bei  einem  Versuche  mit  Strontimnelektroden  ein  mit 
Waßserstotr  statt  mit  SückstofF  gefülltes  Röhrchen  anwandten,  verwan- 
delte sich  der  Funkenatrom  sehr  bald  in  einen  Lachtbogen,  während  die 
Wände  des  Böhrchens  sich  mit  einem  grauen  Beschläge  bedeckten.  Beim 
Oeffi»  dflsBtfbraboMiiPterStdnfllae^esridi,  daMdssWaMStoflisss 
▼enekwimdea  und  ein  luMoeicr  ümm  entrtmiden  wir.  Das  Gas  eofaeiiit 
daher  bei  den  ugdiearen  Temperaturen  des  elektrischen  Funkens  das 
Strontiumozyd,  weldiee  nicht  völlig  veo  der  Obeiflioba  des  Metolk  ent- 
femt  worden  war,  redodxt  an  haben. 
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z.  Tl.  in  zwei;  wird  die  Lichtstärke  vernielirt,  so  zeigen  sich  in 
mehreren  der  tjezeicliiieten  Speetren  neue  Linien,  und  die  Ver- 
hältnisse der  Helligkeiten  der  alten  werden  andere.  Im  All- 
gemeinen wächst  bei  Vermehrung  der  Lichtstärke  die  Helhi- 
keit  einer  dunkleren  Linie  schneller  als  die  einer  helleren,  doch 
so,  dass  jene  nicht  diese  überholt  Ein  deutliches  Beispiel 
hierfür  bieten  die  beiden  Lithiumlimen.  Nur  eine  Aasnahme 
liaben  wir  von  dieser  Begel  beobachte^  und  zwar  bei  der  Linie 
Ba  T],  welche  bei  geringer  Lichtstärke  gar  nicht  wahrnehmbar 
ist^  wShrend  Ba  y  sehr  deutlich  erseheinty  und  bei  grosser  Licht- 
sMike  sehr  yiel  heller  a]a  diese  ist  Dieee  Thataache  sobeiiit 
uns  Ton  Wichtigkeil^  und  wir  werden  dieselbe  einer  wetteren 
Untersuchung  unterwerfen. 

Es  sollen  jetzt  die  Bigenthflmliohkeiten  der  einselneB 
Speetren,  deren  Kftnnfcnifls  in  praktischer  JBBnsicht  fon  ^neb- 
ti|^t  ist,  nllier  besprochen,  imd  die  Yoitheile,  welche  die  aof 
sie  gegründete  diemisch-anaJ^tisoihe  Methode  bietet  liervoife- 
hoben  werden. 

j^atrium. 

Ton  allen  Spectralreaetionen  ist  die  des  Natrioms  aa 
empfindlichsteiL  Die  gelbe  Idnie  Na  die  emiige,  welche 
das  Natriumspectmm  anfieuweisen  hat,  fUlt  mit  der  Fran- 
hofer'sohen  Lüne  D  suaammen  und  aeidmet  aioh  dnroh  flm 
besonders  schaffe  Begrenzung  und  ihre  ansserordentiiche 
Helligkeit  aus.  Ist  die  Flamment^mperatur  sehr  hoch  und 
die  Menge  der  angewandten  Substanz  sehr  gross,  so  zeigen 
sich  in  den  nächsten  Umgebungen  der  Linie  Spuren  eines 
continuirlichen  Spectiiims.  Schon  an  sich  sehr  schwache, 
in  ihre  Nähe  fallende  Linien  anderer  Stoffe  erscheinen  dann 
noch  mehr  geschwächt  und  werden  daher  nicht  selten  erst 
sichtbar,  wenn  die  Nntriumreaction  zu  erlöschen  beginnt. 

An  der  Sauerstoff-,  Chlor-,  lod-  und  Brom- Verbindung, 
an  dem  schwefelsauren  und  kohlensauren  Salze  zeigt  sicJi 
die  Beaction  am  deutlichsten.  Allein  selbst  bei  den  kiesel- 
sauren, borsauren,  phosphorsanren  und  anderen  feuerbeetftndigea 
Salzen  fehlt  sie  nicht 
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Schon  Swan  ^)  hat  auf  die  Kleinheit  der  Koohsalzmeiigea 
aofinerksam  gemacht,  welche  die  Natriomlinie  noch  dentUch 
heiYorbringen  können. 

Folgender  Yersoch  zeigti  dass  die  Gheniie  keine  einzige 
BeactUm  aufisnweiaen  hat,  welche  sich  aaoh  nnr  im  Bntfem* 
testen  mit  dieser  spectndanaljtisohen  Bestimmuug  des  Na- 
triums an  Empfindlichkeit  Tcrgleichen  liesse.  Wir  YerpuÜ- 
ten  in  einer  vom  Standorte  unseres  Apparates  möglichst  ent- 
legenen Ecke  des  Bccjbaclituugszimmers,  welches  ungefähr 
60  Kubikiuctcr  Luft  lasst,  3  Milligramm  chlorsaui'cs  Xati'on 
mit  Milchzucker,  während  die  nicht  leuchtende  Lampe  vor 
dem  Spalt  beobachtet  wurde.  Schon  nach  wenigen  Minuten 
gab  die  allmälig  sich  fahlgelblicli  färbende  Flamme  eine  stai'ke 
^Natriumliuie,  welche  erst  nach  10  Minuten  wieder  völlig  ver- 
schwunden war.  Aus  dem  Gewichte  des  vei-piiüten  Natrou- 
salzes  und  der  im  Zimmer  enthaltenen  Luft  lässt  sich  leicht 
berechnen,  dass  in  einem  Gewichtstheile  der  letzteren  nicht  ein- 
mal 2öö(n)o<.o  Gewichtstheil  Natronrauch  suspendirt  sein  konnte. 
Da  sich  die  ßeaetien  in  der  Zeit  einer  Secmide  mit  aller  Be- 
quemlichkeit beobachten  Iftsst,  in  dieser  Zeit  aber  nach  dem 
Znflnss  und  der  Zusammensetzung  der  Flammengase  nnr  nn- 
gefiflir  60**^  oder  0,0647  Qramm  Lnft,  weldie  weniger  als 
^uiun  Nitronsakes  enthalten,  in  der  flamme  zam  Gltthen 
gelangen,  so  eigieht  sich,  dass  das  Auge  noch  weniger  als 
Milligramm  des  Natronsahne  mit  der  grOssten  Deatlioh« 
Irait  zn  erkennen  Tennag.  Bei  einer  solchen  Enqifindliehkeit 
der  BeactUm  wird  es  begreiffich,  dass  nnr  selten  in  glQhender 
atmofl^bSrisoher  Lnft  eine  deutliche  Natronreaction  fehlt  Die 
Erde  ist  auf  mehr  als  zwei  Drittel  ihrer  Oberfläche  mit  einer 
Kochsalzlösung  bedeckt,  welche  von  den  zu  Schaumfällen  sich 
überstüizcnden  Meereswogen  unaufliörlich  in  W'asserstaub  ver- 
wandelt wii'd.  Die  Meerwassei-tröpfchen ,  welehe  auf  diese 
Art  in  die  Atmosphäre  gelangen,  verdunsten  und  hinterlassen 
kochsalzhaltige  Sonnenstäubchen,  die  zwar  einen  der  Grösse 
nach  wechselnden,  aber  wie  es  scheint  nur  selten  fehleuden 
Gemengtheii  der  Atmosphiue  ausmachen,  und  die  vielleicht 


1)  Pogg.  Ana.  Bd.  C,  &  811. 


Digitized  by  Google 


606 


Chemische  Analyse  durch  Spcctralbcobachtuugeu. 


daia  bestumnt  amd,  den  Uemeii  OiganiBiiien  die  Salze  soso- 
flQlireii,  irelche  die  grösseren  Pflanzen  und  Tliiere  dem  Boden 
entnehmen.    Dieser  durch  Spectralanalyse  leidit  erweisliche 

Koclisalzgehalt  der  Luft  verdient  noch  in  einer  anderen  Hin  siebt 
Bcaclitung.  Wenn  es  nämlich,  wie  man  jetzt  wohl  kaum  nielu" 
l)czweifeln  kann,  katalytistlie  Eintiü>se  sintI,  welche  die  mias- 
matische Verbreitung  der  Krankln'iten  vermitteln,  so  möchte 
eine  antiseptisch  wirkende  Substanz,  wie  das  Kochsalz,  selbst 
in  verscliwindend  kleiner  Menge  wohl  kaum  ohne  wesentlichen 
Einfluss  auf  solche  Vorgänge  in  der  Luft  sein  lcönn«  n.  Aus 
täglichen,  längere  Zeit  fortgesetzten  Spectralbeobachtungen  wii-d 
sich  leicht  erkennen  lassen,  ob  die  Intensität  sänderungeu  der 
durch  die  atmo^härischen  Natriumyerbindungen  ei-zeugtea 
Spectrallinie  Na  a  mit  dem  Erscheinen  und  mit  der  Yer- 
breitongsrichtung  endemischer  Krankheiten  in  irgend  einem 
Zusammenhange  steht 

In  der  nnerhOrten  Empfindlichkeit  dieser  Natronreaetion 
ist  zugleich  der  Grund  zu  suchen,  dass  alle  der  Luft 
gesetzten  Gegenstände  nach  einiger  Zeit  bei  dem 


R 

m 

Ii 

10 

wenigen  Yeihindangen  gelingt»  selbst  wenn  man  sie  zehn-  md 
mehxmal  ans  Wasser,  das  nmr  mit  Flatingefitoen  in  Bertihniag 
kam,  nmkrystallisirty  die  letzte  Spur  der  Linie  Naa  m:  be- 
seitigen. Ein  baaif^rmiger  Phttandraht,  den  man  dovcli 
glühen  Ton  jeder  Spur  Natron  befreit  hat,  zeigt  die 
auf  das  Deutlichste  wieder,  wenn  man  ihn  einige  Stunden  der 
Luft  ausgesetzt  hat.  Nicht  minder  zeigt  sie  der  Staub,  wel- 
cher sich  in  Zimnurti  aus  der  Luft  absetzt,  so  dass  z.  B.  das 
Abklopfen  eines  bestäubten  Buches  schon  genügt,  um  in  einer 
Entfernung'  von  mehreren  Schritten  das  heftigste  Auiblitzen  def 
Na  c«- Linie  zu  bewirken. 


Lithium. 

Der  glühend  leuchtende  Dampf  der  Lithiumverbindungen 
giebt  zwei  scharf  begrenzte  Linien,  eine  gelbe  sehr  schwache 
Ja  ß  und  eme  rothe,  glänzende  Linie  Li  u.  An  Sicheiheit 
und  Empfindlichkeit  abertcifft  auch  diese  Beaotioii  alle  ia 
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der  analytiBchen  Ohemie  bnhflr  Maonten.   Der  Natrium- 

reaction  steht  sie  indessen  an  Empfindlichkeit  etwas  nach, 
vielleicht  nur  weil  das  Auge  für  fjelbe  Strahlen  emptincUicher 
ist  als  ftir  rotlu'.  Durch  Verpiüi'en  von  9  Milligr.  kohlen- 
sanrem  Litliium  mit  einem  grossen  Uebersclmss  von  Milch- 
zucker und  chlorsaurem  Kali  in  der  ungefähr  00  Cubikmeter 
fassenden  Luft  des  Zimmers  war  die  Linie  schon  deutlich 
sichtbar.  Das  Auge  kann  daher  auf  diese  Weise,  wie  eine, 
der  oben  angeführten  ähnliche  Rechnung  zeigt,  noch  weniger 
als  iDoSooo  eines  Milligramms  kohlensaures  Lithium  mit  der 
grössten  Schärfe  erkennen.  0,05  Gramm  desselben  Salzes  auf 
die  ei-wähute  Art  verpufft,  ertlieilte  der  Luft  desselben  Zimmers 
die  Fähigkeit,  Ifii^er  als  eine  Stunde  andanenid  die  /«ia-Idnie 
hervorzubringen. 

Die  Sauerstoff-,  Ohler-,  Jod-  und  Bromwbindaiig  ist  am 
geeignetsten  zur  Eikennimg  des  Lithiums.  Aber  auch  das 
kohlensaure,  scfawefelsaare  und  selbst  das  phos^orsaure  Salz 
eignen  sidi  &8t  ebenso  gut  za  diesem  Zwecka  LüMonhalitige 
Fossilien^  wie  Tiqihyllin,  Tiq^han,  Petalit»  LepidoUthy  brauchen 
nur  in  die  Flamme  gehatten  za  werden,  mn  ohne  weiteres  die 
Linie  £t «  im  intenaivBton  Glänze  za  geben.  Aof  diese  Weise 
Iftssfe  sich  IdÜnon  in  manchen  FeMspftthian,  z.  B.  in  OrlhoUas 
Ton  Bayeno,  nrnnütelbar  nachweisen.  Die  Linie  zeigt  sich 
dann  nur  einige  AugenbUcke  lang,  gleich  nach  dem  Einbringen 
der  Probe  in  die  Flamme.  So  zeigten  sich  als  hthionhaltig 
die  Glimmer  von  Altenberg  und  Penig,  als  frei  von  Litliium 
dagegen  Glimmer  von  Miask,  Aschaffenburg,  Modum,  Bengalen, 
Pennsylvanien  etc.  Wo  in  natürlich  vorkommenden  Silicaten 
nur  ein  verschwindend  kleiner  Litliiongehalt  auftritt,  entzieht 
sich  derselbe  der  unmittelbaren  Beobachtimg.  Die  Prüfung 
geschieht  dann  in  solchen  Fällen  am  besten  auf  folgende  Weise : 
man  digerirt  und  verdampft  eine  kleine  Menge  der  zu  ])rüfoii- 
den  Substanz  mit  Flusssäure  oder  Fluorammonium,  damplt 
etwas  Schwefelsäure  über  dem  Rückstände  ab  und  zieht  die 
trockene  Masse  mit  absolutem  Alkohol  aus.  Die  zur  Trocken- 
heit abgedampfte  alkoholische  Lösung  wird  dann  noch  einmal 
mit  Alkohol  extraJiirt  und  die  so  erhaltene  Flüssigkeit  auf 
einer  möglichst  flachen  Glasschale  Terdonstet   Der  Anflug, 
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welcher  dabei  zarttdcUeflbt»  Itet  sieh  leicht  mittelB  eines  Sadnv 
messers  zoBammenschaben  und  am  Platindnihtchen  in  die 
Flamme  bringen.  ,^5  Müligr.  davon  reicht  gewöhnüc  h  für  den 
Versuch  vollkomnieu  aus.  Andere  Verbindungen,  als  kiesel- 
saure, in  denen  man  noch  die  letzten  Spuren  Lithion  entdecken 
will,  werden  nur  durch  Eindampfen  mit  Schwt^l'elsäure  oder 
auf  irgend  einem  anderen  Wege  in  schwefelsaure  Salze  ver- 
waudelt  und  dann  ebenso  bebandelt. 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  lässt  sieb  leicbt  die  uner- 
wartete Tbat Sache  ausser  Zweifel  setzen,  dass  da^  Tiitldoil 
zu  den  am  allgemeinsten  in  der  Natur  verbreit,  ten  Stoffen 
gehöil.  Dasselbe  Hess  sich  mit  der  gröasten  Leichtigkeit  schon 
in  40  Cubikceiitimeter  Meein^asser  nachweisen,  welches  unter 
39^  14'  westl.  Länge  nnd  41"  41'  nördl.  Breite  im  Atlantischen 
Ocean  geschöpft  war.  Asche  von  Fucoideen  (Kelp)^  welche 
Tom  Golistrüm  an  die  Schottischieii  Kttsten  getrieben  irerdei^ 
enthielt  erhebliche  Spuren  davon.  SBmmtliche  QithoJdaie  und 
Quarze  aus  dem  Ghnmit  des  Odenwaldee,  die  irir  geprüft  halMB^ 
zeigten  sich  lithionhaltig.  Ein  sehr  reinee  Trinkwasser  an 
einer  Quelle  am  gramtischen  westlichen  Abhaage  des  Nedo««- 
thales  in  Schlierbaoh  bei  Heidelberg  enthielt  läüumf  wSfaraid 
die  im  bimten  Sandstem  entspringende  Quelle,  welche  die 
Wasserleitung  des  hiesigen  chemischen  Labonttoriums  speist, 
frei  dayon  war.  Ufinerahrasser,  bei  weichen  litfainm  kaum 
noch  in  1  Liter  nach  dem  gewöhnlichen  analytischen  A'er- 
fabren  nachgewiesen  werden  kann,  zeigt  die  /Ä  r^- Linie  oft 
schon,  wenn  man  niu-  einen  Tropl'en  davon  an  einem  Platin- 
draht  in  die  Flamme  bringt  Alle  von  uns  untersuchteu 
Odenwälder  Aschen  aus  Holzem,  welche  auf  Grauitbodeu 
wachsen,  sowie  Russische  und  andere  käufliihe  Pottaschen  ent- 
halten Lithion.   Selbst  in  den  Aschen  des  Tabaks,  der  Wei&- 


Wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  Flüssigkeit  in  die  Flamme  m 
bringen,  so  biegt  man  aus  dem  einen  Ende  eines  pfrrdehaardickeu  I*la- 
tindrahtes  einen  kleinen  mit  oinoni  Durchmesser  verseheueu  Kiug  unii 
schlägt  denselben  plutt.  Lässt  mau  in  das  so  gebildete  Oehr  einen  Flu»- 
i%keltitropfen  fallen,  so  bleibt  eine  Ulr  taTeanrnh  UnrMend« Moagt 
dsiiD  hl^geo* 
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blftttor,  des  Bebholses  und  der  Weinbeeren  sowie  in  der 
Asche  der  EeldfrOohtey  welche  in  der  Bheindiiene  bei  Wag- 
hitaisel,  Deidesheim  imd  HeUdberg  anf  nicht  granitischem 
Boden  gezogen  werden,  fehlt  das  Lrthion  eben  so  wenig,  als 
in  (Ur  Milch  der  Thiere,  welche  mit  jenen  Feldliücliten  ge- 
nährt werden. ') 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  ein  Gemenge 
von  tlüchtigen  Natron-  und  Litliionsalzen  neben  der  Reaction 
des  Natriums  die  des  Litliiums  mit  einer  kaum  merklich 
vermindei  ti  n  Schärfe  und  Deutlichkeit  zeigt.  Die  rotho  Linie 
des  letzten  11  erscheint  durch  eine  kleine  in  die  Flamme  ge- 
brachte Perle  noch  deuthch  sichtbar,  wenn  diese  Perle  nur 

liithiumsalz  enthält,  wobei  das  Auge  iUr  sich  an  der 
Flamme  selbst  nichts  als  das  gelbe  Licht  des  Natrioins  ohne 
jede  Andeutung  einer  röthlichen  Fihi)ung  wahrnimmt  In 
Folge  der  grtaeren  Flüchtigkeit  der  Lithionsake  hält  die 
Natronreaction  gewöhnlich  etwas  Iftnger  an.  Wo  es  sich  di^ 
her  um  die  Erkennung  sehr  kleuier  Spuren  von  Lithion  neben 
Natron  handelt^  muss  die  Frobeperle  in  die  Flamme  geschoben 
werden,  iridirend  man  schon  durch  das  Femrohr  blicki  Man 
gewahrt  dann  die  lithiumlinie  oft  nur  auf  wenige  AugeidbUeke 
unter  den  ersten  Yerflttchtigungsproducten. 

Wo  es  sich  bei  der  technischen  Gewinnung  der  Idthinm- 
Terfalndungen  um  die  Auswahl  des  su  benntsenden  Bohmaterials 
und  die  Auffindung  einer  zweckmässigen  Darstelluugsmethoda 
handelt,  gewährt  die  Sptictralanalyse  ein  Hulfsmittel  von  un- 
schätzbarem Werthe.  So  genügt  es  z.  B.  schon,  von  ver- 
schiedenen Sooluiutl erlangen  nur  einen  Tropfen  in  der  Flamme 
zu  verdanipien  und  durch  das  Fernrohr  zu  heobaehten,  um 
sich  soj^leich  zu  überzeugen,  dass  in  vielen  dieser  iSalineiirück- 
stände  ein  reiches,  bisher  übersehenes  Lithionniaterial  ge^'eben 
ist  Dabei  kann  man  im  Veriauie  der  Darbteüung  jeden  Ver- 

M  In  den  liei  der  t'iihj ikiiiiissi^^on  WeinsÄurengewinming  fallcndca 
^Mutterlaugen  cuiiceutrirt  sich  diiä  Litbion  m  sehr,  dasa  man  aus  deuselben 
erbeblicbo  Mengen  davon  darstellen  kann. 

*)  Hflir  0r.  Folwaresny  hat  aogßg  im  dar  Asehe  des  meBscUiebfiB 
BlotM  «nd  HnskeMdbchaa  dofch  die  Linia  Zia  Ideht  LitfdmvwUn- 
dangen  nachweisen  können. 

Kirohhoff.  »■■inimlt<  AhhMdhmw,  SS 
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last  an  Liihion  in  den  Nebenprodncten  nnd  AbBÜlen  dnrch. 

die  Spectmlreaction  unmittelbar  verfolgen  und  so  leicht  zweck- 

mässigcre  DaisttÜLUigsmetlioden  als  die  bisher  gebräucklichen 
sich  aufsuchen.^) 

Kalium. 

Die  flüchtigen  Kaliumverbinduiigon  geben  in  der  Flamme 
ein  sehr  ausgedehntes  continuirliches  Spectinm.  welches  nur 
zwei  charakteristische  Linien  zeigt;  die  eine  Kna  in  dem 
äussersten  an  die  ultrarothen  Strahlen  grenzenden  Roth,  ge- 
nau auf  die  dunkle  Linie  A  des  Sonnenspectrums  fallend,  die 
andere  Ka^  weit  in  Yiolet  nach  dem  anderen  Ende  des  Spee- 
tnnns  bin  ebenfalls  einer  Fraunhofor'schen  Linie  entsprechoid. 
Eine  sehr  schwache,  mit  der  Fraunbofer'schen  Linie  B  zu« 
sammen&llendo  Linie,  die  ausserdem  noch,  aber  nur  bei  der 
intensivsten  Elammei  sichtbar  wird,  ist  wenig  charakteristisch. 
Die  blaue  Linie  ist  ziemlich  schmioh,  eignet  sich  aber  frst 
eben  so  gut  wie  die  rothe  Lmie  aar  Erkennung  des  Kaünins. 
Die  Lage  beider  Linien  in  der  19tthe  der  beiden  Grenaen  der 
fttr  das  Auge  wahrnehmbaren  Strahlen  madit  die  Beaotion  n 
emer  weniger  en]q[ifindlicheiL  In  der  Luft  unseres  Zonmers 
wurde  sie  erst  sichtbar,  als  wir  gegen  1  Gramm  mit  Idcb- 
zncker  gemengtes  ddorsaures  Kali  abbrannten.  Man  kann 
daher  dem  Auge  auf  diese  Weise  nur  ungefähr  Milligr. 
chlorsaui'es  Kali  noch  sichtbar  macheu. 

Kalihydrat  und  sämmtUche  Verbindungen  des  KaHs  mit 
flüchtigen  Säuren  zeigen  die  Reaction  ohne  Ausnahme.  Kali- 
silicate  und  ähnhche  feuerbeständige  Salze  dagegen  bringen  sie 
für  sich  allein  nur  bei  sehr  vorwiegcnd(^m  Kaligehalt  henror. 
Bei  geringerem  Kaligelialt  darf  man  die  Probepcrle  niu*  mit 
etwas  kohlensaurem  Patron  zusammenschmelzeni  um  die  chaxak- 


*)  Wir  erhielten  nach  einer  solchen  verbesserten  Methode  aus  zwei 
Mineralwasserkrügen  (gepeu  vier  Liter)  einer  Soolmntterlauge,  welche 
dui'ch  Eindampfen  mit  Schwefelsjiure  1^',2  RücksUiud  gaben,  eine  li&lbe 
Unze  kuhleusaurea  Lithion  von  derBeiuheit  des  käuflichen,  desaeu  Uftn* 
dfllnmtfa  ungefiOir  140fl.  per  Ffond  heMgi  Eine  grotte  ZiU  andm 
Boohmitteriingea,  die  wir  untswaehtea,  aeigt»  einen  llmHdw  Bdifc 
Ihun  SB  TathinfBYMfbindupgm. 
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teristisclien  Liuit'ii  zum  Vorschein  zu  bringen.  Die  Gegenwart 
von  Natronsalzen  verhindert  mithin  die  ßeaction  nicht  und 
beeinträchtigt  die  Empfindlichkeit  derselben  nur  wenig.  Ortho- 
klas, Sanidin  und  Adular  lassen  sich  dadurch  leicht  von  AUnty 
Oiigoklas,  Lal)rador  und  Anorthit  unterscheiden,  üm  yer- 
schwindend  kleine  Kalispnren  noch  nftchzaweisen,  braucht  man 
die  Silicate  nnr  mit  einem  grossen  Üebenchiiss  von  Flnoram- 
moniimi  auf  einem  Fiatindeckel  schwach  za  g^flhen  mid  den 
Bflckstand  am  Flatindraht  in  die  Flamme  za  bringen.  Auf 
diese  Weise  findet  man,  dass  &8t  alle  l^cate  kalihaltig  sind. 
Lithionsalze  stOren  die  Beaction  eben  so  wenig.  So  genttgt 
es  s.  B.  schon,  den  Aschenstompf  einer  CigaiTc  in  die  Flamme 
Yor  dem  Spalt  zu  halten,  nm  sogleich  die  gelbe  Lüne  des 
Naftrinms  und  die  beiden  rothen  des  ffaliwns  nnd  lotfainrns, 
welches  letztere  Metall  in  den  Tabaksasciieu  £ast  niemals  fehlt, 
auf  das  Deutlichste  hervorzubringen. 

Strontium. 

Die  Spectren  der  alkalischen  Erden  stellen  denen  der 
Alkalien  an  Einfachheit  bedeutend  nach.  Das  des  Strontiums 
ist  bcMOuders  durch  die  Abwesenheit  giiiner  Streifen  cliarak- 
torisiit.  Acht  Linien  darin  sind  sehr  ausgezeichnet,  sechs  rothe 
nämlich,  eine  oiange  und  eine  blaue.  Die  Orangelinie  Srcej 
welche  diclit  neben  der  Natriumlinie  nach  Koth  hin  auftritt, 
die  beiden  rothen  Linien  ^SV  Sry  und  endlich  die  blaue  Linie 
Sr  <)  sind  ihrer  Lage  und  Intensität  nach  die  wichtigsten,  üm 
die  Empfindlichkeit  der  Reaction  sm  prüfen,  erhitzten  wir  eine 
wftsserige  Chlorstrontinmlösang  von  bekanntem  Salzgehalt  in 
einem  Platinsch&lchen  rasch  über  einer  grossen  Flamme,  bis 
das  Wasser  Yerdnnstet  war  nnd  die  Schale  zu  glühen  anfing. 
Hierbei  decrq^nlarte  das  Sak  za  mikroekopisohen  Partikelchen, 
die  sich  in  QestaH  eines  weissen  Bauches  in  die  Atmosphäre 
erhoben.  Eine  Wftgang  des  Salzrftckstandes  in  der  Schale  er- 
gab, dass  auf  diese  Weise  0,077  Ghm  Ohlorstrontinm  ük  Gle- 
gtalt  eines  Hainen  Staubes  in  die  77000  Ghm  wiegende  Luft 
des  Zimmers  ftbergegangen  war.  Nachdem  die  Lnft  des  Zunmers 
mittelst  eines  aufgespannten,  rasch  in  Bewegung  gesetsten 
Eegensdurmes  gleichmftssig  durcheinander  gemengt  war,  zeigten 
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sich  die  cbarakteristisclien  Linien  des  Strontiainspeetnims  wehr 
schön  ausgebildet  Man  kann  nach  diesem  Yeraache  die  noch 
nachweishare  CUorstrontiuiiimenge  zu  j^j^  eines  HjUigrammB 

anschlagen. 

Die  Chlorverbiuduiig  und  die  übrigen  Halogenverbindungen 
des  Strontiums  geben  die  Reaction  am  deutlichsten.  Stron- 
tianerdehydrat  und  kohlensaure  Strontianerde  zeigen  sie  \ie\ 
schvväeher;  schwefelsaure  noch  schwächer;  die  Verbindungen 
mit  feuerbeständigen  Säuren  am  schwächsten,  oder  gar  nicht. 
Man  bringt  daher  die  Probeperle  zunächst  für  sich  und  dann 
nach  vorgängiger  Befeuchtung  mit  Salzsäure  in  die  Flamme. 
Hat  man  Schwefelsäure  in  der  Perle  vorauszusetzen ,  so  liält 
man  sie  vor  dem  Befeuchten  mit  Salzsäure  einige  Augenblicke 
in  den  reduciienden  Theü  der  Flamme,  nm  das  schwefelsaure 
Salz  in  die  durch  Chlorwasserstoffsänre  aersetzbare  Schwefel- 
Terbindung  nmzuändem.  Zur  Erkennung  des  SfcronfeUuns  in 
Yerbindnngen  mit  Kieselsäure,  Phoqfihoraftiire,  Bofsinre  oder 
anderen  feuerbeständigen  Säuren  verfährt  man  am  besten  anf 
folgende  Weise:  Zum  Aufschliessen  der  Probe  mit  kohlen- 
saurem Natron  dient,  statt  eines  FkAintiegels,  eme  comadie 
Spirale  von  PJatindraht  Dieselbe  irird  in  der  Flamme  weiss- 
glfihend  gemadit  und  in  entwässertes,  fein  puherisirtes,  lockeres 
kohlensaures  Natron  getaucht,  welches  wo  möglich  nodi  so  ikl 
Wasser  enthält,  dass  die  nöüiige  Menge  des  Salzes  sdion  bei 
dem  ersten  Eintauchen  daran  hängen  bleibt.  In  dieser  Spirale 
lässt  sich  die  Schmelzung  viel  schnclKr  als  in  einem  Platin- 
tiegel  bewerkstelligen,  tla  die  zu  erhitzende  Masse  des  Platins 
nur  gering  ist  und  das  zu  schmelzende  Salz  mit  der  Flarnmo 
in  unmittelbare  Berübrung  kuinmt.  Hat  man  die  aufzu- 
scbliessende,  fein  pulverisirte  Substanz  mittelst  einer  kleinen 
Platinschaufel  in  die  glühend  flüssige  Soda  eingetragen  und 
einige  Minuten  im  Glühen  erhalten,  so  braucht  man  die  mit 
ihier  Spitze  nach  oben  gekehrte  Spirale  nur  auf  den  liand  des 
Lampentellers  aufzuklopfen,  um  den  Inhalt  derselben  in  Gfe- 
stalt  einer  grossen  erkaltenden  Kugel  auf  dem  Teller  zu  er- 
halten. Man  bedeckt  die  Kugel  mit  einem  Blättchen  Schreib- 
papier und  zerdrttckt  dieselbe  mittelst  einer  elastischen  Messer- 
klinge,  die  man  auch  nach  Entfernung  des  Papiers  benutst^  vm 
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die  Masse  weiter  noch  zum  feinsten  Pulver  zu  zerrlröcken. 
Dieses  wird  an  den  Hand  des  etwas  abwärts  geneigten  Tdlers 
zusammengehäuft,  vorsiclitij;  mit  heisrem  Wasser  üliergossen, 
das  man  durch  sanftes  Hin-  und  Herneigen  des  Tellers  libcr 
der  aufgehäuften  Substanz  hin  und  her  Üiessen  lässt,  und  end- 
lich die  über  dem  Bodensatz  stehende  Flüssigkeit  abdekantirt. 
Es  gelingt  leicht,  unter  abwechselndem  Erwärmen  des  Tellers 
durch  mehrmalige  Wiederholung  dieser  Operation  die  löslichen 
Salze  auszuziehen,  ohne  den  Bodensatz  aufzurühren  imd  er- 
hebliche Mengen  davon  zu  Terlieren.  Wendet  man  statt  des 
Wassers  eine  Koehsalzltenng  an,  so  gelingt  die  Operation  noch 
leichter  und  sicherer.  Der  Bflckstand  enÜüUt  das  Stronthun 
als  kohlensanres  Salz,  von  dem  schon  einige  Zehntel  Ifilli- 
gramm  am  Flatindraht  mit  etwas  Salzsftore  befeuchtet  die  in- 
tensiTste  Beaction  geben.  Es  idrd  auf  diese  Art  mflglich,  ohne 
Flatintiegel,  ohne  Beibschale,  ohne  Bigerirschale  und  ohne 
ÜCrichter  nnd  Vüfßt  alle  erforderlichen  Operationen  des  Auf« 
schHessens,  ZeiUeinems,  Digeiirens  imd  Answaschens  in  we- 
nigen Minuten  auszuftihren. 

Die  Reaction  des  Kaliums  und  Natriums  wird  uurek  die 
Gegenwart  des  kStrontiums  nicht  gestört.  Auch  die  Litliium- 
reaction  tritt  neben  den  drei  erwälniten  in  voUer  Deutlicldceit 
auf,  wenn  die  Lithiummenge  gegen  die  des  Strontiums  nicht 
zu  gering  ist.  Die  Lithiumlinie  fJa  erscheint  daini  als  ein 
schmaler,  intensiv  rother,  sdiarf  begrenzter  Streifen  auf  dem 
schwächer  rothen  Ürunde  des  breiten  ätrontiumstreifens  Srß. 

Calcium. 

Das  Galciumspectnim  lässt  sich  schon  auf  den  ersten  Blick 
Ton  den  vier  bisher  betrachteten  Spectren  daran  unterscheiden, 
dass  CS  in  Grün  eine  höchst  charakteristische  und  intensive 
Linie,  Ca  ß,  enthält.  Als  zweites  nicht  minder  charakteristisches 
Kennzeichen  kann  die  ebenfalls  sehr  intensive  Orangelinie  Caa 
dienen,  welche  erheblich  weiter  nach  dem  rothen  Ende  des 
Spectmms  hin  Hegt  als  die  Natronlinie  Naa  mid  die  Orange- 
Urne  des  Strontiums  Sree.  Durch  Abbrennen  eines  Gemenges 
von  Ohlorcalciam,  chlorsaorem  Eaü  und  MHchzooker  eriiAlt  man 
einen  Baach,  dessen  Beaction  nngefikhr  von  gleicher  Empfind- 
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lichkdt  ist  mit  dam  unter  denselben  YerbftltnisBen  liemnge- 
Inrachten  ChkratrontiiuBTaach.  Ans  einem  auf  diese  Weise  sn- 

gesteUten  Yersnche  ergab  sich,  dass  Milligramm  Chlor- 
calcium  noch  leicht  und  mit  völliger  Sicherheit  erkannt  werden 
können,  ^'ur  die  in  ilur  Flamme  tlüchtigen  Calciumverbin- 
dungen  zeigen  die  Reaction,  und  zwar  mit  um  so  giö^serer 
Deutliclikeit,  je  flüchtiger  sie  sind.  Chlorcalcium,  Jodcakium^ 
Bromcalciimi  stehen  in  dieser  Beziehung  oben  an.  Schwefel- 
saurer Kalk  giebt  das  Spectnim  erst,  nachdem  er  angefangen 
hat  basisch  zu  werden,  dann  aber  sehr  glänzend  und  lange  an- 
dauernd. Ebenso  entwickelt  sitli  dio  Reaction  des  kohlen- 
sauren Kalks  am  deutlichsten,  nachdem  die  Kohlensäure  ent- 
ivichen  ist. 

Verbindungen  des  Calciiims  mit  feuerbeständigem  Säuren 
Tcrhalten  sich  in  der  Flamm»  indifferent;  werden  sie  durch 
Chlorwasserstoffsäure  angegriffen,  so  lässt  sich  die  Reaction 
einÜEMli  auf  folgende  Weise  erhalten:  Man  bringt  einige  Milli- 
gramme oder  selbst  nur  ebige  Zehntel  MilUgzamme  der  km 
pnlyerisirten  Substanz  an  das  etwas  befeuohtete  plattgesoblageBS 
FlatinÖbr  in  den  wenig  beissen  Tbeil  der  Flamme,  bis  dis 
Pulyer  ohne  zu  schmelzen  angefrittet  ist  Lässt  man  einei 
Tropfen  Salzsäore  in  das  Oehr  fidlen,  so  bleibt  derselbe  znm 
grÖBsten  Theil  darin  hängen.  Schiebt  man  diesen  Tropfim  tot 
dem  Spalt  des  Speetralapparates  in  den  heissesten  Tbeä  dar 
Elamme,  so  verdampft  er,  und  zwar  in  Folge  des  Leidenfrost- 
schen  Phänomens,  ohne  ins  Kochen  zu  gerathen.  Bhckt  man, 
während  der  Tropien  verdampft,  durch  das  Fernrohr,  so  er- 
scheint in  dem  Augenblick,  wo  die  letzten  Antheile  der  Flüssig- 
keit in  Dampf  verwandelt  werden,  ein  glänzendes  Calciimi- 
spectrum,  wcklies  bei  geringem  Kalkgehalt  nur  einen  Moment 
auibUtzt,  bei  erheblicheren  Kalkmengen  aber  mehr  oder  weniger 
lange  anhält. 

Nur  in  Silicaten,  welche  von  Salzsäure  angegriffen  werden, 
lässt  sich  der  Kalk  auf  diese  Weise  finden;  in  nicht  durch 
Salzsäure  angreifbaren  Silicaten  gelingt  die  liachweisung  am 
besten  folgendermassen :  Einige  IVfilUgramm  der  zu  prüfenden, 
auf  das  Feinste  pulverisirten  Substanz  werden  auf  einem  flachen 
Tiegeldeokel  yon  Platin  mit  nngefiUir  einem  Grsmm  halb  nr* 
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floflsenem  Slnoniiimoiihim  jeneM  und  der  Deckelin  die  Flamme 
gehalten,  bb  er  nach  Yerfltlohtigung  des  Flnorammomiuns  glühi 
Man  befeuchtet  den  auf  dem  Deckel  befindlichen  Salzanflng 
mit  1  bis  2  Tropfen  Schwefelsftnre,  und  entfernt  den  üeber- 
schuss  derselben  durch  abermaliges  Erhitzen  über  der  Flamme. 
"Wird  der  jetzt  aus  schwefelsauren  Salzen  bestehende  Anflug 
uut  dem  Deckel  mit  dem  Fingernagel  oder  einem  Spatelcheu 
zusaniniengeschabt  und  ungefähr  ein  JVlilligramm  davon  mittelst 
des  Dralites  in  die  Flamme  gebracht,  so  erhält  man,  wenn  A'<r/, 
Na  und  Li  vorliantlen  sind,  zunächst  die  charakteristischen  Reac- 
tionen  dieser  drei  Körper  neben  oder  nach  einander.  Ist  nocli 
Kalk  und  Strontian  vorhanden,  so  erscheinen  deren  Spectren 
gewöhnlich  erst  etwas  später^  nachdem  das  Ka,  Na  und  Li 
Terilüchtigt  ist.  Bei  sehr  geringem  Calcinm-  oder  Strontium- 
gehalt  bleibt  die  Beaction  dieser  Metalle  aus;  man  erhält  sie 
dann  aber  sogleich,  wenn  man  den  im  Heductionsraam  der 
Jlamme  einige  Augenblicke  behandelten  Draht  mit  Salssftnre 
betropft  nnd  wieder  in  die  Slainme  bringt 

Alle  diese  Pr6ben,  die  ErhitEong  fttr  sich  oder  mifc  Salz» 
sftore,  die  Behandlung  mit  Fluorammoninm  fftr  sich  oder  mit 
Schwefelsftore  und  Salzs&nre  geben  dem  Mineralogen  und  mehr 
noch  dem  Geognosten  eine  Beihe  höchst  einfiusher  Keunzeichen 
an  die  Hand,  nm  viele  in  der  Natur  aofkretende  Snhstanzeni 
und  namentÜoh  die  einander  so  Shnliefaen  ans  kiQdiaUalgen 
Doppeldlicaten  bestehenden  Mineralien  noch  in  den  kleinsten 
SpUtterchen  mit  einer  Sicherheit  zu  bestimmen,  wie  sie  sonst 
kaum  bei  einem  reiclüich  zu  Gebote  stehenden  Material  durch 
weitläuitige  und  zeitraubende  Analysen  erreichbar  ist.  Einige 
Beispiele  werden  dies  am  besten  zeigen. 

1.  Ein  Tropfen  Meerwa>ser  am  Platindraht  vei-flüchtigt 
zeigt  eine  staike  Xatriumreacticui,  und  nach  Verflüchtigung 
des  Kochsalzi's  eine  schwache  Caiciumreaction.  die  duich  Be- 
feuchten des  Drahtes  mit  Salzsäure  auf  Augenblicke  höchst 
intensiv  wird.  Behandelt  man  einige  Decigrammo  Meerwasser- 
rückstand auf  die  beim  Lithium  angegebene  Weise  mit  Schwefel- 
säure und  Alkolnd,  so  erhält  man  leicht  die  Keaction  des 
Kalimas  nnd  Lithiums.  Die  Gegenwart  des  Strontiums  im 
MeerwBsser  kann  am  besten  in  den  Kesselsteinen  der  See- 
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dampfschiffe  nachgewiesen  werden.  Die  filtrirte  salzsaure  liö- 
suncr  desselben  liinterlässt  nach  dem  Abdampfen  und  Auflösen 
in  ni(")<^lirlHt  weni?  Alkohol  eine  von  basischem  Eisenoklorid 
gclblic  Ii  gi'fiirbte  Trübmig,  die  sich  nach  einigen  Ta^en  absetzt 
und  auf  einem  Filterchen  gesammelt  und  mit  Alkohol  uiisge- 
waschen  werden  kann.  Das  in  einem  feinen  Platindraht  ver- 
brannte Filter  giebt  nel)en  den  Oalciumlinien  eiu  yollstäiidi^es 
uud  intensives  vStrontiumspectrum. 

2.  Soolwasser  zeigen  oft  schon  unmittelbar  die  Kalium-, 
Natrium-,  Lithium-,  Calcium-  und  StroutiumreactioD.  Biingt 
man  z.  B.  einen  Tropfen  des  J>ürkhcimer  oder  Kreuznacher 
Mineralwassers  in  die  Flamme,  so  erhält  man  die  Linien  ASio^ 
IJ  Caa  und  Ca  ß.  Wendet  man  statt  des  Soolwassers  einen 
Tropfen  seiner  Mutterlauge  an,  so  entstellen  dieselben  Linien 
mit  dem  intensivsten  Glänze.  In  dem  Maasse  als  das  Oblor- 
nakrinm  imd  Ohlorlithiam  verdampft  nnd  das  (Morcaldiim 
basisolier  irird,  entwickeln  sich  allm&Uioh  die  chanikteiistisGhen 
Linien  des  Strontinrnspectroms,  welches  sich  nach  nnd  nach 
immer  gl&nzender  in  seiner  ganzen  YolktSadigkeit  zeigt.  Man 
eihftlt  hier  also  durch  den  blossen  Anblick  eines  einzigen  in 
der  Flamme  v^ttchtigten  Tropfens  in  wenigen  Augenblicken 
die  vollständige  Analyse  eines  Gremenges  von  ftnf  Stoffen. 

3.  Der  Aschenstum])f  einer  Cigarre  mit  etwas  HCl  be- 
feuchtet und  in  die  Flamme  gehalten,  giebt  die  Linien  Naa^ 
Ka  a,  Li  a,  Co  a,  Co  ß. 

4.  Kaliglas  von  einer  Verbrennungsröhre  gal)  sowohl  mit 
als  ohne  Salzsäure  Ä'aa  und  Kacx,  mit  Fluoramiuonium  und 
Schwefelsäure  behandelt  noch  Ca  c^,  Ca  ß  und  Spm'en  von  Liu. 

5.  Orthoklas  von  Baveno  giebt  für  sieh  od»T  mit  Salz- 
säui'e  nur  Naa  nebst  Spuren  von  Kau  und  Li  er,  mit  Fluor- 
ammonium  und  Schwefelsäure  die  intensiven  Linien  Na  Ka  a 
nnd  etwas  schwächer  TJa,  Nach  Vei-flüchtigung  der  so  nach- 
gewiesenen Bestandtheile,  mit  HCl  in  die  Flamme  gebracht, 
giebt  die  Probe  nnr  ein  kaum  unterscheidbares  Aufblitzen  der 
Linien  Ca  a  nnd  Caß.  Der  nach  diesen  Prüfungen  dem  Platin- 
drahte angefrittete  Bttckstand  zeigte  mit  salpetersanrem  Eobait- 
o^nl  befeuchtet  nnd  ge^^t»  die  fttr  GRionerde  charakteristiache 
Farbnng.  Nimmt  man  noch  die  bekannte  Beaction  anf  Kasel- 
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efrde  hinzu,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  in  wenijion  Afinuten  aus- 
ftLhrbaren  Pi  ulungen,  dass  der  Orthoklas  von  Baveno  Kiesel- 
erde, Thoncnlc,  Kali  mit  Spuren  von  Natron,  Kalkerde  und 
Lithion  enthält,  so  wie  dass  jede  Spur  von  Baryterde  und 
Stroutianerde  darin  fehlt. 

6.  Adular  vom  Gotthard  verhielt  sich  ganz  ähnlich  wie 
der  Orthoklas  von  Baveno.  nur  dass  die  Lithiumreactioii  ¥Ölligy 
die  Oalciumreaction  fast  völlig  fehlte. 

7.  Labradorit  von  St.  Paul  giebt  fllr  sieh  nur  die  Nap 
trinmlime  Naa^  moht  aber  das  OalchimsfpectnmL  Die  mit 
GSdorwasserBtoffiBftare  befencbtete  Probe  aber  bringt  die  Oal- 
einmlinien  Caamü  Gaß  sehr  i^ftnzend  her?or.  Bei  der  Frohe 
mit  Unorammoniom  erhfilt  man  noch  eine  sdiwache  Kafinm- 
reaction  nnd  kanm  bemerkbare  Spuren  von  Idthimn. 

8.  Labradorit  aus  dem  Kugeldiorit  TOn  Corsika  verliielt 
sich  ebenso,  nur  dass  die  Spuren  der  Lithiumreactioii  fehlten. 

9.  Mosandrit  aus  Brevig  und  Tsehctfkinit  aus  dem  Ilmen- 
gebirge  gaben  für  sich  nur  die  Natriumreaction,  bei  der  Be- 
handiuDg  mit  Salzsäure  aber  die  Calciumlinien  Ca  a  und  Ca  ß. 

10.  Melinophan  von  Lamoe  gab  für  sich  nor  Naa,  mit 
Salnftore  aber  noch  Cdec,  Gaß  nnd  Ja«. 

11.  Scheelit  nnd  Sphen  geben  schon  bei  Behaadlnng  mit 
Salzsftnre  die  Oalohimreaction  sehr  intenstr. 

12.  Finden  sich  geringe  Mengen  Strontium  neben  dem 
Calcium,  so  wählt  man  am  zwet  kmiUsigsten  die  Linie  Sr  Ö 
zur  Erkennung  der  ersteren.  Mit  HüIi'h  derselben  gelingt  es 
leicht,  in  sehr  vielen  neptunischen  Kalksteinen  einen  gerinircn 
Strontiumgehalt  nachzuweisen,  yr/f^.  JA«.  Kiry.,  besondci-s 
lAce,  zeigen  sich  schou  unmittelbar  bei  dem  Glühen  des  Kalk- 
steins in  der  Flamme.  Durch  Salzsäure  in  Chlorcalcium  ver- 
wandelt und  in  dieser  Form  in  die  Flamme  gebracht,  geben 
diese  G^esteine  dieselben  Linien  und  ansserdem  häufig  noch 
deutlich  genug  die  Linie  Sr  ö.  Dieselbe  erscheint  aber  nur 
auf  kBraere  Zeit,  indem  sie  sich  in  Folge  der  Yerdampfimgs- 
prooesse  in  der  Hamme  allmählich  entwickelt  nnd  kuns  Tor 
dem  Brblassen  des  EjdhBpectmms  am  deutlichsten  herrorzu- 
treten  pflegt 
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Auf  diesem  Wege  wmden  die  linien  Naa,  Zia,  Kam, 
Caee,  Caß,  Srif  bei  fotgenden  Kalksteine  gefbnden: 
Silorkalk^)  Tom  Elugelbad  bei 

WeUenkalk  (Masdhelkalk)  tob  Bobibadi  bei  Heidelberg, 

Idaskalk  yon  Malsch  in  Baden, 

Kreide  aus  England. 
Folgende  Kalksteine  zeigten  nur  die  Linien  i\aa,  Ua, 
KaUf  Caa,  Ca^ß,  ohne  die  blaue  Stroutiiinilinie: 

Marmor  von  Auerbach  aus  dem  Granit*), 

Deyonkalk  von  Gerolstein  in  der  Eitel, 

Kohlenkalk  von  Planitz  in  Sachsen, 

Zechstein  von  Nordhausen  am  Harz, 

Jurakalk  vom  Streitberg  in  Franken. 
Man  sieht  schon  aus  diesen  wenigen  Versuchen,  dass  um- 
fassendere und  sorgfältige  spectralanafytische  Untersuchungeo 
über  den  Lithium-,  Kalium-y  Natiium-  und  Strontiumgehalt 
Terschiedener  Kalkbüdimgen  mit  Beadehung  auf  die  Altersfolgs 
und  locale  Verbreitung  derselben  yon  grossem  geologischfln 
Interesse  sind,  und  vielleicht  za  mierwarteten  Au&cbifissen 
über  die  Katar  der  früheren  Oceane  und  Meeresbeokeni  in 
welchen  die  Bildnng  jener  Kalkgebirge  erfolgte^  fthren  IcOmMn. 

Barynm. 

Das  BarTomspectrum  ist  das  yerwickeltste  unter  den 
Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  und  alkaUsohen  Erden.  Von 
den  bisher  betrachteten  unterscheidet  es  sich  adioii  auf  dm 
ersten  Blick  durch  die  grOnen  Linien  Baa  nnd  Baß,  mMhe 
alle  übrigen  an  Intensität  übertreffen  und  bei  schwacher  Reae- 
tion  zuerst  erscheinen  und  zuletzt  wieder  verschwinden.  Ba/ 
ist  weniger  empfindlich,  aber  immer  noch  als  cliarakTeristische 
Linie  zu  betrachten.    Die  verhältuiäsmässig  zienihch  grosse 


^)  Die  Lithiumliine  war  bei  dieser  Gebirgsart  nicht  mit  Sicheiiwtt  n 
erkemic'ii,  die  Linie  Sr  6  dagegen  sehr  stark. 

^)  Mittelst  des  oben  beächriebenen  \'uri'ahreiu»  luit  Alkohol  wurde  «os 
20  Gtid.  dieses  Menno»  so  viel  Ba^petenenier  StronÜan  eriuJtea,  da« 
eieh  damit  ein  yoDetiadigee  intensiyei  Strootiomepeetram  hnrynibiiiiii 
liess.  Ob  sich  auch  die  übrigen  aufgeftihrten  Kalksteine,  anf  ^eee  Alt 
behsDdelly  alt  strontinmhaltig  erweieen,  haben  wir  niefat  ontewcht, 
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Aufldehnang  des  Spectrums  ist  Ursache,  dass  Überhaupt  die 
Spectralreaction  der  Baiyuinverbindungen  etwas  weniger  em- 
pfindlich is-t  als  die  der  bisher  betraehtetcn  Körper.  0,3  Gnu. 
chlorsaurer  Baryt  mit  Milchzucker  gaben  in  unserem  Zimmer 
verbrannt,  nachdem  die  Luil  vermittelst  eines  aufgespannten 
E(^g('nschirraes  gehörig  durchgemengt  war,  längere  Zeit  auf  das 
deuthchste  die  Linie  Baa.  Man  kann  daher  aus  einer  der 
beim  Natrium  ausgeftihrten  ähnlichen  Rechnung  schliessen,  dass 
durch  che  lieaction  noch  weniger  als  ungefähr  Milligrii.nim 
mit  völliger  Deutlichkeit  angezeigt  wird. 

Chlorbaryum,  Brombaryum,  Jodbarymn,  Fluorbaryum, 
Baryterdehydrat»  koMensaurer  und  schwefelsaurer  Baiyt  zeigen 
die  Beaction  am  ausgezeichnetsten,  und  können  daher  durch 
munittelbares  Erhitedn  in  der  Elamme  erkannt  werden. 

l>urchSa]z8ftareangreifbare)  Baryterde  enthaltende  Silicate 
geben  die  Beaction,  wenn  sie,  wie  beim  Kalk  angegeben,  mit 
Tropfen  Salmftore  in  die  Elamme  gebracht  werden,  ebenfiJk. 
So  erzeugt  2.  R  Barythannotom,  auf  diese  Weise  behandelt, 
die  Idnie  Ca  a  und  Ca  ß  neben  den  Linien  Ba  tt  und  Ba  ß. 

Verbindungen  der  Baiyterde  mit  feuerbeständigen  S&ozen, 
die  sich  mit  und  ohne  Salzdknre  in  der  Flamme  indüerent 
Terhalten,  sdiliesst  man  am  besten  auf  die  beim  Strontmm 
angegebene  Weise  mit  kohlensaurem  Natrrni  auf  und  piiift  den 
dadurch  erhaltenen  kohlensauren  Baryt.  Kommen  in  solchen 
Verbindungen  Ca,  Ba  und  Sr  in  .sein-  ungleichen  Mengen  ge- 
meinschaftlich vor,  so  löst  man  die  durch  Aufschliessen  er- 
haltenen kohlensauien  Salze  in  einem  Tropfen  Salpetersäure 
und  zieht  aus  dem  abgedampften  Kückstand  den  K^lk  durch 
Alkohol  aus.  Der  Rückstand  enthält  dann  noch  Baryt  und 
Strontium,  die  sich,  wenn  sie  nicht  in  allzu  ungleicher  Menge 
vorkommen,  leicht  neben  einander  erkennen  lassen.  Handelt 
es  sich  darum,  die  letzten  noch  wahrnehmbaren  Sjiuren  von 
Sr  oder  Ba  nachzuweisen,  so  verwandelt  man  den  Rückstand 
durch  Glühen  mit  Salmiak  in  Chlorverbindungen,  aus  denen 
sich  das  Chlorstrontium  durch  Alkohol  in  der  zur  Erkennung 
hiiilftnghch  ooncentrirten  Form  leicht  ausziehen  lässt  Sind 
unter  den  nachzuweisenden  Stoffen  nicht  einzelne  in  ver- 
Bohwindend  kleinen  Mengen  Torhanden,  so  werden  alle  solche 
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Torgängige  Scheidmigen  ganz  unnMldg^  wie  folgender  Yenodi 
zeigt:  Ein  Gemenge  von  OUciiiatriiiini  Ghlorkalhim,  Oilor- 

lithitun,  Ohlorcalcinm,  Chlorstrontiiim  und  OUofImutiqii,  welches 

von  jedem  dieser  sechs  Stofte  höchstens  Milli^^•amm  enthielt| 
wurde  in  die  Flamme  gebracht  uml  beobatlitet.  Zuerst  er- 
schien die  intensiv  ^^elbe  NatronHnie  Na  a  auf  dem  Unter- 
gründe eines  schwachen  continuirUchen  Spectruras.  In  dem 
Maasse,  als  dieses  zu  erblassen  begann,  entwickelte  sich  die 
scharf  begrenzte  intensiv  rothe  Linie  des  Lithium^  Li  a  und 
jenseits  derselben,  noch  weiter  von  der  Natriumlinie  entferr.t 
die  mattere  Kaliundinie  Ka  indess  die  Barjumliuien  Bn  u 
und  Ba  fi  in  ihrer  charakteristischen  Lage  und  eigenthiuuliclien 
Schattirung  auf  das  Deutlichste  hervortraten.  Indem  meh 
darauf  die  Verbindungen  dos  Kalium«;,  Lithiums  und  Barjmns 
nach  und  nach  verflüchtigten,  erblassten  oder  verschwanden 
ihre  Linii  ii  wieder  allmählich  der  Beihe  nach,  bis  sich  nach 
einigen  Minuten  ans  den  immer  weniger  flberlagerten  Linien 
des  Oaldums  und  Stronthimfl,  wie  aas  einem  Hebdlxüdi^  die 
Linien  Ca«,  Caß  und  8r  ti^  Sr  ßf  Sry  und  9r  9  mit  aller 
Scl^e  in  ihrer  charakteristischen  Form,  Schattimng  mid 
Lage  henrozhoben,  nm  dann  erst  nach  sehr  langer  Zeit  wieder 
zn  erhhissen  und  (^biizlidi  zn  Tersohwinden. 

Die  Abwesenheit  irgend  emes  oder  mehrerer  dieaer  Ge- 
mengtheüe  giebt  sich  bei  diesen  Beobaditongen  angeoUick- 
lich  durch  die  Abwesenheit  der  ihnen  EngehOrigen  Linien  n 
erkemien. 


I'ür  Denjenigen,  welcher  die  einzelnen  Spectren  aus  wieder- 
holter Anschauung  kennt,  bedarf  es  einer  jrenancn  Me*-ttn* 
der  einzelnen  Linien  nicht;  ilire  Farbe,  ihre  geg»'n>eitige  Lage, 
ihre  eigenthüniHche  Gotnlt  und  Abschattinmg.  die  Alistufiingen 
ihres  Glanzes  sind  Kennzeichen,  welche  selbst  fiir  den  Unge- 
übten zur  sicheren  ( )rieritirnng  vollkonnnen  hinreichen.  Diese 
Kennzeil  hen  sind  den  Lntersciieidungsmerkmalen  zu  vergleichou» 
welche  wir  bei  den  als  Reactionsmittel  benutzten,  ihrem  äuss^vn 
Ansehen  nach  höchst  verschiedenartigen  Niederschlägen  an- 
treffen. Wie  es  als  Charakter  einer  Fällung  gilt,  dass  sie 
gelatinös,  pulTerförmig,  isäsig,  körnig  oder  ktystallimaeh  ist»  ae 
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zeigen  auch  die  SpectnlHiuen  ihr  ejgentlifkmliclies  Yerlialten, 
indem  die  einen  an  ihren  Bftadeni  soliarf  begrenzt»  die  anderen 
entweder  nur  nach  einer  oder  nach  beiden  Seiten  entweder 

gleichartig  oder  uiigleicliarlig  verwaschen,  oder  indem  die  einen 
breiter,  die  anderen  schmäler  erscheinen.    Und  wie  wir  nur 
diejenigen  Niederschläge,  welche  bei  möglichst  grosser  Ver- 
dünnnng  der  zu  fällenden  Substanz  noch  zum  Vorschein  kommen, 
als  Erkennungsmittel  verwenden,  so  benutzt  man  auch  in  der 
Spectralanalyse  zu  diesem  Zwecke  nur  diejeuiiren  Linien,  welche 
zu  ihrer  Erzeugung  die  geringste  Menge  Substanz  und  eine 
nicht  allzu  hohe  Temperatur  ertbrdern.    Li  Beziehung  auf 
solche  Kennzeichen  stehen  sich  daher  beide  Methoden  ziemlich 
gleich.  Dagegen  gewährt  die  Spectralanalyse  rttcksichtlich  der 
als  Keactionsmittel  benutzten  Farbenerscheiniingen  eine  Eigen» 
thümlichk*  it  die  ihr  unbedingt  einen  Vorzug  vor  jeder  anderen 
analjtiBchen  Methode  sichem  mosB.  Unter  den  Niederschlägen, 
die  zur  Erkenniing  Ton  Stoffen  bestimmt  smd,  erscheinen  die 
meisten  weiss  nnd  nnr  einige  gefibrbt  Dabei  ist  die  Jf ftrbong 
der  letzteren  nnr  wmig  constant  nnd  varürt  in  den  yerschie» 
densten  Abstofongen,  je  nach  der  dichteren  oder  mehr  zer- 
theilten  Form  der  lUhmg.  Oft  reicht  schon  die  kleinste 
Beimengung  eines  fremden  Stoffes  hin,  eine  charakteristische 
Fftrbmig  bis  znr  ünkemitliclikeit  zn  Terwtsohen.  Feinere  Farben- 
nntersdnede  der  Niederschläge  kommen  daher  als  chemische 
Kennzeichen  gar  nicht  mehr  in  Frage.    Bei  der  Spectral- 
analyse dagegen  erscheinen  die  farbigen  Streiten  uiilx'i  iilirt  von 
solchen  fremden  Einflüssen  uml  unverändert  durch  die  Da- 
zwischenkunft  anderer  Stoffe.  Die  Stellen,  welche  sie  im  S{)ec- 
tiTiin  einnehmen,  bedingen  eine  chemische  Eigenschaft,  die  so 
unwandelbarer  und  fundamentaler  Natur  ist,  wie  das  Atom- 
gewicht der  Stoffe,  und  lassen  sich  daher  mit  einer  fast  astro- 
nomischen Genauigkeit  bestimmen.    Was  aber  der  spectral- 
anulytischen  Methode  eine  ganz  besondere  Bedeutung  verleiht, 
ist  der  Umstand,  dass  sie  die  Schranken,  bis  zu  welchen  bisher 
die  chemischen  Kennzeichen  der  Materie  reichten,  fast  ins  ün- 
boprrenzte  hinansrückt.  ^^ie  verspricht  uns  tiber  die  A'erbreitung 
und  Anordnung  der  Stoffe  in  den  geologischen  Formationen 
die  irarthToUsten  An&chlflsse.  Schon  die  wenigen  Versuche, 
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welche  diese  Abhandlung  enthält,  Miren  zu  dem  unens-arteten 
Aufschlüsse,  dass  nicht  nur  Kalium  und  Natrium,  sondern  auch 
Lithium  und  Strontium  zu  den  zwar  nur  in  geringer  Menge, 
aber  allgemein  verbreiteten  Stoffen  unseres  Erdkörpers  gezählt 
werden  müssen. 

Für  die  Entdeckung  bisher  noch  nicht  aufgefundener  Eh-- 
mente  dürfte  die  Spectralanalyse  eine  nicht  minder  wichtige 
Bedeutung  gewinnen.  Denn  wenn  es  Stoffe  giebt,  die  so  sparsam 
in  der  Natur  verbreitet  sindy  dass  uns  die  bishengen  Mitt^'l 
der  Analyse  bei  ihrer  Erkemnmg  und  Abscheidung  im  Stiche 
lassen,  so  wird  man  hoffen  dürüsn)  tide  solGher  Stoffe  durch 
die  einfache  Betrachtung  ihrer  Flammenspectren  noch  in  Mengen 
£U  erkennen  und  zu  bestimmen,  die  sich  auf  gewöhnhohem  Wege 
jeder  ehemisofaeii  Wahmehmmig  entaidieD.  Dass  es  mklich 
solche  bisher  unbekannte  Elemente  giebt»  daron  haben  ivir  mm 
bereits  zn  überzeugen  Gelegenheit  gehabt  Wir  gianheni  aof 
unzweifelhafte  Besultate  der  speotralanalytiBchen  Methode  ge> 
stützt,  mit  yOlliger  Sicherheit  schon  jetzt  die  Behai^lang  an^ 
stellen  zu  können,  dass  es  neben  dem  Kaünmy  Natrium  und 
Lithium  noch  ein  viertes  der  Alkaliengruppe  angehörigea  Metall 
giebt,  welches  ein  eben  so  charakteristisches  und  ehrfaches 
Spectrum  giebt  wie  dsts  Liänam  —  ein  Metall,  das  mit  im- 
serem  Spectralapparate  nur  zwei  Linien  zeigt,  eine  schwache 
blaue,  die  mit  der  Strontiumlinie  Sn)  last  zusammeniallt.  und 
eine  andere  blaue,  die  nur  um  Weniges  weiter  nach  dem  vio- 
letten Ende  des  Spectmms  hin  liegt  und  an  Intensität  und 
Schärfe  der  Begrenzung  mit  der  Lithiumlinie  wetteifert. 

Bietet  einerseits  die  Spectralanalyse,  wie  wir  im  Vor- 
stehenden gezeigt  zu  haben  glauben,  ein  Mittel  von  bewunde- 
rungswürdiger Einfachheit  dar,  die  kleinsten  Spuren  gewisser 
Elemente  in  ii*dischen  Körpern  zu  entdecken,  so  eröSmt  sie 
andererseits  der  chemischen  Forschung  ein  bisher  völlig  rer- 
schlossenes  Gebiet,  das  weit  über  die  Ghrenzen  der  Erde,  ja 
selbst  unseres  Sonnensystems,  hinausreioht.  Da  es  bei  der  in 
Rede  stehenden  analytischen  Methode  ansreichti  das  glQhende 
Gras,  um  dessen  Analyse  es  sich  handelt,  zu  sehen,  so  liegt  der 
Gedanke  nahe,  dass  dieselbe  auch  anwendbar  sei  aof  die  Almo- 
sphftre  der  Sonne  und  der  helleren  Fizsteme.    Sie  bedaif 
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aber  hier  einer  Moditicatiou  wegen  des  Lichtes,  welches  die 
Kerne  dieser  Weltkörper  ausstrahlen.  In  seiner  Abhandlung: 
„Ueber  das  Verhiiltniss  zmschen  dem  Emissionsvermögen  und 
dem  Absorptionsvermögen  der  Körper  für  Wärme  und  Licht"^) 
liat  Einer  Ton  uns  durch  theoretische  Betrachtcmgea  nnch^e- 
wiesen,  dass  das  Spectrum  eines  glühenden  Gases  umgekehrt 
irird,  d.  L  dass  die  hellen  Linien  in  dunkele  sich  Terwandeln, 
imn  hinter  dasselbe  eine  Lichtquelle  von  hinreichender  In- 
tenflittt  gebracht  wird,  die  an  sich  ein  continuirliches  Spectmm 
giebt  Eb  l&Bst  sich  hierai»  aohlieflsen,  daw  das  Sonnenapecbnim 
mit  seinen  dunkeln  Linien  nichts  Anderes  ist,  als  die  üm- 
kehnmg  des  Spectnmis,  welches  die  Atmoephfiie  der  Sonne 
ftlr  sich  zeigen  würde»  Hiernach  erfordert  die  diemisdhe 
Analyse  der  Sonnenatmosphftre  nur  die  Auftacfaung  derjenigen 
Stoffe^  die,  in  eine  Flamme  gebracht,  helle  Linien  heryfnrtreten 
lassen,  die  mit  den  dunkeln  Innien  des  Sonnenspectroms 
eoincidiren. 

An  diiii  uugoftöirten  Orte  sind  als  experimentelle  Belege 
für  den  erwähnten  theoretisch  abgeleiteten  Öatz  die  iolgenden 
Versuche  angeführt: 

Die  helle  rothe  Linie  im  Spectrum  einer  Gasflamme,  in 
die  eine  Perle  von  Clüorlithiuni  fiebracht  ist,  venvandelt  sich 
iu  eine  schwarze,  wenn  mau  volles  Sonnenlicht  durch  die  Flamme 
gehen  lässt. 

Ersetzt  man  die  Perle  von  Chlorlitliium  durch  eine  von 
Chlomatrium,  so  zeigt  sich  im  Sonnenspectrum  die  dunkle 
I>oppellime  D  (die  mit  <ler  hellen  Natiiumlinie  coinoidirt)  in 
ungewöhnlicher  Deutlichkeit 

Li  dem  Spectnun  des  Drumond'schen  Lichtes  tritt  die 
dunkle  DoppeUinie  D  auf,  wenn  man  seine  Strahlen  durch 
die  Flamme  Ton  wässerigem  Alkohol  gehen  Iftsst,  in  den  mau 
Ohlomatrium  gebiacht  hat^ 

<)  Kirchhoff,  Pogg.  Ann.,  Bd.  CIX,  S.  275.  Oben  a  670. 
In  der  Mftxmummer  des  FML  Mag,  f&r  1860  eriimert  Stokes 
daran,  daas  Foucault  schon  im  Jahre  1849  eine  Beobachtung  tromacht 
bat,  die  der  oben  erwähnten  ähnUch  ist.  Bei  '1er  Untersuchung  des  elek- 
trischen Bogens  zwischen  Kohlenspitzen  bemerkte  dieser  Institut  1849 
p.  45)|  dMs  in  dem  Spectmm  desselben  helle  Linien  am  Orte  der  Doppel- 
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Bs  schien  uns  nicht  olme  IiilereBBei  nodi  mehr  Bestt- 
tigungen  jenes  merkwürdigen  tlieoretischen  Satses  sa  edmiteB. 
Es  ist  uns  dies  dnrdi  die  Versnche,  die  nun  beschrieben 

werden  sollen,  gelangen. 

Wir  machten  einen  dicken  Platindraht  in  einer  Flammt, 
glühend  und  brachten  ihn  durch  einen  elektrischen  Stiuni 
seinem  S(  hmd/punkte  nahe.  Der  Draht  gab  ein  jL^lüiizendts 
Spectrum  olme  jede  Spur  von  hellen  oder  dunkeln  Linien. 
Wurde  zwischen  den  Draht  und  den  Spalt  des  Apparates  eine 
Flamme  von  sehr  wässerigem  Alkohol  pjebracht,  in  dem  Ko(  h- 
salz  auli;eir>bt  war  so  zeigte  sich  die  dunkle  Linie  D  in  gruaser 
Deutlichkeit. 

Im  dem  Spectrum  eines  Platindrahles ,  der  allein  durch 
eine  Flamme  glühend  tremacht  ist,  kann  man  die  dunkle  Linie 
D  heiTorrul'en,  wenn  man  vor  ihn  ein  Reagenzglas  hält,  aal 
dessen  Boden  man  etwas  Katriumamalgam  gebracht  hat,  und 
dieses  bis  zum  Kochen  erhitzt.  Dieser  Versuch  ist  deshalb 
wichtig,  weil  er  zeigt,  dass  weit  unter  der  Glühhitze  der  Is^ 
triumdampf  genau  an  derselben  Stelle  des  Spectnims  seine 
abfiorbirende  Wirkung  ansAbt,  wie  bei  den  höchsten  Tempe- 
ratoren^  welche  wir  hervorzubringen  vermögen,  und  bei  den> 
jonigen,  die  in  der  Sonnenatmosphäre  stattfinden. 

Die  helleren  Idnian  der  Spectren  von  Ka,  Sty  Ca,  Ba 
mnzukehren,  ist  uns  gelungen  bei  Anwendimg  yon  Sonnenhcbi 
und  von  Mischungen  der  cblorsanren  Sake  dieser  Metalle  mit 
Milohsacker.  Vor  dem  Spalte  des  Apparates  mur  eine  UeisB 
eiserne  Binne  angestellt;  in  diese  wurde  die  TtfianJinng  ge. 
bracht,  volles  Sonnenlicht  Ubigs  der  Bmne  auf  den  Spalt  ge- 
leitet nnd  die  Mischung  dvrcb  einen  gltlhenden  Drabt  saitfidi 

linie  D  des  Sonnenspectrunis  vorluindiii  sind,  und  dass  dor  Rogen  <Jw! 
dunkle  Linie  D  verstärkt  (»tlor  orzrugt,  wenn  man  dun  h  ihn  »lic  Strals'en 
der  tSouue  oder  einer  der  glüheudeu  Kohlem|iitzeu  gehen  histit  und  djuiu 
m  einem  Speetnim  anweinander  legt  Die  im  Texte  erwihmte  Rwibadt- 
tong  giebt  die  firUlnmg  dieeer  intereiMuiten,  sdM»  vor  il  Jakna  m 
Foucault  bemerkten  Erscheinung  und  zeigt,  dass  dieselbe  aidlt bedingt 
ist  durch  die  Eigenschaften  des  in  vieler  Hinsicht  noch  so  rfithselhaf^en 
elektrischen  Lichtes,  sondern  herrührt  von  einer  NatriomverbindiinL'.  ihe 
in  der  Kohle  enthalten  war  und  durch  den  btrom  in  glühendes  Gas  ver- 
wandelt wurde. 
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ents&ndei  Das  BeobacbtoiigBfenirohr  war  mit  dem  Sduutl* 
pmnkt  semer  schräg  gestellten  F&den  auf  die  helle  Linie  des 
Flammenspectrmns,  deren  Ümkehrbarkeit  geprüft  werden  sollte, 
eingestellt;  der  Beobachter  coneentrirte  seine  Aufinerksamkeit 
darauf,  za  beurtheilen,  ob  im  Augenblicke  der  Verpuffung  eine 
dnnkle  durch  den  Schnittpunkt  des  Fatlenkreiizes  gehende 
Linie  sich  zeigte.  Aul'  diese  Weise  war  es  bei  richtiger 
Mischung  der  abbrennenden  Gemenge  sehr  leicht,  die  ümkehr- 
barkeit der  Linien  Ba  «.  und  Bo  und  der  Linie  Kft  ?  zu  con- 
statiren.  Di<'  letzte  von  diesen  fällt  mit  einer  der  deutlichsten, 
aber  von  Fraunhofer  nicht  1)*  /A  iChueten,  dunkeln  Linie  des 
Sonnenspectnims  zusammen;  di»'>e  liinie  erscheint  im  Augen- 
blicke der  Verpuäang  des  Kalisalzes  sehr  \iel  deutlicher  als 
sonst.  Um  auf  die  beschriebene  Weise  die  Unikehrung  der 
hellen  Linien  des  Öti'Oütiuraspectrums  zu  sehen,  muss  der 
Chlorsäure  Strontian  auf  das  Sorgfilltigste  getrocknet  sein; 
eine  Spur  Feuchtigkeit  bewirkt,  dass  bei  dei*  Verpuffung  herum* 
spritzende  Saktheücht  n  die  flamme  erfüllen,  die  Sonnen^ 
strahlen  dämpfen  nnd  das  positiTe  Stronttmnspectnnn  mm. 
Yorschein  kommen  lassen. 

"Wir  haben  uns  in  dieser  Abliandlung  darauf  beschriinkt> 
die  Spectren  der  Metalle  der  Alkalien  und  alkalischen  £rden 
und  diese  auch  nur  in  so  weit  zu  untersuchen,  als  es  lür  die 
Aju^jse  ixdisoher  Stoffs  nöthig  ist  Wir  . behalten  uns  Tor, 
diesen  Untemchimgen  die  weitere  Ansdehnimg  m  geben,  die 
wfinschenswerth  ist  in  Beziehnng  anf  die  Ana^^  irdisoher 
Körper  tmd  anf  die  Analyse  der  AtmosphSren  der  GMune. 

Heidelberg,  im  April  18(50. 


Zur  Gesehiekte  4w  Speetod-inalyse  waä  d«r  Analyse 

der  SoBneiuitmoBpliira«^) 

In  meinen  „Untersuchungen  über  das  Sonuenspec- 
trnm  und  die  Spectren  der  chemischen  Elemente^ 


1  Poixfi.  Ann.  Bd.  118.  1862. 
2)  AbhauOL  der  BerL  Akademie  1861. 
Kirtkliofr,  OMWMtte  AMwadHiim«  40 


Digitized  by  Google 


636  Zur  Greschichte  der  äpectral-Aualyse  etc. 

habe  ich  einige  kurze  liistoi-ische  Bemerkungen  über  ältere 
Ai'beiten  genuicht.  die  sieh  uui"  die  in  denselben  behandelten 
Gegenstände  beziehen.  Ich  habe  dabei  ge\nsse  Veröfi'ent- 
lichungen  mit  Stillschweigen  übergangen;  einige,  weil  ich  sie 
nicht  kannte,  andere,  weil  sie  mir  von  keinem  erheblichen 
Interesse  füi"  die  Gescliichte  der  in  Rede  stehenden  Ent- 
deckungen zu  sein  schienen.  Nachdem  icli  jene  kennen  gelernt 
und  mich  überzeugt  lial)e,  dass  die-^en  von  anderen  Seiten 
mehr  Gewicht  beigelegt  wird,  als  icli  ihnen  zuschiieb,  will  ich 
jene  historischen  Bemerkungen  hier  zu  vervollständigen  suchen. 

1.  Ich  habe  vor  Allem  unter  dei^euigen^  die  sich  mit  der 
Beobachtung  der  Spectren  farbiger  Flammen  beschäftigt  haben, 
Hörschel  und  Talbot  zu  erwähnen^  demu  Namen  hier  un 
so  weniger  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  dürfen,  ab 
sie  bereits  mit  Bestimmtheit  den  Nutaen  bezeichnet  haben,  den 
diese  Beobachtung  dem  Chemiker  zu  gewähren  im  Stande  ist 
Die  Kenntniss  ihrer  Arbeiten  verdanke  ich  zum  gi*ossen  Theik 
Hm.  A.  Miller,  der  einen  Nachweis  derselben  in  der  Nummer 
Tom  10.  April  1862  der  „Ohemieal  News**  gegeben  hat  In 
dem  Bande  der  Edinburgh.  PhiL  Trans.  1822,  p.  455,  beivt 
es  hier,  beeohreibt  J.  Herschel  kurz  die  Speotrm  tob  OhUv- 
etnmtiuin,  Oblorkalinm,  Ohlodnqpfer,  aalpetersaareia  Kiffer 
und  Bors&ure.  Derselbe  Beobachter  sagt  in  dem  Artikel 
Light,  EncycL  Metrop.  1827,  p.  438:  „Saite  of  aoda  gifo  a 
copions  and  purely  homogeneous  yellow,  of  potuh  a  beand- 
ful  pale  violet'*  Er  ftthrt  dann  die  Farben  an,  welche  Stlie 
von  Kall^  Strontian,  Lothiom,  Bai*}!,  Kupfer  und  Eisen  geb«n 
und  fährt  fort:  „Of  all  salts  the  mnriaies  saeeeed  best,  fitn 
their  volatilitj.  The  same  colours  are  exhibited  also,  when 
any  of  the  salts  in  question  are  put  in  powder  into  the  wick 

of  a  spirit-lamp"  j.The  colours  thus  communicated  hy  the 

different  bases  to  iianie  affortl,  in  niany  cases,  a  ready  and 
neat  way  of  detecting  extremely  niinute  «|iiantities  ol  iheui"  . . . 
„The  pure  earths,  when  noleutly  heated,  as  has  recently  been 
practised  by  Lieutenant  Drummond,  by  diiecting  on  small 
spheres  of  them  the  flames  of  several  spuit-lamps,  urged  by 
oxygen  gas,  yield  from  theii"  surfaces  lights  of  extraordinan- 
splendour,  which,  when  examiued  bj  piismatic  analysis^  are 


Digitized  by  Gopgl 


Zur  Geschichte  der  Spectral-Aualyse  etc.  627 

fotind  to  poBse»  the  pectüiar  definite  rays  in  ezcess  ividch 
characterise  the  tmts  of  flames  colovred  hj  them,  so  that  can 

be  no  doubt  that  these  tmts  arise  from  the  molecules  of  the 
colouring  nuitter  reduced  to  vapour,  and  held  in  a  State  of 
violent  ignition." 

Tal  bot  sagt^):  „The  flame  of  siilphur  and  nitre  contaiiis 
a  red  ray,  which  appears  to  me  of  a  remarkable  nature."  .... 
„This  red  ray  appears  to  possess  a  definite  refraiitri))ility,  and 
to  be  charactcri^tic  of  the  salts  of  potash,  as  thr  yellow  ray 
is  of  the  salts  of  soda,  although,  from  its  feeble  illuminating 
power,  it  is  only  to  be  detected  with  a  prisin.  If  tliis  sliould 
be  admittt'd,  I  would  furüier  suggest  that  whenever  the 
prisni  shüws  a  homogoneous  ray  of  any  colour,  to  exist 
in  a  flame,  this  ray  indicates  the  formation  or  the  pre- 
aence  of  a  definite  chemical  Compound."  Etwas  weiter 
sagt  er  bei  der  Besprechung  des  Spectrums  Ton  Bothfeuer 
nach  Erwähnung  der  so  oft  auftretenden  gelben  Linie:  „the 
other  lines  may  be  attribttted  to  the  antimony,  strontia  etc^ 
whioh  enter  into  this  composition.  For  instance,  the  orange 
ray  may  be  the  eSect  of  the  strontia^  since  Mr.  Herschel 
fonnd  in  the  flame  of  muriate  of  strontia  a  raj  of  that  colonr. 
If  tbis  opinion  shonld  be  correct  and  applicable  to  the  other 
definite  rays,  a  glance  at  the  prismatic  spectnim  of  a  flame 
may  show  it  to  contain  sobBtanoes  wfaich  it  wonld  othenrise 
leqipire  a  labozious  chemical  analyins  to  detect^  In  einer 
sp&teren  Ifittbeihmg')  sagt  derselbe  Physiker  nach  der  trefiPen- 
den  Beschreibang  der  Idthuim-  vnd  Strontinmspectren:  „Hence, 
I  besitate  not  to  say  that  optical  analysis  can  distmgnisoh  the 
minittest  portions  öt  these  two  snbstances  from  each  other 
nith  as  mach  oertainlji  if  not  more,  than  any  other  knoim 
metfaod.^ 

Es  ist  dnreh  diese  Aeosserungen  der  G^edanke  der  „che- 
mischen  Analyse  durch  Spectralbeobachtungen"  vollkommen 
klar  ausgedruckt;  —  aber  durch  andere  (von  Hrn.  A.  Miller 

1)  Brewtter'i  Jootn.  atOokum,  Y,  1826,  QbmM  News  April  ST, 

1861. 

2)  London  und  Ediuburgh  Phil.  Mag.  Thizd  Series,  1884,  voL  IV, 
p.  114;  Chemical  New8,  April  27,  1861. 
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bd  seinem  Beridito  nicht  erw8lmt6)  AnssprUoihe  derselben  Be- 
obachter, die  in  denselben  Abhandluugen  Toikommen,  ans 
welchen  die  Torigen  Gitate  genommen  sind,  wird  den  vorher 
angeführten  Schlüssen  geradezu  widersprochen  und  die  Basis 
dieser  Analyse  völlig  in  Frage  gestellt. 

Berschel  sagt  in  seinem  Artikel  Light,  fast  uiunittel- 
bar  vor  den  oben  angegebenen  Worten^):  „In  gewissen  Fällen, 
wenn  die  Verbrennung  sehr  stark  ist,  z.  B.  wenn  man  in 
die  Flamme  einer  Oellampe  mit  dem  Löthrohr  bläst,  oder  in 
dem  oberen  Ende  der  Flamme  einer  Spirituslampe,  oder  w<'im 
Schwefel  in  einen  weissglüheuden  Sehnielztiegel  geworteu  wird, 
entsteht  eine  grosse  ]\renge  von  reinem  und  homogenem,  gelbem 
Licht;  und  im  letzter»  n  Falle  macht  dasselbe  last  das  ganze 
Licht  aus.  Dr.  Brewster  hat  dasselbe  gelbe  Licht  dann  ge- 
funden, wenn  man  erhitzten,  mit  Wasser  vermischten  Wein- 
geist  anzündet." 

Talbot  erklärt^):  ,^ence  the  yellow  rajs  maj  indicate 
the  presence  of  söda,  bat  they  nevertheless  frequently  i^pear, 
vhere  no  soda  can  be  suppoeed  to  be  present."  Er  fahrt 
dann  an,  dass  das  gelbe,  von  Hers c hei  entdeckte  Licht  des 
brennenden  Schwefels  identisch  mit  dem  gelben  Lichte  der 
Flamme  des  kochsalahaltigen  Alkohols  ist,  nnd  enAUt^  dass 
er  zu  der  Yermathong  geleitet  sei,  dass  das  gelbe  Licb^  vd- 
chee  entstand,  wenn  in  einer  Hamme  Salz  anf  einen  Platin- 
streifen gestreut  worde,  „ms  owing  to  the  mtter  of  dTStalli- 
sation  rather  tfaan  to  the  soda;  bot  then",  fihrt  er  kxt,  „ü 
is  not  eas7  to  eiplain  why  the  sähe  of  potash,  ete^  slioidd 
not  prodnce  it  Hkeivise.  Wood,  ivory,  paper,  etc.,  when  plaeed 
in  the  gasflame,  giye  off,  besidee  their  bricht  flame,  moie  er 
lesB  of  this  yellow  light,  which  I  have  ahrajs  fonnd  the  same 
in  its  charaoters.  The  only  principle  whidi  theee  Taiioyi 
bodies  haye  in  common  with  the  salts  of  soda  n  water;  jet 
I  think  that  the  formation  er  presence  of  water  cannot  be 
the  origin  of  this  yellow  light,  because  ignited  solphor  pro 
duces  the  very  same,  a  substance  with  which  water  it 


1)  Hörschel,  vom  Lieht;  übersctit  von  Schmidt,  &  266. 
^  Brcwster's  Jounml  Y,  1826. 
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soppoeed  io  hare  no  analogj.^  „It  may  be  worth  remark'*, 
ibgt  er  Mer  in  emer  Anmerkoiig  lunzo,  »ythongh  probaUj 
aocidflntal,  that  tlie  specific  granty  of  so^bvr  iB  1,99,  or  al- 
most  ezactlj  twice  tiiai  of  ivater.'*  „Ii  is  also  lemarkaUe^, 
fthrt  er  dann  im  Texte  Ibrt,  „fhat  alc<^  bonit  ia  an  opea 
Tossel,  or  in  a  Uuap  with  a  metaUic  viok,  gires  bst  liUle  of 
the  yellow  light;  whfle  if  Übe  wiek  be  of  cetton,  it  gives  a  con- 
sideraUe  qnantity,  and  Ibat  for  an  nnlimited  time.  (I  bare 
fyanA  oiber  instanoes  of  a  dünge  of  colonr  in  flameB  <»wing 
to  llie  mere  presence  of  the  snbstance  irbicb  snffers  no 
diminution  in  consequenee.  Thus,  a  particle  of  mnriate 
of  lime  on  the  wick  of  a  spirit-lamp  will  produce  a  quantity 
of  red  and  green  rays  for  a  whole  eveniiig  without  being  it^elf 
sensibly  diniinislied.)"  Die  gelbe  Linie  schreibt  er  in  den 
späteren  Thoileu  der  Abhandlung  dann  bald  Natronsalz^n, 
bald  dem  Schwefel  zu.  So  sagt  or  bei  der  schon  erwähnten 
Besprechung  des  Spectinims  des  Rothfeucrs:  „Tlio  bright  Une 
in  the  yellow  is  caused,  without  doubt,  by  the  combubtion  of 
the  suli)hur." 

Man  muss  hiernach  gestehen,  dass  die  Behauptung,  die 
so  oft  {Tcnannto  gelbe  Linie  zeige  die  Anwesenheit  von  Na- 
triumverbindungen in  der  Flamme  mit  Sicherheit  an,  nach 
den  Arbeiten  von  Her  sc  hei  und  Talbot  durchaus  nicht  als 
erwiesen  angesehen  werden  kann.  Im  Gegentheile  fuhren  die 
80  mannigfaltigen,  Yon  diesen  erwähnten  Eutstehungsarten  der 
Linie  viel  eher  sn  dem  Schlüsse,  dass  dieselbe  überhaupt 
nicht  durch  einen  gewissen  chemischen  Bestandtheil  der  Flamme 
bedingt  ist,  sondern  durch  einen  Process  von  unbekannter 
Natur,  der  bei  den  yersobiedensten  chemischen  Mementen, 
bald  leichter,  bald  schwerer  Tor  sich  gehen  kann.  Easite 
man  eine  solche  Ansieht  ttber  diese  gelbe  Linie,  so  mfisste 
man  eine  IbsUche  Uber  die  anderen  in  Ilammenflpeciren  beob- 
aobteten  Innien,  die  Tiel  weniger  nntersoobt  waren,  sidi  bil- 
den, nnd  man  wnide  in  dieser  noch  bestärkt  dnrob  die  An- 
gabe Ton  Talbot,  nadi  der  ein  Stttok  Gblorcakinm  dorcb 
seine  blosse  Gegenwart  auf  dem  Dochte  einer  Flamme^  imd 
ohne  eine  Verminderung  zu  erleiden,  eine  rothe  und  eine 
grttne  Linie  in  dem  Spectrum  derselben  berfortreten  lisst 
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Die  Vf^rsuche  Yon  "Wheatstone  '),  Masson,  ÄngstrSm, 
Tan  der  Willigen  und  Plückcr  über  das  Spectmm  dm 
elektriBcheii  Funkens  oder  Lichtes  (die  schon  in  mwm 
„üntenaehnngen  ttber  das  Sonnenspedrnm  und  die  Spectren 
der  chemischen  Elemente*',  Abhandinngen  der  Ak$ii  d. 
Wissensch.  zn  Berlin,  1861  S.  70,  angefthit  sind),  sowie  & 
Yersnche  Yon  Despretz  ans  denen  dieser  "PhytSket  9cüm, 
dass  die  hellen  Linien  des  Sfpectmms  des  Lichtee  einer  ^ 
Tsnischen  Sftule  eine  yon  der  Stromst&rke  imahh&ngige  Lsg» 
haben,  konnten  der  Ansicht  zor  Stfttze  dienoi,  dass  die  häim 
Linien  des  l^ctnuns  eines  c^flhenden  Gases  anasdiKesgKdi 
dnrch  die  einzelniwi  chemischen  Bestandtheile  desselben  bsdingt 
sind;  aber  den  Beweis  flr  diese  Ansicht  konnten  sie  nickt 
liefern.  Hierzu  waren  die  Bedingongen  bei  ihnen  zu  m- 
•wickelt,  die  Vorgänge,  clie  in  einem  elektrischen  Funken  stitt- 
finden,  zu  wenig  gekannt.  Dazu  k<jiiimt  noch,  um  die  Beweis- 
kraft dieser  Versuche  in  Bezug  auf  die  genannte  Frage  zn 
erschüttern:  die  Verschiedenlieit  der  Farbe  des  elektrischen 
Lichtes  in  verschiedenen  Thcilen  einer  G  ei  ssler' seilen  Kölire. 
der  Umstand,  dass  van  der  Willigen  bei  denselben  Elektroden 
und  unveränderter  chemischer  Beschaffenheit  des  Gases,  in 
dem  die  Elektricität  überging,  verschiedene  Spectron  erhielt, 
wenn  er  die  Dichtigkeit  dieses  Gases  in  genügenden  Grenzen 
änderte,  und  endHch  eine  Beobachtung  von  Angst röm,  die 
dieser  beiläufig  erwähnt.  Ängström  sagt^):  „Schon  Wheat- 
stone hat  bemerkt,  dass,  wenn  die  Pole  aus  zwei  vn^hiede- 
nen  Metallen  bestehen,  das  Specti-um  die  Linien  beider  Metalle 
enthält.  Es  war  deshalb  von  Interesse  zu  nntersnchen,  ob 
eine  Verbindung  derselben  Metalle,  besonders  eine  chemische, 
auch  die  Linien  beider  Metalle  gehe,  oder  sich  dieselbe  durch 
Auftreten  nener  Linien  auszeichne.  £s  xeigte  sich,  da»  ^ 


1)  Wheatstone  experimentirte  joicht  allein  mit  dem  Funken  itf 
Elektrisirmascbiiie,  j^oiitloni  auch  mit  dem  Volta'schen  und  dem  Induction«- 
Funken.  Report  of  the  British  Association  (<<r  rhr  A<lvancciiirat  "f 
Science  1635^  Chemical  News  March  28,  lb61}  Chemical  News  Marek 
80,  1861,   

>)  Compt  read.  XXXI,  p.  419  (1850). 

^  Pogg.  Ann.  Bd.  M  a  160. 
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erste  der  Eall  ist  Der  emiige  Untersohied  bestand  bloss 
darin,  dass  gewisse  Lomen  föblten  oder  sich  mit  grösserer 
Scbivierigkeit  seigten;  aber  wemi  sie  sieh  zeigten,  erscbienen 
sie  immer  an  denselben  SteDen,  irie  bei  den  einseinen  Metallen.'' 
ffid  Z»Sht,**f  heisst  es  aber  in  dem  folgenden  Absatz,  „waren 
die  Linien  im  Blau  etwas  nach  dem  Violetten  yerschoben,  aber 
höchst  nnbedeutend.''  H&tte  eine  sddie  Yerschiebnng,  wenn 
andk  eine  noch  so  Ideine,  hier  wirklich  stattgefimden,  so  wSre 
daraus  zn  sohfiessen:  entweder,  dass  die  hellen  Linien  des 
elektrischen  Funkens  anderen  Gesetzen  folgen,  als  die  eines 
glühenden  Gases,  oder,  dass  die  letzteren  nicht  ausschliesslich 
duich  die  einzelneu,  chemischen  Bestandtheile  desselben  be- 
dingt sind. 

Es  koiintü  div  in  Beziehung  auf  die  Linien  glüliender 
Gase  aufgestellte  Frage  nur  entschieden  werden  dui'ch  Ver- 
suche unter  den  möglich  einfachsten  Verhältnissen,  durch 
Beobachtung  der  Spectren  von  Flammen.  Solche  Beobach- 
tungen sind  wieder  1845  von  Hrn.  A.  Miller  angestellt;  aber 
diese  haben  zur  Losung'  jener  Frage  keinen  Beitrag  geliefert. 
Hl'.  A.  Miller  liat  das  Verdienst,  zuerst  Abbildungen  von 
Flammenspectren  veröflI'entHcht  zu  haben;  aber  diese  Abbil- 
dungen sind  wenig  gi'lungen.  Allerdings  sagt  Hr.  Crookes 
in  Beziehung  auf  dieselben  bei  dem  Wiederabdnick  der  zu- 
gehörigen Abhandlung  ^) :  „We  cannot,  of  course,  give  the 
colomred  diagrams,  with  which  it  was  originally  iUustrated;  but 
we  can  assure  cur  readers  that,  alter  making  allowance  for  the 
imperfsct  state  of  Chromolithographie  sixteen  yean  ago,  the 
diagrams  of  the  spectra  giyeu  by  Pro£  Miller  are  more 
accnrate  in  seyeral  respects  than  the  coloured  spectra  figured 
in  recent  numbers  of  the  scientific  periodicals.*'  Dieser  „Yer- 
sicbsrong''  des  Hm.  Crookes  gegenüber  kann  ich  aber  aa- 
fbhren,  dass  ich  Tersnchsweise  die  AbbUdongen  des  Hm.  Miller 
mehrfiMsh  Personen  yorgelegt  habe,  die  mit  den  betreffenden 
Spectren  yertraut  waren,  und  sie  aufgefordert  die  Zeichnungen 
anftosacihen,  die  die  Spectren  yon  Strontinm^  Ton  O^oiom  und 


1)  GhemiMl  Newi       18,  1861. 
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von  Banam  darsteUen  sollen,  ohne  dass  es  Sbem  gehmg» 
wSre,  die  richtigen  xa  foiden. 

Es  hat  zuerst  Swan  bei  Gelegenheit  seiner  claanscheii 
Arbeit  „über  die  prismatischen  Speotren  der  Flammeii  m 
Kohlenwaeserstoffverinndnngen''  (die  schon  in  den  Abhand- 
lungen der  Akad.  der  Wissensch.  zn  Berlin  1861,  S.  68,  mid 
in  der  gemeinsamen  Abhandhmg  Ton  Bansen  und  mir  Pos;. 
Ann.  Bd.  110  8,  168  angeführt  ist)  durch  Yersoche  za  ent- 
scheiden gesacht,  ob  die  &st  immer  auftretende  gdbe  Line 
aosschliesslich  dorch  NatriamTerbinduugen  hervorgebracht  tm 
k9nne.  Er  priifk,  wie  Hein  die  Menge  Kochsalz  ist,  die  diese 
Linie  noch  deutlich  zeigt;  er  findet  diese  Menge  über  afle 
Vorstellung  klein,  und  scliliesst  daim:  „betrachten  wir  die  fast 
universelle  Verbreitung  der  Katriunisake  und  die  merkwuitüg' 
Energie  dersel])en  zur  Hervorbringung  eines  gelben  Licltt's 
so  scheint  es  sein*  wahrscheinlich,  dass  die  gelbe  Linie  />' 
welche  in  dem  Spectruni  fast  all<  i*  Flammen  ersoli»'i;it.  jedes- 
mal von  der  Anwesenheit  kleint-r  ^satriunimeDgen  luriiihrt** 
Der  eigentliche  Zweck  der  in  Kede  stehenden  ArhcMl  ^Ktr  di-- 
Vergleichung  dw  Spectren  verschiedener  KohleuwasM-rstofi- 
flammeu.  ..Das  Resultat  dieser  Vergleicluing  war:  dass  in 
allen  Spectren,  erzeugt  durch  Substanzen  von  der  Form 
OrH«,  oder  der  Eorm  CrH^O«,  die  heUen  Linien  identisoL 
sind.  In  einigen  Fällen  zwar  sind  gemsse,  sehr  schwache 
Linien,  die  im  Spectrum  der  ßunsen'schen  Lampe  vorkoin- 
men,  nicht  sichtbar.  Die  Helligkeit  der  Linien  varürt  mit  dem 
Verhältniss  der  Kohle  zom  Wasserstoff  in  der  verbrennenden 
Substanz  nnd  ist  am  grössten,  wo  die  meiste  Kohle  voihaDdeB 
ist"  .  .  .  „Die  absolute  Identität^  welche  diesem  nach  zwischen 
den  Spectren  anShnUcherKoMenwasserstoflhperlnndimgen  existirt 
ist  eine  nicht  wenig  merkwürdige;  denn  sie  beweist»  1)  ^ 
die  Lage  der  Linien  im  Spectram  nicht  Tariirt  mit  dem  Vo^ 
Wtniss  von  KoUe  nnd  Wasserstoff  in  dem  mforenmadii 
^<)vper,  wie  her?orgdity  wenn  man  die  Spectren  des  Lidto 
Yom  leiditen  Kohlenwasserstoff  OB^,  QlbOdendem  Gase  Cflt 
und  Terpentinöl  O^A  TOigleicht;  2)  dass  die  Gegenwart  dce 
Saoerstolb  den  Oharakter  der  Spectren  nicht  ftndsrt,  ^ 
Aether  C^O  und  Holzgeist  0,H«0,  Vectra  geboi,  ^ 
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identisch  amd  mit  denen  Ton  Paraffin  C^oH^o  Teipentin51 

,  Jh  gewissen  fUlen  wenigstens  afficirt  die  Bennengnng 
anderer  Sobstanasen  m  den  Kiolilenwassentoffverbindiingen  die 
Linien  des  Speofrnms  nicht  So  habe  ich  gefunden,  dass  ein 
Gemisch  TOn  Alkohol  und  Ohlorofonn  mit  einer  Flamme  brennt, 
die  eine  sehr  leuclitende  grüne  Hülle  hat  —  ein  charakteristi- 
sches Kennzeichen  der  Anwesenheit  des  Chlors  — ,  unJ  in 
deren  Spectrum  sind  keine  Linien  sichtbar.  Facht  man  iudess 
die  Flamme  mit  dem  Löthrohr  an,  so  nimmt  das  Licht  der 
Hülle  ab,  und  die  gewöhnlichen  Linien  des  Kohlenwasserstoff- 
spectrums  werden  sichtbar." 

Swan  hat  durch  diese  Arbeit  einen  iiusser>t  schätzens- 
werthen  Beitrag  zur  Beantwortung  der  hier  mehrtach  auf- 
gestellten Frage,  ob  die  hellen  Linien  eines  glühenden  Hases 
ausschliesslich  von  den  einzelnen  chemischen  Bestandtheüen 
desselben  abhängen,  geliefert;  aber  er  hat  die  Frage  in  ihrer 
Allgemeinheit  und  mit  Bestimmtheit  nicht  beantwortet;  er  hat 
sie  sich  auch  nicht  gestellt;  er  wollte  seine  Untersuchung  anf 
die  Spectren  der  Kohlenwasserstoffflammen  beschränken;  zur 
Untersuchung  jener  gelben  Linie  wurd«^  er  dabei  durch  das 
so  häufige  YorkiHnmen  derselben  auch  in  diesen  fi^^iectren  Tcr- 
anlasst 

Niemand  hat  aidi,  wie  es  schetnt,  jene  Frage  tot  Bansen 
und  mir  mit  Klariieit  vorgelegt;  es  war  das  wichtigste  Ziel 
imserer  gemeinsamen  Arbeit,  dieselbe  sa  beantworten;  durch 
Versoolie,  die  in  der  nwmnigfiJtjgsfcen  Weise  abgelndert  wur- 
deOf  und  die  lom  grOssten  TfaeQe  neu  waren,  wurden  wir  zu 
der  BntsGlieidang  gefthrt,  die  die  Gnmdbedingnng  ftr  die 
y^chemiflclie  Anai^  dnrch  8pectralbeobachtangen<*  bildet 

2.  Auch  in  Bedelrang  auf  die  Geschiebte  der  chemisohen 
AiaJsyw  der  Sonnenatmosphflre  habe  idi  hier  nodi  Einiges 
aniufthren* 

Den  Kern  der  Ton  mir  entwickelten  Theorie  der  Chemie 

der  Sonne  bildet  ein  Satz,  der  kurz  ausgesprochen  lautet: 
ftr  jede  Grattung  von  (Wärme-  oder  Licht-)  Strahlen  ist  das 

Verhältniss  zwischen  dem  Eiuissioiisvcrniögen  und  dem  Ab- 
sorptionsvermögen für  alle  Körper  bei  derselben  Temperatur 
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das  gleiche.  Aus  diesem  Satze  leicht»  dass  ein  glQhen- 
der  KOrper,  der  nur  Lichtstrahlen  toh  gewissen  Welleuläii|$an 
aossendet»  anch  nur  Lichtstrabkn  Ton  denselben  VeUentiüigga 
absQibirt;  ▼orans  dann  mtor  sich  ergiebig  wie  ans  den  dunkeln 
Linien  des  Sonnenspectnuns  auf  die  Beetandtheile  der  Sonnen- 
atmoaph&re  geeohlossen  werden  kann. 

Li  seinen  „optischen  üntersnchungen"^)  stellt  Ängström 
8. 144  den  Sata  wd,  daas  ein  Eöiper  „im  gUkhenden  Zostande 
gerade  eile  die  Lichtarton  anasenden  mnss,  welche  er  in  ge- 
wOhnUchec  Tenqieratar  absorbirt''  Dem  Satae  folgen  die 
Worte:  ,|I>ie  FtQfimg  der  Bichti|^eit  dieses  Satzes  isi  indeas 
grossen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weil  ein  ins  GlQhen  ▼er- 
setzter Körper  unter  ganz  anderen  Elasticitätsrerfa&ltnissen 
auftritt,  als  unter  welchen  sein  Absorptionsvermögen  geprüit 
wurde.**  Diese  Worte  sind  in  der  Verbindung,  in  der  sie 
stehen,  unverständlich;  sie  wüi'den  vcr>tändlich,  wenn  man  an- 
nähme, dass  Angström  in  seinem  .Satze  eigentHch  hätte  sagen 
wollen:  ein  Körper  müsse  in  glühendem  Zustande  gerade  alle 
die  Lichtarten  aussenden,  welche  er  bei  derselben  Temperatur 
absorbirt.  Eine  solche  Intcr])relation  wird  aber  durch  die  un- 
mittelbar folgende  Auseinandersetzung  Ängström's  keines- 
wegs begünstigt.  Diese  lautet:  .,Einen  iudirecten  T^Jeweis  von 
der  Richtigkeit  des  Satzes  liefert  indess  der  von  ^rn.  Niepce 
de  Saint- Victor  entdeckte  Zusammenhang  zwischen  der 
Farbe,  welche  ein  Körper  der  Alkoholflamme  ertheilt,  und  der, 
welche  das  Licht  entwickelt  auf  einer  Süberscheibe,  die  mit 
dem  in  Rede  stehenden  Körper  chlorirt  worden.  Da  nämlich 
die  Silberscheibe,  mit  Chlor  allein  behandelt,  alle  Farben- 
nüanoen  des  Sonnenspectnuns  annimmt^  mit  einem  färbenden 
Körper  zugleich  behandelt,  aber  fast  ausschliesslich  die  f aibe 
des  Körpers  zeigt,  so  kann  dies  nicht  anders  geschehen,  als 
dass  die  so  zubereitete  Silbersoheibe  ausschliesaüoh  gerade  die 
Farbe  absorbirt,  welche  dem  f^benden  Köiper  angehört** 
Ohne  an  yersnchen  im  Uebrigen  diesem  „Beweiae^  an  folgen^ 
erkennt  man,  dass  bei  demselben  die  Ansstrablnng  einer  Kock- 


^)  Pogg.  Ann.  Bd.  04  (1858). 
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salsflamme  z.  B.  in  Besiehimg  gesetzt  wd  n  der  AbsoiptioB 
einer  kalten,  mit  Kochealz  behandelten  Sübeiplatte. 

Der  Sinn,  den  man  dem  Satze  beüegen  könnte,  wird  aber 
ganz  nnd  gar  in  Frage  gestellt  durch  eine  fiemerkung,  die 
Angström  S.  148  macht  Es  heisst  hier:  ,J)abd  ist  jedoch 
woU  zu  merkeni  dass  ein  Medium  nidit  bloss  die  Sehwiiigungs- 
bewegimgen  absorbort,  welche  es  am  lefehtesten  annimmt,  son- 
dern andi  die,  welche  zn  ihm  ^)  in  einem  einfachen  Yerhältniss 
stehen,  wie  Octave.  Terz  etc."  Um  den  Widerspruch  zu  er- 
kennen, in  dem  die^^e  Behauptungen  mit  einander  stehen,  denke 
man  sich  einen  Körper,  der  gewisse  Schwnigungsbewegungen 
mit  gleicher  Leiclitigkeit,  und  andere  gai*  nicht  annehmen 
kann;  nach  dem  Satze  Angström's  S.  144  kann  dieser 
Körper  nur  die  eisteren  Schwingungsbewegiingen  absorbiren, 
nach  der  Bemerkung  desselben  S.  143  muss  er.  ausser  auf 
sie,  auch  noch  auf  gewisse  andere  eine  Absorption  ausüben. 

Man  siebt,  dass  der  Satz,  der  die  Grundlage  der  che- 
mischen x\nalyse  der  Sonnenatmosphäre  bildet,  Ängström 
schon  vorgeschwebt  hat,  aber  freilich  nur  in  unbestimmten 
Umrissen.  Der  theoretischen  Betrachtung,  durch  welche 
Ängström  denselben  herzuleiten  sucht,  liegt  derselbe  Gte- 
danke  zu  Grunde,  den  später  Stokes^)  bei  Besprechung 
memer  ersten  Yeröfifentlichong  über  die  Umkehrung  der 
Elammenspectren  in  richtigerer  Weise  ausgeführt  hat,  Stokes 
Tergleicht  hier  die  Absorption,  die  eine  Flamme  auf  solche 
Strahlen  ausübt,  wie  sie  sie  selbst  aassendet,  mit  der  Resonanz, 
die  in  einem  tonfähigen  Köq^cr  erregt  wird  durch  Tonwellen 
Ton  der  Höbe  derer,  die  dem  Körper  selbst  zukommen.  Diese 
Yergleichimg  kann,  wenn  es  gelingt  sie  weiter  ansznfltfiren, 
die  wichtigsten  Bewütate  gewähren;  wie  Stokes  sie  gegeben 
bat,  ist  sie  Ton  Interesse,  weil  sie  ein  der  Anscbaoimg  nahe 
liegendes  Bild  ftr  jene  Absorption  liefert;  einen  Beweis  fhr 
den  Satz,  dass  ein  gllkhender  Kdiper,  der  nar  InehtstraUen 
Yon  gewissen  Wellenlängen  aussendet  auch  nmr  Liohtstrahkn 


1)  Ihm  ist  wohl  ein  Fehler  der  Ueboneuuiig  uud  dafür  ihueu 
XU  lesen. 

>)  FUL  Mag.  llaieh  ISSO. 
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Ton  denaelben  Wellenlängen  absoibirt»  enthält  sie  aber  nicht; 
die  Theorie  der  Resonanz  nnd  die  Theorie  der  Bntstehimg 
und  der  Absorption  der  Licht*  und  WSnneetrahleb  sind  bit 
jetzt  zn  wenig  ansgebildet,  als  dass  anf  einein  soldien  Wege 
der  genannte  Satz  sidi  gegenwärtig  beweisen  lieeee. 

8.  In  den  Trans,  of  ihe  K  Soc.  of  Edinborgh  ftLr  1858 
befindet  sich  eine  Abhandlung  Ton  Balfonr  Stewart,  in  der 
dieser  sehr  interessante  Vei*suclie  über  Wärmestrahlung  imd 
Absorption  von  theilweise  diathennaiieii  Platten  beschreibt 
Er  findet  hier,  dass  eine  Steinsalzplatte  weniger  diatherman 
i>t  fili  Strahlen,  die  eine  andere  auf  lOO*^  C.  erwainite  Steni- 
Siilzjtlatte  aussendet,  als  für  solche,  die  von  einer  Küs->tiache 
bei  dt  isel))en  Temperatur  ausgehen.  Hieraus  und  au^  iilm- 
lichen  Eisrheiuungen,  die  l^latten  von  (xlas  und  Gliiumer 
zeigen,  fuliZ(  rt  er:  „that  eveiT  body  which  sifts  heat  in  ii* 
passage  through  its  substance,  is  more  opaque  with  rt  gard  to 
heat  radiated  by  a  thin  slice  of  its  own  substance.  than  ii  i« 
with  regard  to  ordinary  heat."  Er  erinnert  dann  an  das  von 
Prevost  zuerst  erkannte  Princip,  nach  dem  ein  Körper  in 
einer  Umgebung  von  gleicher  Temperatur  so  viel  Wärme  absoir» 
biren  mnssi  als  er  seUbst  ausstrahlt»  nnd  sagt  dann:  „Oonskkr^ 
ing,  therefiMre,  the  heat  of  any  temperature  to  consist  of 
heterogeneous  rays,  we  may  state  the  law  thns:  The  ab- 
Sorption  of  a  plate  equals  its  radiation,  and  that  lor 
oTery  description  of  heaf 

Dieser  Schlnss  kann  em  s^trenger  nicht  sein,  schon  dea- 
halb  nicht,  weil  aas  Yersnohen»  die  mir  ein  Mebr  nnd  em 
Minder  keimen  gelehrt  haben,  mit  Strenge  keine  Gleichheit 
geschlossen  werden  kann.  Der  Satz,  an  dem  er  fthit»  kann 
mxAit  als  doroh  ihn  bewiesen  angesehen  werden,  sondern  nv 
als  eine  flypotiieee,  die  einer  sch&rferen  Prfifong  nnd  über- 
dies auch  einer  nBheren  Flrftdainmg  der  in  ihr  Torirwnmwi 
den  Ansdrfldce  bedai£  Stewart  selbst  belnushtet  noch  niohit 
seinen  Sats  als  hierduroh  streng  bewieaen;  denn  onaiUelbar 
nach  dem  Aussprache  desselben  sagt  er:  „A  more  rigid  de- 
monstration  may  be  given  thus'^:  und  geht  dann  in  tiefere  Be- 
trachtungen ein,  die  einen  solchen  strengeren  Beweis  liefern 
sollen,  und  aus  denen  man  auch  näher  erkennt,  welche 
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Bedeutung  den  Atudracken  aJ>8orptio|i  imd  radiation  bei- 
zulegen ist  Aber  diese  Betrachtungen  baben  nicht  die  nöthige 
Allgemeinheit  nnd  die  ndthige  Schlürfe^  nm  ihren  Zweck  xa 
erreidien,  so  dass  troti  derselben  der  Sats  von  Stewart  eine 
Hypothese  bleibt»  der  einige  Vahrschftinlichlreit  gegeben  ist 

Stewart  findet  ans  semen  Yersnohen,  dass  theilweise 
diathermane  Flattoi  um  so  mehr  Wirme  ausstrahlen,  je  dicker 
sie  sind,  und  schliesst  hieraus  mit  yoUkommenem  Rechte,  dass 
eine  Strahlung  ebensowohl  von  dem  Inneren  der  Körper, 
als  von  ihrer  Oberfläche  ausloht.  Er  knüpft  hieran  die  Frage : 
„are  we  to  siippose  each  particle  of  each  suhstance  to  have 
at  a  given  ttmperature  an  independent  ludiution  of  its  own, 
equal.  of  course.  in  all  directions?  A  priori",  fährt  er  fort, 
„this  the  nlo^t  probable  supposition,  and  it  seems  Ukewise 
to  be  conforuuiblo  to  cxperimunt."  Das  iu  diesen  Worten 
ausgesprochene  Princip  bildet  den  Prüfstein  für  die  Richtigkeit 
jenes  Satzes  bei  dem  Beweise,  den  Stewart  für  denselben  zu 
geben  sucht.  Er  sagt:  „the  question  arises,  is  the  law  of  an 
equal  and  independent  radiation  of  each  pai-ticle  of  a  body 
theoretically  consistent  with  equilibrium  of  temperature?  That 
iSy  suppose  we  have  any  irregolady-shaped  ii  ( losuie  walled 
round  with  a  variaty  of  substances,  and  each  particle  of  each 
Sttbstance  radiating  into  the  inclosure,  from  the  sides  of  which 
it  is  reflected  many  times  backwards  and  lorwards  before  it 
is  finallj  absorbed,  —  this  being  the  case,  will  the  law  of 
eqnal  and  independent  radiatiimy  and  those  of  reflection  and 
refraetion  so  fit  with  one  ano1h«r,  that  eterj  particle  of  the 
walle  of  the  indoenre  shall  absorb  pveoasely  as  mach  heat  as 
it  radiates?  It  will  be  endeaTonred  to  show  tbat  these  laws 
are  so  adapted  to  each  other.<*  Mit  Benntnmg  des  QesetMs 
„von  der  gtoiohen  nnd  nnabhfingigen  Strahhmg''  nnd  der 
setze  der  Befiezion  nnd  Bceehnng  bildet  mm  Stewart  die 
Gleichmg,  die  den  za  beweisenden  Sats  Ton  der  Gleichheit 
der  Absorption  nnd  Badiation  für  jede  W&rmegattong  ans- 
spricht  Es  zeigt  sich,  dass  diese  Gleichong  kdnen  Wider- 
sprach enäAlty  sondern  eine  mögliche  Eigenschaft  der  inneren 
Strahlung  in  einem  ESrper  aoadrttokt  Er  schliesst  darans, 
dass  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Absorption  und  Badiation 
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ftr  jede  Strahlengattcmg  bestehen  mues.  Es  ist  das  oifeiibsr 
ein  Pehlschlnss.  Darob  die  beseidinete  Betrachtong  nuA  der 
Satz  nur  als  mOglich,  nicht  als  nothwendig  nachgewiesen. 

Die  in  Bede  stehende  Betrachtung  ist,  weiter,  von  Ste- 
wart nicht  in  der  Allgemeinheit  dnrdigefthrt,  die  in  den  oben 
citbrten  Worten  ausgesprochen  ist,  sondern  nur  fBat  einen  sdir 
speciellenFall.  Im  Anschluss  an  diese  Worte  sagt  er:  „andldnll 
select  for  the  proof  a  definite  form  and  description  of  inclosure; 
the  conclusioüs  un  ived  at  rendering  it  biglily  probable  (if  not 
rigidly  deiiioiistrutiug)  that  the  samo  adaptation  will  hold  ffood 
for  every  inclosure,  however  irregulär  or  varied."  Der  Fall 
den  er  betrachtet,  ist  der.  dass  ein,  durch  eine  Ebene  begrenzter. 
im  IJebrigen  unbegrenzter  Körper  einer  schwarzen  Fläclie.  die 
jener  Ebene  parallel  ist.  gegenübersteht.  In  d«^ni  Bitweise, 
den  Stewart  in  diesem  Falle  für  seine  ßehan})tung  giebt 
ist  endhch  noch  ein  Fehler,  der  sich  in  dem  Re^ultate  verräth. 
zu  dem  der  Verfasser  gelangt.  Er  schliesst:  ,,\Ve  have,  there- 
fore,  two  laws  necessary  to  the  equihbrium  of  temperature.  — 
1'*,  That  the  absorpüon  of  a  particle  is  equal  to  its  radiatien. 
and  that  for  eyery  desccq^tion  of  heat;  That  the  Üow  ot 
heat  from  the  interior  npan  the  sorfiuse  of  a  snbstance  of  io* 
definite  thickness,  is  proportional  caeteris  paribus  to  its 
index  of  refraction,  and  that  for  every  description  of  heaL*" 
Dieses  zweite  Gesetz  (welches  [die  oben  bezeichnete  Gleichimg 
ansapricht,  die,  wie  erwähnt,  eine  mögliche  Eiixenschaft  der 
inneren  Strahlung  in  einem  Körper  angiebt)  ist  nidit  riditig; 
die  in  ihm  bezeichnete  Grösse  ist  nicht  dem  Breofanngsraliilt* 
niss,  sondern  dem  Quadrat  desselben  proportionaL  ^)  Bei  ma 
späteren  Gelegenheit')  Äussert  Stewart  selbst  (aber  ohne  sflios 
frnhere,  damit  im  Wlderaprudi  stehende  Behaiq^timg  xu  6^ 
wShnen):  ,^ow  if denotes  the  radiation  of  lamplacki  aad  f 
the  index  of  refraction  of  an  unerjstallised  medium,  it  asif 
be  shown,  that  the  internal  radiation  as  thua  defined  is  eq«l 
to  Bp* 


1)  S.  ohoii.  S.  ")94. 

2)  K<:puit  uf  the  Brit.  Aäa.  for  the  Advaucement  of  Sc  for  ISO« 
p.  107. 
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4.  Hr.  A.  Miller  sagt  am  SchhiaBe  seiner  schon  oben 
erwähnten  A.bhandliing  llber  geftrbte  Flammen:  „It  may  be 
interesting  to  remark»  in  conneotion  ivith  the  speculfttiona  on 
ihe  abeoipÜTe  action  of  the  aon^s  aftmoephere,  Ühat  if  solar 

be  transmitted  throngh  a  flame  ezfaibitiug  wellmarked 
black  linesy  the  lines  reappear  in  the  oompoimd  speotrom, 
proyided  the  light  of  day  be  not  too  intense  compared  with 
that  of  the  coloured  flame.  This  may  be  seen  in  the  red 
light  of  the  iiitrate  of  stroiitia.  and  less  perfectly  in  the  ^iroen 
of  the  Chloride  of  copper.  It  would.  theicfore,  appear  that 
luiiiinoa->  atniospheres  exist  in  which  not  uiily  eertam  k  j  s  are 
wantiug,  but  which  exercise  a  positive  ahsorptive  inÜuence  on 
üther  lights."  In  seinem  Berichte  ..on  si)ectrum  analysis"  in 
der  Nummer  der  Chemical  News  vom  19.  April  18(52  führt 
Hr.  Miller  diese  Zeilen  an.  ohne  eine  Bemerkung  üher  das 
Verhiiltniss  zu  machen,  in  dem  seine  Beohachtungen  und  sein 
aus  derselben  gezogener  Schluss  zu  dem,  was  ich  gefunden 
habe,  stehen.  In  der  Nummer  vom  18.  Mai  1862  desselben 
Journals  schreibt  Hr.  Crookes  mit  Bezug  auf  dieselben 
Worte:  „This  paragraph  shows  that  Prot  Miller  has  antici- 
pated,  by  ueariy  sixteen  years,  the  remarkable  discoyery, 
.  ascribed  to  Kirchhoff,  of  the  opadfy^of  certain  colonred 
flames  to  light  of  their  own  colour.'' 

Man  braucht  nnr  mit  einiger  Anfinerksamkeit  die  Worte 
des  Hm.  Miller  m  lesen,  um  zu  erkennen,  dass  der  Schluss, 
za  dem  er  kommt»  gerade  das'^Gtegentheil  von  meinem  Sohlnsse 
ist»  dabei  aber  anch  einsosehen,  dass  sein  Sdünss  ein  nn- 
riohtiger  ist  Ltat  man  schwaches  T^igstlicfat  durch  eine 
gefitarbte  Elamme  gehen»  so  macht  sich  die  Absoiption  dieser 
nicht  bemeiUich;  ihre  hellen  Linien  erscheinen  heller  als  die 
Umgebung»  weil  in  ihnen  zu  dem  Tageslichte  noch  das  licht 
der  Flamme  hinsukommi 

6.  Bald  muck  meiner  ersten,  kuixen  VerOffentlicfanng  ^) 
Aber  die  chemische  Analyse  der  Sonnenatmoephtee  eifaielt  ich 
folgende  briefliche  Mittheflnng  von  Fro£  W.  Thomson: 

»»FroH  Stokes  mentioned  to  me  at  Oaaibridge  aometime 


^)  Mouatäbchchte  der  K.  Akad.  der  Wissenädi.  zu  Biirliuj  Oct,  1859. 
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probably  about  ten  years  ago,  tbat  Prof.  Miller  had  made 
un  experiment  testiiig  to  a  very  high  degree  of  iiccuracy  the 
agrcfmeiit  of  the  double  dark  line  D  of  the  solar  speetrum 
with  the  double  bright  line  constituting  the  spectruni  of  the 
spirit  laiup  burning  with  salt.    I  remaiked  that  there  must 
be  some  phjsical  connexion  between  two  agencies  presenting 
so  marked  a  characteristic  in  common.    He  assentod  and  said, 
he  believed  a  mechamcal  explanation  of  the  cMae  was  to  be 
had  on  some  such  principles  as  the  foUowing:  Yapour  of 
sodium  must  possesa  by  its  molecolar  stamctore  a  teodescj 
to  yibrate  in  the  periods  corresponding  to  the  degree  of  re* 
frangihüity  of  the  double  line  D.  Hence  the  presence  of  so- 
diom  in  a  sonroe  of  light»  mnst  tend  to  onginato»  ligjht  of  that 
qnalily.  On  the  other  band  Tapoor  of  sodimn  m  an  atnuMphnre 
round  a  sooroe  mnst  baye  a  great  tenden<7  to  tetain  in  iftself 
i.  e.  to  absoib  and  to  haye  its  temperatmre  laised  hf 
from  the  sonrce  of  the  pzedse  qnalily  in  qoestion.  In  liie 
atmosphere  around  the  sun,  thereibre,  there  mnst  be  preeent 
vapour  of  sodinm,  whiob,  aocording  to  the  meehamcal  ex« 
planatlon  thos  soggestod,  being  partioiilarly  upae^ue  ünr  li^ 
of  that  quality,  pxeyents  such  of  it  as  is  emitted  from  the  san 
from  penetrating  to  any  oonsiderable  distance  throoi^  Ae  sBr> 
rnnding  atmosphere.   The  test  of  this  theory  mnst  be  had  in 
ascertaining  whether  or  not  vapour  of  sodium  has  the  special 
absorbiüg  power  antieiputcd.    I  liave  the  impressioii  that  aoiuo 
Freuehiuen  diil  make  tliis  out  by  experimeut,  but  I  cau  lind 
no  reference  on  that  point. 

T  am  not  sui'o  whether  Prof.  Stokes'  Suggestion  of  a 
mechanical  theory  has  ever  appeared  in  print,  I  have  given 
it  in  my  lectures  regularly  for  luany  years,  always  pointing 
out  along  witli  it  that  solai'  and  sttdlar  cliemistry  were  to  the 
studied  by  investigating  terrestrial  substances  giving  bright 
lines  in  the  spectra  of  artificial  flames  corresponding  to  the 
dark  lines  of  the  solar  and  stellar  spectra/* 

Li  der  Nummer  des  Phil.  Mag.  fiii-  Febr.  1862  sagt 
Prol  Thomson  p.  158:  ,,The  last  eight  or  nine  years  Stokes' 
principles  of  solar  and  stellar  cbemistry  have  been  tanght  in 
tiie  poblic  leoture  on  natural  phüosopl^  in  the  nntvenitj  oC 
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Glasgow;  imd  it  has  been  sliown  as  a  first  result,  that  there  * 
certainly  is  sodium  in  tlic  sun's  atmosphere.  The  recent 
application  of  thosc  priiiriples  in  tho  splendid  researches  of 
Bunseu  and  Kirclihotf  (who  niade  an  independent  discovery 
of  Stokes'  theory),  bas  demonstrated  with  equal  certainty 
that  there  are  iron  and  manganeBe,  and  aereral  of  onr  other 
known  metala  in  the  sun.^' 

Ans  jenem  Briefe  —  der  auf  meine  Veranlassong  PhiL 
Mag.  Ser.  4  Vol.  XX,  p.  20  und  in  einer  üebersetzung  Ann. 
d.  oL  et  de  ph.  Ser.  8,  Vol.  62  p.  190  abgedmokfc  ist  —  sieht 
man,  daas  tot  Tielen  Jahren  schon  Stokes  gesprächsweise 
die  .  Idee  g^naeart  hat,  daas  man  vielieicht  ans  den  dnnkehi 
Linien  des  Sonnenspectnims  wttrde  auf  die  ^bofnif^*»^  Be- 
Bchaflenheit  der  Sonnenatmoqth&re  schHessen  kOnnen.  Daas 
diese  Idee  richtilg  ist  —  dass  nfimfich  eine  Flamme  die  ihr 
hg^pothetisoh  Yon  Stokes  mgescfariehene  Absoiption  ansaht, 
imd  daas  die  hellen  Linien  des  Speotrams  eines  (Menden 
Gases  mit  Sicherheit  anf  die  chemisohenBestandÜieile  desselben 
SU  sdiHessen  erlauben  —  ist  erst  durch  meine  theoretischen 
Betrachtungen  nnd  dnrch  die  Yersoche,  die  ich  theils  mit 
Bnnsen,  theils  allem  angestellt  habe,  erwiesen;  mid  eben  des- 
halb wahischeinliGh  ist  fraher  (wtiurend  efaies  Zettraoms  Ton 
etwa  10  Jahren)  yon  Niemandem  etwas  Ober  jene,  gesprächs- 
weise Yon  Stokes  geäusserte  Idee  durch  den  Druck  ver- 
öffentlicbt  worden.  Es  siebt  in  einem  auffallenden  Wider- 
sprucbe  lüermit,  wenn  jetzt  Prof.  Thomson  sagt:  „durch 
Stokes'  Principien  der  Chemie  der  Sonne  imd  der  Fixsterne 
ist  gezeigt,  dass  sicher  sich  Natrium  in  der  Sonnenatmosphäre 
befindet,"  und  dann  weiter:  „die  Anwendung  dieser  Principien 
yon  B  u  n  s  e  n  und  K  i  r  c  h  h  o  f  f  (die  unabliängig  Stokes'  Theorie 
gefunden  haben)  hat  mit  gleicher  Sicherheit  die  Anwesenheit 
von  anderen  Metaileu  in  der  Sonne  nachgewiesen.'^ 
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Vorwort. 


Im  Jahre  1882  hat  Kirchhoff  selbst  eine  Gesammtausgabe 
seiner  bis  daliin  cirM  liieniMUMi  A])han(llungen  herausgegeben. 
Seitdem  hat  er  nocli  eine  nicht  gering(!  Anzahl  von  Aufsätzen 
veröffentlicht.  Tritt  Kirchhoff  daselbst  auch  nirfj:ends  so 
schöpferisch  auf,  wie  in  vielen  der  früheren  Abhandlungen, 
so  bilden  sie  doch  diue  sehr  wesentliche  Ergänzung  dazu  und 
ich  bin  daher  gern  der  Aufforderung  des  Horm  Verlegers 
gefolgt,  sie  zu  einem  Nachtrage  zu  Kirchhoff' s  gesammelten 
Abhandlungen  su  Tereinigen. 

Eines  dar  HauptsieLe,  welche  Kirchhoff  in  seinen  Ab- 
handlungen und  Vorlesungen  anstrebte,  irar  der  Aufbau  der 
theoretisdhen  Physik  auf  möglichst  Uaren  Prindpien  und  die 
Ausbildung  und  Vollendung  ihrer  Methoden.  Durch  jahrelange 
Arbeit  gelang  es  ihm  diese  so  dmchzubilden,  dass  er  ein 
Instrument  gewann,  welches  nach  fest  ausgebildeten  Regeln 
arbeitete  und  immer  in  der  einfachsten  und  sichersten  Weise 
zur  Lösung  der  Aufgabe  führte.  Gerade  zur  Erläuterung  der 
Treffsicherheit  und  der  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses 
Instruments  sind  die  nachfolgenden  Abhandlungen  besonders 
geeignet  In  vielen  derselben  (Nr.  2,  3,  6,  7)  zeigte  er,  wie 
Ton  andern  gefundene  Resultate  mittelst  desselben  theils  in 
weit  einfsoherer  und  eleganterer  Form  gewonnen,  theüs  wesent- 
lich eigftnst  und  erweitert  werden  können,  wobei  zu^eioh  ihre 
Beziehungen  su  den  ttbiigen  Theflen  der  theoretisbhen  Pl^mk 
in's  Uanie  Licht  gesetit  werden. 
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Dabei  tritt  allenthalben  neben  dem  Sinne  ftr  mathematiache 
Conaeqnens  der  scharfe  Blick  Eirchhoff'a  ftr  phyrilfaliurfte 
Verwerthbarkeit  benror,  welche  durch  die  wenigen  der  Voll- 
ständigkeit halber  hier  ebenfalls  aufgenommenen  Yersnche 

Hanse  manu 's  noch  lange  nicht  erschöpft  und  ausgenutzt 
sein  dürfte.  So  möge  denn  dieses  Buch  zur  Förderung  des 
Studiums  der  sicher  für  Theoretiker  und  Experimentatoren 
in  gleichem  Masse  aor^enden  Abhandlungen  Kirchhoffs 
das  Seine  beitragen! 

Da  mehrere  Abhandlungen  auf  dem  Grenzgebiete  zwischen 
Elasticitätstheorie,  Klectricitätslehre  und  Optik  oder  zwischen 
W&nnelehre  und  Hydromechanik  stehen»  so  w&re  bei  einer 
Grappirong  nach  den  behandelten  Stoffen  eine  gewiaae  WiU- 
kOrUchkeit  nicht  zu  vermeiden  geweeeni  und  idi  habe  grtatea- 
theils  die  chronologieche  Reihenfolge  beibehalten. 

München,  im  Januar  1891. 

Ludwig  BoltsmaiiiL 
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TOn     Kirehkeff  und  flaii8e»amii« 

(Sitsber.  d.  k.  Acad.  der  Wiaa.  zu  Berlin  vom  12.  Mai  1881.  Wied.  Ann.  Ijl. 

p.  406.  1881.) 

In  einer  früheren  Abhandlung')  haben  wir  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  -  der  Wärmeleitungsfähigkeit  von 
Metallen  auseinandergesetzt  und  durch  ein  Beispiel  erläutert. 

Wir  liatten  damals  schon  die  Absicht,  diese  Methode  auf  eine 
Reihe  von  Metallen  anzuwenden  und  zugleich  die  electrischen 
Leitungsfähigkeiten  derselben  zu  messen,  um  einen  Beitrag 
ziu*  Entscheidung  der  Frage  zu  liefern,  ob  das  Yerhältniss 
der  beiden  Leitungsfähigkeiten,  der  Vennuthung  von  Forbes, 
Wiedemann  und  Franz  gemäss,  constant  ist.  Wir  haben 
nun  in  dieser  Weise  ausser  dem  Eisen,  von  dem  in  der 
citirten  Abhandlung  die  Rede  ist,  zwei  andere  Eisensorten 
und  je  eine  Sorte  von  Blei,  Zinn.  Zink  und  Kupfer  untersucht 
nnd  wollen  hier  die  Besultate,  zu  deueu  wir  dabei  gelaugt 
sind,  angeben. 

Die  Versuche  üher  die  Wärnieleituiig  wurden  alle  ganz 
in  der  Art  ausgeführt,  die  an  dem  angeführten  Orte  bescli riehen 
ist;  bei  der  Berechnung  derselben  für  einige  Metalle  haben 
wir  aber  eine  kleine  Aenderung  eintreten  lassen,  indem  wir 
ein  Glied  berücksichtigten,  welches  heim  Eisen  unbedenkUch 
vernachlässigt  werden  durfte,  bei  grösserer  Leitungsfähigkeit 

aber  einen  merkbaren  Eiufluss  ausüben  konnte.   Wir  haben 

  « 

1)  Kircbboff  und  11  ausemauUi  Wied.  Ann.  9.  p.  1.  1880)  ges. 
Abb.  p.  495. 
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nämlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (11)  a.  a.  O. 
das  Crlied: 

0 

hiningeftgt,  wo  die  dort  mit  R  bezeichnete  und  durch 
die  Gleidraiig  (S)  definirte  Funetion  von  t  bedeutet  ioidge 
bierroB  miiaste  in  der  Gleiehnng  (15),  nach  der  die  auie- 
risohen  Bechnimgen  so  ffthrea  waren,  anf  der  rechten  Seite 
hinzngef&gt  werden: 

0 

wo:  U^üC'-^]. 

Die  folgenden  Tabellen  enthalten  dieErgebniaee  dieser  Yer- 
snohe  in  derselben  Anordnung,  die  auf  p.  45  (ges.  Abh.  p.  588) 
der  aageflihrtea  Abhandlung  benotit  ist  in  derselben  beseidi- 
net  a  die  LaLtnngsfthigkeit»  dividirt  durch  das  Fhidoet  ana  der 
specifischen  Wtene  in  die  Diditiii^tt,  d.  h.  nach  dem  Aua- 
dmcke  des  Herrn  H.  F.  Weber  die  Temperaturleitungs- 
fähigkeit) bezogen  anf  Millimeter  und  Secunde  als  Einheiten, 
und  &  ist  die  Temperatur  in  Celsius'schen  Graden. 


Eisen  II.  Bessemer  Stahl  der  Dortmunder  Union,  enthaitend: 


Vera.- 
Nr. 

Werthe 

Y,  %VLt 

a 

beobttehi  1  bereehn«! 

Differenz 

1 

i 

9,8 

2,9 

7,7 

11,57 

11,62 

-0,05 

3 

8,4 

2,1 

6,5 

11,68 

11,64 

S 

17,6 

11,0 

15,6 

11,46 

11,47 

-ft.Ol 

4 

n 

<*• 

14,4 

8,9 

12,7 

11,56 

11,52 

+  0.04 

5 

15,4 

9,0 

18,5 

11,54 

11,51 

+  oM 

6 

a 

15,0 

9,4 

13,3 

11,44 

11,51 

-  0,07 

7 

s 

16,8 

28,5 

18,8 

11,46 

11,41 

-f  0.05 

8 

lO 

16,5 

28,4 

18,6 

11,48 

11,41 

+  0,01 
0,00 

9 

o 

17,0 

23,6 

19,0 

11,40 

11,40 

10 

II 

17,1 

23,7 

19,1 

11,41 

11,40 

+  0,01 

11 

16,3 

23,2 

18,4 

11,37 

11,41 

-0,04 

a  s  11,48  -  0,019     -  15> 
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Eisen  HL   Puddelstahl  der  Dortmunder  Union,  enthaltend: 
0,254 »/o  Kohle  0,077  »/o  SUiciuin. 


Vers.- 
Nr. 

Wevthe 

V.  X  u.  ^ 

^0 

& 

beobacht 

1 

beradmet 

Differenz 

1 

2 
3 
4 
5 

7 
8 

9 

10 

1 

II 

S 

a 

© 

©*■ 

u 

15,5 
16,0 
15,7 
15,7 

173 

17,7 
16,1 
16,8 
14,4 
10^ 

8,4 
9,0 
8,8 
22,1 
84,5 
25,2 
22,3 
23,1 
8,1 
4,4 

18,1 

13,6 
13,3 
17,9 
1%7 

20,2 
18,2 
18,;» 
12,8 
8,2 

16,40 

16,40 
16,48 
16,30 
18,88 

16,28 
16,30 
16,14 
16,50 
16,50 

16,42 
16,41 
16,42 
16,29 
16,84 
16,24 
16,28 
16,27 
16,44 
16,66 

-0,02 
-0,01 
+  0,06 
+  0,01 
+0^04 
+0,04 
+  0,02 
-0,18 
+  0,06 
-0,06 

a 

«  16,87 

-  0,027  15). 

Blei.  Claubtliaier 

Weicbbiei. 

Vers.- 
Nr. 

WwHie 

< 

beobMht 

1 

bendmet 

Diiierens 

1 
2 
8 
4 

& 
6 

7 

8 

fl 

10 

1 

1 

S 

c 

1 

s 

16,8 
16,4 
16,7 
16,8 
16,1 
16,6 
16,1 
16,1 
16,3 
16,8 

11,0 

11,7 
11,3 
11,0 
10,5 
21,8 
22,4 
88,2 
23,1 
22,6 

18,8 

14,0 
13,9 
18,8 
13,2 
19,3 
19,4 
19,7 
19,8 
19,5 

84,16 

24,04 
24,09 
24,04 
24,04 
23,73 
23,68 
88,64 
23.73 
23,66 

84,06 

24,05 
24,06 
24,06 
24,10 
23,71 
23,71 
88,68 
28,68 
88,70 

+0,09 

-0,01 
+  0,08 
-0,02 
-0,06 
+  0,02 
-0,03 
-0,04 
+  0,05 
-0,04 

0 

m  88,09 

-  0,064  (i^  -  15). 

Zinn.    Bestes  eoglisches  Bancaziun. 


Vf»rs.- 
Nr. 

Worthe 

^0 

a 

.V.  X  u.t 

beobacht  Ibeceofanet 

1 

14,4 

9,8 

12,2 

38.88 

38,89 

-0,01 

2 

15,4 

10,8 

18,0 

38.87 

38,81 

+  0,06 

8 

14,8 

9,8 

12,5 
12,7 

39,00 

38,87 

+  0,13 

4 

H 

14,9 

10,1 

88,70 

88,85 

-0,15 

5 

a 
a 

15,7 

10,6 

18,3 

38,70 

38,78 

-  0,08 

6 

15,0 
16,1 

10,3 

12,8 

38,87 

38,84 

+  0,08 

7 

CO 

20,3 

18,1 

88,16 

38,28 

-0,18 

8 

16,6 

21  3 

18,2 

38,29 

38,27 

+  0,02 

9 

II 

15.8 

20,9 

18,2 

88.24 

38,27 

-  0,03 

10 

15,6 

i  21,0 

18,1 

38,43 

38,28 

+  0,15 

•  m  88,60  -  0,105  {&  -  15). 
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Zink.    \S  H  Ziiik  von  G.  v.  Giesche  s  Erben. 


Vers.- 

Werthe 

'^0 

a 

DiflFerenz 

Nr. 

V.  X  u.  f 

beobacht. 

berechnet 

1 

ti 

9 

15,5 

11,9 

40,46 

40,49 

-0,08 
+0,01 

2 

o 

16,2 

10,4 

40,50 

»» 

16,3 

10,5 

40,42 

-0,07 

4 

II 

15,6 

9,9 

40,57 

I» 

+0,08 
+0,01 

5 

s 

E 

U,8 

10,7 

40,50 

t» 

6 

13,7 

19,1 

40,88 

n 

-0,11 

7 

cc 

14,5 

21,5 

40,46 

>» 

-0,08 
-0,15 

8 

t- 

o" 

15,3 

20,8 

40,34 

>» 

9 

16,6 
16,8 

21,6 
82,7 

40,62 

f» 

+  0,18 

10 

u 

40,64 

w 

+0,1» 

Die  Mittel  aus  den  5  ersten  und  aus  den  5  letzten  der 

beobachteten  Werthe  von  a  sind  liier  einander  gerade  gleich. 
Danach  ist  eine  Abhängigkeit  dieser  Grösse  von  der  Tem- 
peratur beim  Zink  nicht  zu  erkennen;  es  ist  im  Mittel; 

a  =  40,49. 


Kupfer.  Aus  der  Giessefoi  von  G.  Heokmann  in  Berlin; 
nach  später  vorgenommener  Analyse  phosph<alialtig. 


Vere.- 

Werthe 

a 

Difttess 

Nr. 

?. »  u.  < 

beobacht 

berechnet 

1 

15,5 

20,1 

21,4 

50,77 
51,02 

51,13 

-0,36 

2 

g 

16,8 

21,7 

23,2 

51.19 

-0.17 

8 

17,8 

23,4 

25,0 

51,29 

51,24 

+0,05 

4  1 

18,7 

85,8 

27,1 

51,40 

51,80 

+0,10 

5 

20,2 

25.8 

27,4 

51.31 

51,31 

0.00 

? 

II  u 

20,7 

15,0 

18,3 

51,02 

50,90 

+0,12 

19,9 

15,5 

14,L> 

50,75 

50,92 

-0,17 

8 

19,8 

14,6 

13,1 

50,79 

50,89 

-0,10 

9 

20,5 

15.7 

14,3 

51,00 

50,93 

-0,07 

10 

19,8 

14,6 

13,1 
14,9 

50,56 

50,89 

-0,33 

11 

20,2 

16,7 

51,26 

50,94 

+0,18 

IS 

Iii 

19,5 

15,8 

15,1 

51,05 

."so.os 

-0.10 

18 

20,0 

15,8 

15.1 

51,31 

50,95 

+0^ 

a  =  50,95  +  Ü,029  (ß  -  15). 


Der  TemperatnrcoSfficient  iit  hier,  was  an£Eülen  kann, 
ponÜT,  während  er  bei  Zink  gleich  Noll,  bei  allen  anderen 
Metallen  eich  negatiT  ergeben  hatte.  Sein  W«ih  ist  freÜicii 
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ttberall  sehr  vnsichery  da  er  aus  Versadieii  beredmet  ist^  bei 
denen  die  Temperatur  nnr  um  wenige  Grade  Tenehieden  war, 
nnd  er  nur  dam  dienen  sollte,  die  Hessongen  auf  eine 
Temperatnr  sn  redndren.  Doch  aaeh  Herr  Tait^)  hat  ans 
seinen  Yersnchen,  bei  denen  die  Temperatur  bis  900*  C.  ge- 
steigert wurde,  geschlossen »  dass  wahrscheinlich  beim  Kvpkat 
die  Temperatorleitungsfähigkeit  bei  steigender  Temperatur 
mnimmty  wShrend  sie  beim  Eisen  abnimmt.  Zwar  gibt  er 
an,  dass  anch  Blei  sich  wie  Kupfer  verh&lt;  er  legt  hierauf 
aber  nur  ein  geringes  Gewicht,  da  er  das  Blei  nicht  über 
100®  C.  erwärmte,  und  diese  Temperatnr  zu  niedrig  war,  um 
die  Aendeiuiigen  der  Leitungsföhigkeit  bei  seiner  Methode 
mit  einiger  Sicherheit  zu  zeigen. 


Um  die  elee  tri  sehe  Leitungsfähigkeit  der  Metalle  zu 
messen,  Hessen  wir  aus  den  benutzten  Würfeln  Stäbe  von 
der  Länge  einer  Kante  und  einem  (juadratischen  Querschnitt 
von  3  bis  5  mm  Seite  sägen  und  schleifen.  Es  wurde  die 
Länge  eines  jeden  Stabes,  sein  absolutes  und  specifisches 
Gewicht  bestimmt,  hieraus  sein  Querschnitt  )>erechnet  und 
dann  die  Methode  angewandt,  deren  Theorie  einer  von  uns 
früher  entwickelt  hat.^ 

Bei  dieser  ^rctliode  war  aus  dem  Stabe,  dessen  Leitungs- 
fähigkeit bestimmt  werden  sollte,  einem  Widei-standsetalon 
und  einer  Kette  eine  Schliessung  zu  bilden;  es  waren  dann 
dem  Stabe  und  dem  Etalon  Nebenleitungen  zu  geben,  die 
die  beiden  Gewinde  eines  Differentialgalvanometers  enthielten, 
und  deren  Widerst&nde  messbar  verändert  werden  konnten. 
Der  Stab  ruhte  in  einem  Petroleumbade,  durch  ein  Gewicht 
belastet,  horizontal  mit  den  vier  Ecken  einer  seiner  langen 
Flächen  auf  vier  federnden,  isolirten  Metallplättchen,  Ton 
welchen  zwei  zur  Zu-  und  Ableitung  des  Stromes  der  aas 
zwei  Daniell'schen  Elementen  bestehenden  Kette  dienten, 


1)  Tait,  Edinb.  Tvwm.  28.  p.  785.  1878. 

9)  Kirehhoff,  Beri,  Ber.  1880.  p.  801;  gas.  Abb.  p.  88. 
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idthrend  die  beiden  anderen  mit  den  Drähten  Terbonden  waren. 

die  zu  dem  einen  Gewinde  des  GsdTanometerB  Ahlten.  Als 
Etalon  wurde  ein  ungefähr  9  m  langeTi  1,3  mni  dicker  Kiq^te- 
draht  benutzt,  der  bifilar  zu  einer  Spirale  aufgewunden  wir 
und  ebenfalls  in  einem  Petroleambade  oLoh  befiuid.  Jedes 
der  beiden  Gewinde  des  GalTanometers  bestand  ans  zwei 
Theilen  von  ungleicher  GrOese;  die  beiden  grSeeeren  IMle 
bildeten  die  Hauptrolle,  die  die  eine  Nadel  des  aatatiBehen 
I  Paares  umgab,  und  wurden  bei  den  YenuGhen  von  StriSmen 

Ten  entgegengesetcten  Biehtongen  durchflössen;  die  beiden 
kleineren  bildeten  eine  HOlfsroUe,  die  neben  jener  sich  befiuid 
und  um  eine  Terticale  Axe  drehbar  war;  in  ihnen  hatten  die 
Strdme  gleiche  Biohtung.  Wurde  derselbe  Strom  durch  die 
beiden  Gewinde  geleitet,  so  konnte  die  HfÜftrolle  so  eingesteUt 
werden,  dass  die  Nadel  des  Ghdranometers  keine  Winkel- 
ablMÜniug  zeigte.  War  diese  iSnstellung  ftr  einen  Strom 
Ton  gewisser  Intensittt  bewirkt,  so  galt  dieselbe  aber  nicht 
mehr  ftr  einen  Siarom  toq  erheUich  Tersdiiedener  Inleniilil 
infolge  der  settlidien  Torschiebnng,  welche  die  Nadel  dmk 
die  Wirkung  des  Stromes  erfuhr,  und  welche  um  so  grösser 
sein  muBste,  je  grösser  die  Intenstt&t  des  Stromes  war.  Üm 
den  Fehler  zu  vermeiden,  den  dieser  Umstand  bei  unseren 
Messunp^en  hervorbringen  konnte,  regulirton  wir  die  Stellung 
der  Hiiltsrolle  mit  Hülfe  von  Strömen,  deren  lntt'ii>ität  nicht 
Sf'lir  verschieden  von  der  Intensität  derjenigen  war.  die  dort 
wirkten.  Wir  hatten  die  Einrichtung  getroH'en .  dass  durch 
Umlegen  einer  Wippe  die  dort  zu  benutzende  und  schon  be- 
schriebene Anordnung  in  eine  andere  verwandelt  werden  konnte, 
bei  der  der  Strom  der  Kette  nur  einmal  in  zwei  Zweige  sich 
theilte,  von  denen  der  eine  den  Stab,  den  Ktalon  und  den 
diese  verbindenden  Draht,  der  andere  die  beiden  Gewinde  des 
Galvanonietrrs  und  die  hinzugefii^ten  Drähte  enthielt.  Bei 
dieser  Anordnung  wurde  die  Hültsrolle  eingestellt.  Wurde 
nun  die  Wip[)e  rückwärts  uiiicreleiit  nnd  zeigte  sich  auch  dann 
keine  Galvanometerablenkung,  so  hatten  die  Widerstände  der 
beiden  Nebenleitungen  das  gesuchte  Verhältniss.  Geändert 
konnte  dieses  werden  mit  Hülfe  eines  Siemeus'schen  Wider- 
standssatzes,  der  in  der  Nebenleitung  des  JiUatons  sich  beiand 
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und  gestattete,  Widerstände  von  0.1  bis  10  000  S.-E,  einzu- 
führen. War  der  passende  Widerstand  dieser  Nebenleitung 
gefunden,  so  wurde  der  der  zweiten  Nebenleitung  um  0,5  oder 
um  1  S.-E.  vergrössert  und  die  entsprechende  Vergrösserung 
des  Widerstandes  der  ersten  Nebenleitung  bestimmt.  Das 
VerhiÜtniss  dieser  beiden  Vergrösseningen  war  dann  das  Ver- 
hältnisB  der  WiderstAnde  des  Stabes  und  des  Ktalons.  Diese 
Bestimmungen  Hessen  sich  leicht  und  sicher  ausführen,  wenn 
die  Belastung  des  Stabes  nicht  zu  klein  war  und  die  Dauer 
der  Ströme  nicht  zu  kurz  gew&hlt  wurde.  Die  Temperaturen, 
für  welche  sie  gelten,  wurden  an  zwei  Thermometern  ab- 
gelesen, die  in  die  Bäder  tauchten,  in  denen  der  Stab  und 
der  Etalon  neb  befanden,  und  die  mit  Eahrvonichtongen 
Tersdien  waxen,  weldhe  durch  einen  kleinen  Wassermotor  in 
Bewegung  erhalten  werden  konnten.  Der  Regel  nach  wurde 
das  den  Stab  enthaltende  Bad  bis  etwa  86*  C.  erwftnnt  und, 
irtihrend  dasselbe  Ton  80*  bis  auf  die  Zimmertemperatur  unter 
fortw&hrendem  Btthien  tkh.  abkühlte,  eine  Ansahl,  meist  15, 
Widerstandsmeesnngeii  gemaoht  Je  drei  Ton  diesen  wurden 
so  schnell  hintereinaader  ausgeführt,  dass  in  den  Zwisohen- 
aeiten  nur  sehr  kleine  Temperaturinderungen,  wenn  überhaupt 
welche,  sich  seigten;  es  wurden  die  Zeiten  der  Thermometer- 
ablesungen und  der  Widerstandseinstellungen  notirt  und  mit 
ihrer  Hülfe  durch  Interpolation  die  Temperaturen  berechnet, 
die  den  gefimdenen  Widerstünden  entspradien. 

Um  ein  ürtfaeil  über  die  Genauigkeit  zu  gewAhren,  die 
bei  diesen  Messungen  erlangt  ist,  führen  wir  die  Besnltate 
der  einzelnen  Versuche  an,  die  mit  einem  Bleistabe  aus- 
geführt sind,  bei  dem  grössere  Differenzen,  als  bei  irgend 
einem  anderen  der  untersuchten  Stäbe  aufgetreten  sind. 
Vorausgeschickt  muss  nur  noch  werden,  dass  der  Widerstand 
des  Elatuns  bei  C.  dnrch  Vergleichung  bei  verschiedenen 
Temperaturen  mit  einem  Siemens'sehen  Etalon  nach  der 
Methode  der  Wheatstone' sehen  Brücke  sich  ergeljcn  hatte 

»  0,1046  (1  +  a(t^lb))  a-K,  wo  «  »  0,003  783. 
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Tnnpsrator 

teredbnet 

1 

29,23 

0,001  239 

0,001  239 

0 

S 

28.97 

1  238 

l  238 

0 

8 

28,b4 

1  238 

1  237 

+  1 

4 

S5»e4 

im 

1  223 

+8 

5 

1884 

1  222 

+8 

« 

SS,53 

1884 

1222 

+8 

7-« 

28,80 

1809 

1818 

-8 

10-12 

21,75 

1  201 

1  204 

-3 

18-15 

19,15 

1196 

1192 

+4 

Die  berechneten  Werthe  von      sind  nach  der  Formel: 

uft «  0,001 1 74  (1+  « (<  —  15))  ,      «  »  0,003  893 

«rmittelty  die  ans  den  beobachteten  nach  der  Methode  der 
Ueinsten  QnadrAte  abgeleitet  ist. 

Die  Lftnge  dieses  Bleistabee,  l,  war  148^0  nun,  sein  ab- 
solutes Gewicht  41,67  g,  seine  Dichtigkeit  bei  16«  G.  11,294. 
Ist  a  die  Seite  seines  quadratischen  Qaersdmittes,  so  ergibt 
sich  hierans  s  jNI,00  nnd,  nach  der  schon  citirten  theo- 
retischen Üntersnchnng^),  die  electriscfae  Leitungsfähigkeit  bei 
15^  C,  Xjf,  diejenige  des  Quecksilbers  bei  0*  gleich  1  geeetit: 

0,7272a  ^  ^^3Q^ 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  auf  dieselbe  Weise 
bestimmten  Leitun^^sliihigkeiten,  Xjg,  für  die  anderen  unter- 
suchten Stäbe  enthalten.  HinzugelVigt  ist  für  jeden  Stab  die 
von  uns  ermittelte  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  von  15^*0., 
jiijg,  und  eine  Angabe  über  die  Lage,  die  seine  Axe,  bevor 
er  ausgeschnitten  war,  in  dem  Metallwürfel  gehabt  hatte; 
dabei  ist  ein  Coordinatensystem  benutzt,  dessen  Axen  mit 
drei  Würfelkanten  zusammenfallen,  und  zwar  hatte  bei  den 
Versuchen,  die  über  die  Würmeleitung  des  Würt'els  angestellt 
waren,  die  x-Axe  die  vertical  aufwärts  gekelute  Ri(  htunü, 
und  die  t-Axe  ging  von  der  Seitentiache.  die  bespritzt  wurde, 
nach  der  gegenüberliegenden.  In  einigen  Fällen  konnten  wir 
nur  Grenzen  für  die  betreti'eudeu  Coordinaten  anfiibren. 


1)  G.  Kirch  hoff,  Berl.  Ber.  1880.  p.  801;  ge«.  Abb.  p.  t>6. 
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Metalle              Lage  des  Stabes  im  MetaUwttrfel 

«1» 

Hu 

1 
2 
3 
4 

5 

xmtBH    |fswiielMn8ii.S0  »»0-140 
wie  1 

x=0-140          y  =  73  ss78 
«=0-140          y=73            «  =  65 
X3>68                flrw78   *  «»0—140 

6,744 
6,785 

6,708 
6,643 
6,808 

7,800 
7,810 
7,764 

7,778 
7,789 

1 
2 
3 
4 

a;»187          y «0-140  «nr.180v.187 
wie  1 

a5=W                y  =  65  «=0-140 
««•66               y-78  «-0-140 

4,181 
4,151 

4,082 
4,087 

7,815 
7,818 
7,818 

Eisen  ni 

1 

2 
8 

i 

»»187           y»0-140  «fW.190fLl87 
wie  1 

x^9&               y-78  ««0-140 

6,871 
7,118 
8,577 

7,888 
7,888 
7,881 

Blei 

1 
2 
8 
4 

««187           fr«0-140  « zw.  120  u.  1^7 
Wie  1 
wie  1 

«aOft               y«86  ««0-140 

r                        :■_>         ^.    f)  -  \  \n 

4,538 
4,580 
4,587 
4,568 

11,310 
11,894 

11,884 

11  315 

Zinn 

1 
2 
3 
4 

«=187           y= 0-140  ;tzw.l20u.l87 
Wie  1 
wie  1 

««85               y«86  ««0-140 

7,938 
8,082 
7,886 
8,887 

7,809 
7,808 

7,806 

Zink 

1 

2 
3 
4 

««187     ^  üwicthen  3  u,  20  »=0-140 
Wie  1 
wie  1 

«3.68               y«86       ««  0-140 

r    ':s                   ?/    TL'          ■.     'V2  MO 

14,64 
14,50 
14»88 
14,80 

!  l.s', 

7,187 
7,185 

7,155 

7,161 

Kupfer 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

«=187     y  zwischen  8  u.  20  «=0-140 
wie  1 
wie  1 

«::.90              y«60  ««0-140 
«=69               y«67  ««0-140 
»«69              y«78  ««0-140 

21,67 
22,23 
81,48 
84,04 
24,06 
84,01 

8,891 
8,888 

8,888 

8,888 
8,886 

Wie  ans  dieser  Tabelle  ersichtlich  ist,  weichen  die  Werthe 
der  LeitongsfWgkeit  für  die  verschiedenen  Stäbe  desselben 
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Metalls  sehr  erheblich  von  einander  ab.  während  die  Dichtig- 
keiten nur  unbedeutende  Unterschiede  darbieten.  Der  Mangel  | 
an  Homogenität,  der  hierin  sich  zeigt,  trat  auüalleuder  noch 
bei  Versuchen  hervor,  bei  welchen  wir  die  electrische  Leitnngs- 
fähigkeit  verschiedener  Theile  derselben  Stäbe  gemessen  haben. 
Es  wurde  bei  diesen  der  zu  untersuchende  Stab  stUckiraite 
TerkQrzt,  nach  jeder  Verkürzung  sein  Widei*stand  gemcwcn 
und  ans  dem  Widerstande,  der  Länge  und  dem  aus  dem  Qe- 
Wichte  ermittelten  Querschnitt  vor  und  nach  jeder  Verkürzung 
die  Leitungsfähigkeit  des  abgetrennten  StAckes  berechnet  | 
So  eigab  sieh: 

für  den  Knpferstab  Nr.  6 

ftr»-0— 10^1  10,1-80,2  SO,S— 80,1  80,1—40,1  40,1—50,1  90,1-^ 

80,88       81,86         88,75         23,88         85,88  Ujn 

für  »«60,2-70,8  70,2—140,8 
•  «u«    26,18  24,25 

flUr  den  Zinnstab  Nr.  5 

für »aO— 10,8  10,8—20,5  20,5—30,5  80,5—50,5  50,5—70,4  70,4—140,4 
Mu »  8,501       8,876         8,948         9,086         8,574  8^180 

für  den  Zinnstab  Nr.  4 

för  «=  130,3— 140,4     109,8—130,3     69,4-109.?^  0-R9.4 
K^s»      9,139  8,908  8,806  8J98 

fXkr  den  Eisenstab  m  Nr.  8 

ftr««  0-20,8    80,8—60,1    50,1—70^9    TM— 14IVB 
«U"  6,841         6^  6,886  8^10 

ftir  den  Zinkstab  Nr.  4 

für  »  =  0—19,9     19,9—39,9     39,9—59,9     f)0,9-70,l  70,1-140,3 
«15=    14,48  14,54  14,74  14,72  15,02 

filr  den  Bleistab  Nr.  4 

Ar  ft » 0-19,7    19,7—39,4    89,4—59,8    59,8—69,1  69,1—1408 
4,648         4,677  4,517  4,461  4,888 

ESne  Controle  ftlr  diese  Zahlen  erhält  man,  indem  man 
durch  Mittelnehmen  aus  ihnen  die  mittleren  Leitungstahiiz- 
keiten  der  einzelnen  Stäbe  berechnet  und  diese  vergleicht  mit 
den  dii'ect  gefundenen  Werthen  derselben.    Die  Mittel  sind: 
24,08      8,847       8,840      6,586.     14,81  4,565 
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und  die  direct  gemessenen  Lettongsfikbigkeiten,  der  obigen 
Tabdle  infolge: 

S4,01      8,806      8^7      6^77      14^  4»M8 

Wie  man  sieht,  steigen  bei  dem  Knplerstabe  die  DifFe- 
rensen  der  Leitungsflüilgkeit  bis  xn  26  Proo.  ihres  Werthee. 
Wegen  Mangels  an  Homogenitftt  der  benoteten  WHifel  er- 
lanben  daher  unsere  Versnohe  nicht  mit  der  Sicheriieit,  die 
zn  emiehen  wir  gehofft  hatten,  die  IVage  an  entsdbeideii, 
ob  das  VerfaftltnisB  der  Leitangsfähigkeiteik  ftr  Wftnne  mid. 
läecferieiflit  bei  den  nntersnehten  Metallen  ein  constantes  ist, 
da  die  Mittelwerthe  der  beiden  Leitangsf&higkeiten,  welche 
unsere  Methoden  ergeben,  Ton  verschiedener  Art  sind.  Will 
man  aus  den* Versuchen  mit  der  grösstmöglichen  Wahrschein- 
lichkeit die  Frage  beantworten,  so  miiss  man  ohne  Zweifel  die 
für  die  Wärmoleitungsföhigkeit  getundi  nen  Wertho  mit  den- 
jenigen Werthen  der  electrischen  Leitungslahigkeit  combinireu, 
welche  fiir  Stäbe  gelten,  die  ans  den  Würfeln  naeli  der  Mitte 
in  der  Kichtung  der  ^-Axe  ausgeschnitten  sind.  Die  folgende 
Zusammenstellung  enthält  für  diese  Stäbe  die  Mittel  der 
electrischen  Leitungsfäliigkeiten  x^^,  die  Dichtigkeiten  (.i^^.  die 
sj)ecitisrlien  Wärmen  nach  Bi'de')  5,,,  die  Temperaturleitungs- 
fähigkeiten  a^^,  die  Wärmeloitungsfähigkeiten  /.j.  und  die  Ver- 
hältnisse der  Leitungsfähigkeiteu  für  Wäi'me  und  Electricität, 
alles  für  15 »  C 


Metalle 

«IS 

«1» 

0,ft 

^5 

Eisen  I  Stab  5  .  .  .  . 

6,803 

7,789 

0,1074 

16,94 

14,18 

2,08 

Eisen  II  Stab  3  o.  4  . 

4,060 

7,818 

0,1074 

11,48 

9,64 

2,37 

StoeBin  8tab8iL4  . 

6,569 

7,821 

0,1074 

16,87 

13,75 

2,09 

BW.  8ta]>4ii.5  .  .  . 

4,969 

11,880 

0,0888 

88,^ 

7,98 

1,74 

Zfam.  8tab4iL5  .  .  . 

SiSSS 

7,808 

0,0518 

88,80 

14,48 

1,64 

Zink.  Stab  4  u.  5  .  .  . 

14,88 

7,158 

0,0878 

40,49 

25,45 

1,72 

Kvpfer.  Stab  6  0.8  . 

84,04 

8,887 

0,0917 

60,95 

41,52 

1,78 

Die  Zahlen  der  letzten  Columne  scheinen  zu  zeigen,  daas 
das  Verhältniss  der  beiden  Leitungsfähigkeiteu  für  Wärme  und 
Electricilät  im  allgemeinen  bei  den  verschiedenen  Metallen 


1)  B4de,  FortMhritte  der  Phyrik.  p.  878.  1855. 
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denselben  Werth  besitzt,  beim  Eisen  aber  ein  anderes  isL 
Vielleicht  hängt  diese  Ansnalimestellnng  des  Eisens  mit  aenien 
magnetischen  Eigenschaften  msammen.^) 


Zu  diesem  Schlüsse  waren  wir  gekommen^  als  eine  Arbeit^ 
Ton  Hm.  H.  F.  Weber  in  Zürich  erschien,  die  auf  denselben 
Gegenstand  sich  bezieht  und  zn  einem  wesentlich  anderen 
Besoltate  gelangt.  Hr.  Weber  findet  nämlich,  dass  das 
YerhältnisS'  zwischen  den  LeitongsfiÜiigkeiten  ftUr  WSme  md 
Mectricität  bei  den  Metallen  nicht  oonstant  ist,  sondern  eine 
lineare  Function  des  IVodnctes  ans  spedfischer  Winne  und 
Dichtigkeit  oder  der  „speoifisohen  Winne  der  Yolnmenemheft^, 
wie  er  dieses  Prodnot  nennt.  Bei  Zngmndelagiuig  gewisser» 
Ton  den  nnserigen  theflweise  Terschiedener  Einheiten  eriiilt  er: 

^  «  0,0877 . 10*  +  0,1360 . 10%, 

wo  kg  die  LeitongsfiÜiigkeit  ftr  Wirme,  diejenige  ftr  Efe&> 
tridlftt  nnd  die  speciflsche  Wirme  der  Yolnmeneinheit  ftr 
0®  C.  bezeichnet,  und  diese  Gleichung  stellt  mit  ttberraschen- 

der  Genauigkeit  seine  an  10  verschiedenen  Metallen  aas* 
geführten  Messungen  dar,  bei  denen  von  0,827  bis  0,293 
variirt. 

Um  wo  möglich  den  (irund  der  uuflalleiideii  Abweichungen 
unserer  Versiichsr»'sultate  von  dem  Weber'schen  Gesetze  zu 
linden,  haben  wir  zwei  der  von  uns  benutzten  Metalle,  nämlich 
Zink  und  Blei,  einer  weiteren  Untersuehung  unterworfen.  Wir 
wählten  diese  Metalle,  weil  bei  ihnen  der  Mangel  an  Homo- 
genität sich  weniger  gross,  als  bei  den  übrigeu  (abgeseht-n 
vom  Eisen)  gezeigt  hatte,  und  zngleich  die  specifische  \\  umie 
der  Volumeneiulieit  bei  ihnen  recht  verschiedene  Werthe  besitzt. 


1)  Einige  Versuche,  die  wir  über  das  magnetiBchc  Verljallen  der 
drei  EisLUsorten  angestellt  haben,  zeigten,  dass  die  Coönätivkraft  b<  i  d^u 
Sorten  I  und  III,  ftr  die  das  Verhältniss  kjx  das  gleiche  wmr,  denselben 
Werth  beMUM,  bei  der  Sorte  II  aber,  ftr  weMie  hin  eriwbllch  gi9mtt 
•Idi  etgeben  hatte,  Tiel  bedeutender  war. 

2)  H.  F.  Weber,  Monaisber.  der  Aead.  der  Wiawnwk  m  BtOm, 
Mai  1880. 
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Wir  veranlassten  zunftohst  eine  chemische  Analyse  der- 
selben, die  in  dem  Laboratorium  der  landwirthschaftlicbfiii 
Aoademie  la  Berlin  unter  Leitung  des  Hrn.  Landolt  ans- 
goAdirt  ist  An  fremden  Bestandtheilen  eigaben  sich  dabei 
im  Zink: 

Efam  0,M0«  Fh»e.    Anoi  0,0t8S  Fkoc 

Blei  0^7212   „       Gsdniiin    .  .  .  O^OOM  „ 

....  0»0061  „ 


Kupfer    ....   0,0785  „ 
Antimon  ....  0,0313 

und  quantitatiY  nieht  bestimmbare  Spuren  Ton  Mangan  und 
Sohwefel;  im  Blei: 


...  0»1899  Fkoe. 
>  .  .   .  0|0ftl5  ff 
Zink  OiOSSS 


....  O^OOtS  Fkoe. 
Wiamiitfi    .  .  .  O^OCMn  „ 
Osdmtam    .  .  .  0^0088  „ 


und  quantttati?  nicht  bestimmbare  Sparen  Ton  Silber^  Mangan 
und  Arsen. 

Bi»  Weber  bat  sein  Gesets  nur  lllr  metallische  KOrper 
aa^ieetelh;  wir  haäen  es  ftr  mO|^ioh  gehalten,  dass  in  unseren 
WUrftk  Ton  Zink  und  Blei  so  Tiel  Ton  nicht-metaUischen 
Körpern  sich  beflknde,  dass  infolge  hiervon  das  Weber^sche 
Gesetz  bei  ihnen  nicht  znträfe;  diese  Vermuthung  ist  als  durch 
die  Analyse  widerlegt  anzusehen. 

Wir  haben  ferner  die  specifische  Wftrme  unserer  beiden 
Metalle  mit  Hülfe  des  Bunsen'schen  Eiscalorimeters  bestimmt, 
um  die  Gültigkeit  der  B^de'schen  Angaben  tiir  dieselben  zu 
controliren.  Um  die  specifische  Warme  bei  15^  C.  berechnen 
zu  können,  erwärmten  wir  den  zu  untersuchenden  Köiper, 
bevor  er  in  das  Calorinieter  gebracht  ^s•urde,  bei  einigen  Ver- 
suchen auf  die  Temi)eratur  der  Dämpfe  siedenden  Wassers, 
bei  anderen  auf  eine  niedrigere,  scharf  messbare  Temperatur. 
Wir  haben  hierbei  eine  Methode  benutzt,  ein  \\'asseiba(l 
längere  Zeit  auf  einci-  constanten  Temperatur  zu  erhalten,  die 
sich  als  recht  zweckmässig  erwiesen  hat,  und  die  deshalb 
beschrieben  werden  möge. 

Das  warme  Wasser  befand  sich  in  einem  oben  mit  einer 
Abflussröhre  versehenen  cylindrischen  Gefäss  von  Zinkblech 
von  etwa  25  cm  Höhe  und  20  cm  Weite,  das  doppelte  Wan- 
dungen besass,  deren  Zwischenraum  mit  gebrannter  Infosorien- 


Digitized  by  Google 


14  ^>  Kirchhoff  u.  G.  Haiwemann. 

•  « 

erde  ansgefilUt  war.  In  ihm  war  eine  rotirende  BfllirTomoii- 
tnng  aogebiachi,  die  durch  einen  Waaaennotor  in  Bewegung 
eilialten  worde  nnd  bewirkte,  daag  eintretende  Temperaftnr- 
^Ferechiedenheiten  »ehr  schnell  aidiaaagleiehen  mnestep.  Ferner 
tauchten  in  das  Wasser,  tot  der  Berührong  mit  ihm  dwrdi 
ein  Messingrohrchen  geschützt,  die  Löthstellen  gerader  oder 
ungerader  Ordnungszahl  einer  Thermosftole,  die  ans  Eisen- 
und  Neusilberdrähten  bestand,  und  deren  übrige  Löthstellen 
durch  Schnee  auf  0*^  C.  erhalten  wurden.  Die  Löthst^^llen 
einer  zweiten  Tliermosäule,  die  aus  eben  solchen  Drähten  be- 
stiuid,  aber  weniger  Elemente  enthielt,  tauchten  in  ähnlicher 
Weise  einerseits  in  einen  von  den  Dämpfen  siedenden  Wassers 
umspülten  Raum,  andererseits  in  Schnee.  Diese  beiden  Thermo- 
.  Säulen  waren  mit  einem  sehr  empHndlicheu.  aperiodischen 
(Talvanometer  so  zu  einem  Kreise  verbunden,  dass  sie  einander 
entgegenwirkten.  Durch  einen  Kautschukschlauch,  der  mit 
Hülfe  einer  Klemmvorrichtung  leicht  geschlossen  und  geöflfnet 
werden  konnte,  comninnicirte  das  Zinkgefass  mit  einem  höher 
stehenden  Kessel,  welcher  siedendes  Wasser  enthielt.  Durch 
Handhabung  dieser  Klemmvorrichtung  suchte  der  Beobachter 
am  Galvanometer  die  Nadel  in  derjenigen  Stellnng  zu  erhalten, 
die  sie  bei  geöft'netem  Kreise  hatte,  und  das  gelang  leicht 
soweit,  dass  die  Ablenkmig  nie  mehr  als  einige  wenige  Sc^len- 
theile  betrug;  eine  solche  Ablenkung  entsprach,  wenn  der 
Barometerstand  derselbe  1)1  ieh.  einer  Temperaturänderung  des 
Wassers  tou  weniger  ak  0,01 "  C.  Gemessen  wurde  die  T^- 
perator  des  Wassers  an  einem  Luftthennometer,  dessen  Geftss 
in  demselben  sich  beiand.  Um  eine  Tempeiater  toü  etwa 
50^  C.  zu  erhalten,  wurde  einerseits  eine  Thermosftide  tob 
iwei  Elementen,  andererseite  ein  einsdnee  Element  benatzt; 
nm  dem  Wasser  eine  Temperatur  von  etwa  67*  G.  an  geben, 
mnasten  Theimosinlen  Ton  drei  nnd  zwei  Elementen  aag»- 
wandt  werden.  1) 

1)  Eine  Hülche  .\iiunlnunfj:  wiinic  selir  zweckmässig  sein  zur  Prüfang 
der  vou  Uru.  Avcuarius  aufgestellten  Beziehung  zwischen  der  eleelro- 
iDotoiiibli6&  Knft  siiMv  Thsmokette  md  den  ToiBipflisliuea  ilttw  £<Bfr 
atBÜeiL 


Digitized  by  Gc 


Leitongafthigkeit  der  UeteUe  Ar  Wime  lad  EleetrieittU. 


15 


So  finden  wir  für  Zink: 

«1  =  0,09171  (l  +0,00027  0 

und  ftr  Bleit 

8t  -  0,08014  (1  +  0,000544, 

wenn  die  mittlere  specifische  Wftnne  des  Wassers  zwischen 
0  und  100*  C.  als  Einheit  angenommen  wird.  Daraus  folgt 
die  specifische  Wärme  bei  15*^  C,  .Vj,: 

für  Zink  =  0,0921,  für  Blei  =  0,0304, 

während  sie  nach  B^de: 

=  0,0878    und     » 0,0292 

sein  sollte.  Obwohl  jene  Zahlen  von  diesen  nicht  unerheblich 
abweichen,  so  ergeben  doch  die  einen  wie  die  anderen  das 
Yerhältniss  A-j^/xj^  als  nahe  gleich  fllr  die  beiden  Metalle. 

Wir  stellen  in  der  folgenden  Tafel  die  von  Hrn.  Weber 
fUr  Zink  und  Blei  gemachten  Angaben  mit  den  entsprechen- 
den von  uns  gefundenen  Wertheii  zusammen,  die  auf  die  von 
Hrn.  Weber  ])euutzten  Einheiten  reducirt  sind,  indem  die 
Leitungsliihigkeit  des  Quecksilbers  =  1,047 . 10~'^,  wie  er  sie 
gefunden  hatte,  gesetzt  ist. 


Ziak 

Biel 

Weber 

K«  mcl  H. 

Weber 

K.  «d  H. 

0,662 

0.057 

0.340 

0,342 

h 

0,305() 

0,2662 

0,0719 

0,0853 

17,43.10  * 

16,41  .  10  * 

5,351  .  lO-*» 

5,082 . 10-* 

0,1753.10* 

0,1622 . 10^ 

0,1345 .  10* 

0,1678 . 10* 

Den  Qmnd  der  Unterschiede,  die  hier  sich  zeigen,  haben 
wir  in  unserer  Arbeit  nicht  finden  kOonen.  Ob  die  Vemiche 
nnd  Bechnnngen,  durch  welche  Hr.  Weber  za  seinen  Besnl- 
taten  gelangt  ist,  einwurfsfrei  sind,  können  wir  nicht  bear- 
theilen,  da  der  Auszug  ans  seiner  Arbeit»  der  allein  TerOffent- 
licht  ist,  die  Handhaben  hierzu  nicht  darbietet  IGisht 
gerechtfiartigt  aber  finden  wir  die  Art,  wie  Hr.  Weber  die 
Zahlen,  die  Hr.  F.  Nenmann^)  bei  seinen  Versnehen  über 


1)  Neamann,  Ann.  de  ohim.  el  de  pliyi.  (8)  M.  p.  ISft.  186t. 
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die  Wäruieleitimg  in  Metallen  erhalten  hat,  als  Bestätigung 
seiner  eigenen  hinstellt.  Aus  jenen  Zahlen  berechnet  er  die 
Constanten  a  und  b  seiner  Formel: 

—  na  a  +  b,e. 

Die  abeolnten  Werthe  derselhen  lassen  einen  Vergleioli 
mit  den  aus  seinen  eigenen  Versuchen  abgeleiteten  nicht  zo, 
da  Hr.  Nenmann  ftir  die  electrischen  Leitungsföhigkeiten 
eine  nicht  genau  bestimmbare  Einheit  benutzt  hat;  das  Ver- 
h&ltniss  beider,  das  von  dieser  Einheit  unabhängig  ist»  findet 
er  nadi  Nenmann  =«  1,546,  während  seine  eigenen  Versodie 
es  *■  1,660  ergeben  hatten.  Die  &8t  rftUige  Gkidiheh  dieser 
Zahlen  scheint  in  schlagender  Weise  den  Ansspriush  dsi 
Hm.  Weber  an  reditfertigen,  dass  die  Ergebnisse  dsi 
Hm.  Nenmann  in  guter  üeberemstimmnng  mit  den  sainigsa 
sind,  und  eine  wicbtige  Bestätigung  der  letsteren  ra  gewihrcs. 
Elrwägt  man  aber,  auf  welchem  Wege  die  Zahl  1,645  berechnet 
ist,  und  mit  wie  geringer  Oenauigkeit  die  Nenmann'sohss 
Resultate  durch  die  Weber'sdie  Formel  dargestellt  werte, 
so  aeigt  sich  jene  Gleichheit  als  ein  Zufidl,  dem  eine  Bedea- 
tung  nicht  beizulegen  ist  Die  Neumann*schen  Yersudie  lie> 
sieben  sich  auf  die  Metalle: 

Kupfer,  Hessing,  Neusilber,  Eisen  und  Zink 
und  ergeben  für  das  VerhBltniss  h/»  die  Werthe'): 

17,5  19,8  19,9  18,9  17,1. 

Als  entsprechende  Werthe  von  c  benutzt  Hr.  Weber: 
0,83         0,80         0,80  0,84  0,67. 

Für  die  vier  ersten  Metalle  setzt  er  nun  kjx  und  e  gleich 
den  Mittelwerthen  19,06  und  0,82  und  berechnet  ans  diesen 
und  den  f&r  Zink  angegebenen  Zahlen  o  und  6w  Er  findst 
so  a  »  8,4,  b  =  18,0,  woraus  er  sdüiesst  bfa^  1,646.  Be- 
rechnet man  aber  rftckwirts  mit  diesen  Wertibon  von  a  und  b 
das  Yerhftltniss  k/n  ftr  die  fünf  Metalle,  so  ergibt  sidi: 

10,2         18,8         18,8  18,8  17,1. 

1)  Dieses  ist  die  Angabe  von  Hm.  Weber;  statt  der  Zahl  17.5  steht 
in  der  Abh»ndlung  des  Hm.  Nenmann  17,6,  tmd  die  Divinon  der  dort 
aogeftthrteu  Leitaogs&higkeiten  gibt  17,8. 
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Bei  der  Grösse  der  Ditlerenzen  zwischen  diesen  Zahlen  und 
den  von  Hrn.  Neunuinn  gefundenen  ist  auf  die  Ueberein- 
stimmung  der  Verhältnisse  1,545  und  1,550  ein  Gewicht  nicht 
zu  legen.  Aus  den  eigenen  Versuchen  hat  Hr.  Weber  die 
Werthe  von  a  und  h  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
berechnet;  behandelt  man  die  Neumann'schen  Versuche  ebenso» 
80  ergibt  sich  aus  ihaea  6/a  »  0,84  statt »  1,550. 


%•  Benerlnuig«!!  wbl  dem  Avtetie  des  Herni  Voigt 
,,Tkeofie  im  levelitoiidMi  Pukto«**; 

Ton  0.  Kirchhoff. 

(Abdruck  a.  d.  „Jouroul  für  die  reiuc  und  angewandte  Mathematik", 

Bd.  90.  p.  34.) 

In  meiner  „Mefihanik"  (Vorlesung  23,  §  4)  habe  ich  die 
Bewegung  einer  cominreeeibehi  ilUBsigkeit  behandelt,  die  durch 
nnendHch  kleine  Bewegungen  einer  in  dieser  befindliehen, 
stanen  Kngel  hervorgemfen  wird.  Dieser  AaSfSßhe  sehr  ftlin- 
lieh  ist  die  An^be,  die  Herr  Voigt  in  seiner  „Theorie  des 
leochtenden  Pnnktes"  ftberschriebenen  Abhandlung  gelöst  hat; 
die  Methode,  die  ich  dort  benntzt  habe,  ist  auch  hier  anwend- 
bar und  fthrt  viel  -  sdmeller  zom  Zide,  als  der  Weg,  den 
Herr  Voigt  eingeschlagen  hat 

Herr  Voigt  denkt  sich  ein  festes,  isotropes,  elastisohes 
Mittel,  das  nach  aDen  Bichtang0n  sich  in  die  ünendüchkeit 
erstreckt  und  eme  starre  Engel  nmgibt,  an  deren  Oberflftohe 
es  derart  haftet,  dass  keine  relatiren  Versehiebnngen  hier 
stattfinden;  er  nntersncht  dann  die  Bewegung  des  Ifittek 
unter  der  Voranssetsung,  dass  die  Kngel  gegebene,  nnendlieh 
Usine  Schwingungen  macht;  er  fthrt  die  £ecfaninfeg  ftr  die 
beiden  HUle  durch,  dass  die  Kugel  entweder  nm  emen  ihrer 
Dorchmesser  sich  dreht  oder,  ohne  sich  zu  drehen,  in  gerader 
Linie  hin  und  hergeht;  auf  diese  beiden  Fälle  l&sst  jeder 
andere  sich  reduciren. 

Es  seien  u,  v,  w  die  Componentcn  der  Verrückung  zur 
Zeit  t  eines  materiellen  Punktes  des  elastischen  Mittels,  der 

Kirobhoff,  GesMumuolt«  AUiaudluugvu.    Nitclitrag.  S 
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beim  Gleichgewichtszustände  die  Coordiiiuten  x.  y,  ;  hat;  dann 
ist,  wie  Clebsch  im  61.  Bande  dieses  Journals  gezeigt  iuU, 

dP      dW _  dV 
*  "  a«       dy  ~  dx  ' 
dP  ,dU  BW 

ÖF  _  dC^ 
Jx"^  dx  dy' 

WO  P  eine  Lösung  der  Gleichung 

ist,  und  ü,  F,  W  LOeuigai  der  Gleicliiiiig 
sind,  wenn 

a  die  FortpHanznngsgeschwindigkeit  longitudinaler  Wellen,  b 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  transversaler  Wellen  ist. 

Man  kommt  auf  den  ersten  der  beiden  von  Herrn  Voigt 
behandelten  Fälle,  wenn  man  diese  Gleichungen  in  die  £oi|geii- 
deu  spscialisirt: 

dW  dW  ^ 

wo   

r  — ya5"  +  y"  +  «« 

ist  und  F  eine  unbestimmte  Function  des  sugesetsten  Afgp> 
ments  bedeutet  Bei  der  durch  diese  Gleichungen  dargesteIHm 
Bewegung  behalten  die  Theilchen,  die  beim  GleidigewidM*> 
zustande  auf  einer  mit  dem  beliebigen  Badius  r  bescIiriebeiMa 
Kugelflftcbe  liegen,  stets  ihre  idathre  Lage  bei,  wihrend  diese 
Kugelflftche  sich  so  um  die  x-kxe  dreht,  dass  ihr  Drehungs- 
winkel  zur  Zeit  i 

1  9W 
V  Br 

ist  Ist  nun  in  dem  elastischen  Ifittel  eine  stam  Kugd  for- 
handen,  deren  Oberflftche  die  Gleichung  r^R  hati  und  dm 
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lim  die  t-Axe  so  sich  dreht,  dass  ihr  Drehimgswmkel  zur 
Zeit  t  ist,  80  mttss  für  r  —  i2 


oder,  da 
iati 


BF  ,dF 


gem.  HiennB  folgt»  wmm  über  die  Constuite  der  IntegnUaen 
auf  gewisse  Weise  Terfligt  irird, 

0 

Setzt  man  hier  t  -t — r—  an  Stelle  Ton  <  und  diyidirt  durch  r, 
80  ergibt  sich 

0 

Nimmt  man  an,  dass  f(t)  yerschwindet,  wenn  t<0  i^t,  so 
▼encbwittden  flir  I «  0  uid  r>  R  hiernach  W  und      ,  also 

andi  I>er  für      aufgestellte  Ausdruck  setrt 

also  TOKaus,  daes  aUe  Theüchen  des  elastischen  Mittels  snr 
Zeit  I  Mi  0  in  ihren  Gieififagewiditslagen  mhen.  Ans  diesem 
Ausdruck  folgt  unmittelbar  (abgesehen  Ton  der  Verschiedenheit ' 

1  dW 

der  Bezeichnung)  lUr  den  Drehungswinkel  y      der  von  Hm. 

Voigt  in  semer  Oleichnng  (9.)  angegebene  Worth. 

Etwas  ferwickeHer  ist  die  Bechmmg  ftr  den  aweiten  der 
▼on  Hrn.  Voigt  behandelten  Fllle*  FOr  ihn  hat  man  an  setzen 

und  die  Fuiutioneii  F  und  O  passend  zu  bestimmeu.  Bei 
dieser  Annalmie  ist 
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d*Q  .  ido.a'Ä    i  afi\ 


t      a^^ay«  "  f«  ^ar«      rar'^IP'  rar/ 


r  dr      dr*       r  dr  ' 


Soll  bqh  flr  r  SS  J2 

Bein,  80  irird  dam  genügt»  wann  für  diesen  Werth  von  r 

a»g    la^.a»«    i  a«  ^ 


d.lL 


lao  .ö'Ä    1 05 

V»  '  ~  r"  dr      r  an     r»  ^      f«  dr      r  dr» 


1      1  aj»  i  ß    1  äff  ^9*0 

ist.    Erwägt  mau,  duss  aus  dieseu  Gleichimgeu  folgt 

und  fthrt  man  statt  der  Difierentialqnotienten  nach  r  diqiamgBi 
nach  t  ein,  so  findet  man  aar  Bestnnmnng  der  SWotkiom 
F{R—ati  nnd  G{R  —  bt)  die  beiden  DiffiuwntialgleichiuisMi 

Die  erste  Ton  diesen  gibt,  wenn  man  Uber  die  ConstantMi 
Inlegralion  passend  TerfUgt, 

JP(Ä— Äl  -  2^  Q{R—h(^  +  3a«Ä J*dl  j*dif% 

0  e 

und  die  sweite  wird  in  Folge  Merron 
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* 

9(t)^m  +  ~^'dtat)^^-^j'dtfdiat). 


0  0  0 

Sie  wird  erfüllt  durch 

0  0 

wo      und      die  Wurzeln  der  quadratiachen  Uleidiung, 

bedeuten.  Hiermit  sind  0{B — d<)  und  F{B — bestimmt; 
setzt  man  in  iliren  AiuilraGken  i-i — r—  nnd  IH  an 

b  a 
Stelle  von       so  findet  man  G{r — bt)  und  F{r — at),  mithin 
auch  Q  und  S.    Nimmt  man  an,  dass  f(t)  für  alle  negativen 
Werthe  von  t  verschwindet,  so  verschwinden  für  ^  <  0  und 

r  >     die  GhrOsBen      8,  -~ ,      ,  also  auch  , 

die  angestellten  Formeln  gelten  daher  ftr  den  Fall, 

dass  das  elastische  IGttel  bis  zum  AngenUicke  < »  0  sich  in 
Buhe  befindet 

Hr.  Voigt  hat  seine  Betracfatongen  anf  den  Fall  beschränkt, 
dass  das  Mittel  incompressibel,  also  a  nnendlieh  gross  ist. 
Unter  dieser  YoransseUnng  werden  die  beiden  Differential- 
gleichnngen,  die  zur  Bestimmung  Ton  F{B — nnd  0(R — 
dienen^ 

darans  findet  man 

0  0 
0        0  0  ^ 
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und  hieraus  folgen  dieselben  Werthe  der  Verrückungen,  die 
Hr.  Voigt  in  dea  Gleichungen  (26.)  seiner  Abhandlnng  an- 
gegeben hat 

Berlin,  im  April  1880. 


a.  Zur  Xkeorie  der  LichtotrahlMi; 
TMi  Kirekk^fi: 

SttriMT.  d.  k,  Attd.  d.  WisBenach.  si  Beriin  im  tS.  Joni  1881.  «41. 

WM.  Ann.  Bd.  I9.  p.  868.  1888. 

Die  Schlüsse,  durch  welche  man,  hauptsächlich  gestützt 
auf  Betrachtungen  von  Huygens  und  Fresnel,  die  Bildung 
der  Lichtstrahlen,  ihre  Beflexion  und  Brechung,  sowie  die 
Beugungserscheinungen  zu  eiklären  pflegt,  entbehren  in  mehr- 
fMiher  Beziehung  der  Strenge.  Eine  ToUkoinnien  befiriedigende 
Theorie  dieser  Gegenstände  aus  den  Hypothesen  der  Undu- 
lationstheorie  zu  entwickeln^  scheint  auch  heute  noch  nii^ 
möglich  zu  sein;  doch  lässt  sich  jenen  Schlüssen  eine  grossere 
SchArfe  geben.  Ich  erlaube  mir,  der  Academie  Auseinander* 
setiongen  vorzulegen,  welche  hierauf  abzielen,  und  deren 
wesentlichen  Inhalt  ich  in  meinen  Uniyersit&tsvorlesnngen  seit 
emer  Beihe  von  Jahren  TOfgetragen  hai»e.  Das  gleiciie  Ziel 
in  Bezug  auf  die  Beugnngserscheinuigen  ist  inswisdien 
in  einigen  TsröffentliGhten  Abhandlungen  Ton  den  Hsnen 
FrOhlioh>)  und  Voigt«)  Terfo]gt 

§  1.  Es  soll  angenommen  werden,  dass  das  Lidii  in 
Tranmnalsdkwingiiqgen  des  Aethers  besteht»  nnd  der  AeAer 
in  Besag  anf  diese  in  dem  Mittel,  in  äm  die  Idehtbevegug 
betraditet  wird,  sich  wie  ein  fester  elastisdier,  isotroper  ud 
homogener  Eöiper  veiliJUt,  anf  dessen  TheOe  kmne  andern 
Erifte  wurken,  als  die  dnroh  die  relativen  YerrUdnugen  her- 
Torgemfenen.  Sind  u,  v,  w  die  G<miponenten  nach  den  Goor> 

1)  FröhUeh,  Wied.  Ana.  t.  p.  878.  1878;  8.  p.  414.  1818  «■<  Ift» 

p.  502.  1881. 

2)  Voigt,  Wied.  Ann.  8.  p.  532.  187S. 
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dinatenaxen  der  Verrückung  eines  Aetiiortheilcheiis ,  dessen 
GleichgewiohtBlage  die  Coordinaten  z  hat,  zur  Zeit  t,  so 
genügt  dann  jede  dieser  Qrössen  der  partiellen  Differential- 

wo  A  die  Summe  der  zweiten  DiflFerentialquotienten  nach  x, 
Iff  Zf  und  a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  be- 
deutet Doch  dürfen  nicht  beliebige  Lösungen  dieser  Gleiohnng 
UfVfW  gleichgesetst  werden,  da  auch: 

du      dv   ,  5«"  _  /\ 

sein  mnss.  Sind  W  beliebige  LOsnagen  derselben ,  so 

entqiricht  aber: 

t9\  -  _dW     dü        _  dU  BV 

einer  möglichen  Lichtbewegung,  und  umgeiEebrt  gibt  es  Ar 
jede  liohfcbevQgung  Funetionen  CT,  die  diesen  Gleiehuiigen 
genttgen.^  Es  soll  im  Folgenden  unter  ^  eine  der  OfiSesen 
Uf  Vf  W  oder  v,  w  yerstanden  werden.  3*  sei  die  Sohwin- 
gungsdaner  des  als  homogen  Torausgesetstan  Idcbtesi  dann  ist 
jede  dieser  sechs  GrOsste  eine  lineare,  homogene  Fnnotion  Ton: 

co8^2»     und  sin^2]i. 

Als  Maass  für  die  Intensität  des  Lichtes  im  Punkte 
{x,  t/f  x)  soll  das  arithmetische  Mittel  der  Werthe  genommen 
werden,  welche: 

ni  +  1^  + 

während  der  Zeit  T  erhält,  d.  h.  wenn  man: 

I»  —  neos  ^  2«  +  u'sin  |  2«,    «  «  toooe  ^  2«  +  i/sin  ^  2«, 

w  a>  »OOS  ^  2n  -h  iD'sin  ^  2« 

setzt,  ^(tt»  +  tt'*  +  t)»  +  t)'«  +  »*  + 

Ist  der  ganze  unendliche  Raum  von  dem  betrachteten 
Medium  erfUlt,  befindet  sich  in  demselben  ein  leuchtender 

1)  Glebsch  in  Boicharda  Jovm.  Ol.  p.  195.  18SS. 
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Punkt  an  dem  Orte  des  Punktes  1 ,  dessen  Coordinaten  r , 
y^,  Xj  sind,  und  zeichnet  man  durch  den  Abstand  der 
Punkte  {x,  y,  x)  und  (a-j .  y^,  sr,)  von  einander,  durch  ).  die 
Wellenlänge  des  Lichtes,  d.  h.  das  Produet  aT,  so  ist  die 
einfachste  Annahme,  die  man  über  ^  machen  kann,  und  die 
erlaubt  ist,  wenn  man  unter  tp  eine  der  drei  Gröeeen  F,  W 
Tersteht: 

(8)      •  9-leo8(^  -  ;)2* 

Aus  diesem  Ausdruck  von  (f  kann  man  einen  allgemei- 
neren, der  auf  denselben  Fall  sich  bezieht,  ableiten,  indem 
man  zu  ihm  einen  constanteu  Factor,  zu  t  eine  additive  Cou- 
stante  hinzufugt,  nach  oc^,  oder  einmal  oder  wiederholt 
differentiirt  und  die  Summe  so  gebildeter  Ausdrücke  nimmt. 
Das  Resultat  dieser  Operation  vereinfacht  sich  wesenthch, 
wenn  man  die  Annahme  einfuhrt,  die  für  die  Optik  von  funda- 
mentaler Bedeutung  ist,  dass  die  Wellenlänge  X  als  unendhcb 
klein  betrachtet  werden  darf.  Man  erhält  dadurch,  indem 
man  nur  die  Glieder  höchater  Ordnung  berttcksichtigt: 

(4)  y  =  ?cos(a-^)2«  +  g,in(j-^)2,, 

WO  D  und  Ü  von  dr/dx^,  dr^jdy^,  dr^jdx^j  oder,  was  du- 
selbe  isty  von  dr^jdx,  dr^jdy^  dr^jdx^  d.  h.  von  der  Bich- 
tung  der  Linie  abb&ngen,  im  ttbiigen  aber  constaat  siai 
Ansdrficke  von  derselben  Form  gelten  dann  nach  (2)  aach 
für  Uf  Vf  w'y  beseidmet  man  die  Werthe  von  B  mid  IX  flr 
den  Fall,  dass  ^  »  «,  oder  geaetat  wird,  dudi  i« 
Äy  Bj  S  oder  C,  C,  lässt  also  diese  sechs  Zeichen  GrBma 
bedeuten,  die  von  der  Bichtung  der  Linie  r,  abhängen,  im 
übrigen  aber  constant  sind,  so  wird  die  Litensit&t  des  Licta 
im  Punkte  (x,  y,  oC\'. 

-       +  ui*  +    +  ^*  +    +  er«). 

Dadurch  ist  ausgesprochen ,  dass  diese  Intensität  ta 
Quadrate  dor  Kntl'ernung  vom  leuchtenden  Punkte  umgt 
proportional  ist,  dabei  alier  mit  der  Richtung  der  Linie  fj  iD 
einer  Weise  variirt,  die  durch  die  Bewegung  im  leuchtende! 
Punkte  bedingt  ist. 
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Ein  loiiclitender  Punkt,  wie  der  gedachte,  soll  bei  den 
folgenden  Betrachtungen  als  Lichtqu^e  Toraiisgesetzt ,  und 
es  soll  untersucht  werden,  wie  das  von  ihm  ausgehende  Licht 
doroh  einen  fremdartigen  K5q[»er,  der  in  seine  Nähe  gebracht 
ist,  modificirt  wird.  Ein  wesentliches  Hül&mittel  hei  dieser 
Untersuchung  wird  ein  Satz  darbieten,  den  die  Anwendung 
des  Green* sehen  Satsee  auf  Functionen,  die  der  ftr  9  aulge- 
stellten Differentialgleichung  genttgen,  ergibt,  und  der  etee 
PMdsirung  und  eine  YeraUgemeinening  des  sogenannten 
Huygens*schen  Prinoipes  bildet  Hr.  Helmholtz  hat  den- 
selben sdion  in  seiner  „Theorie  der  Luftschwingungen  in 
Böhren  mit  offenen  Enden'' ^  abgeleitet  und  seine  Wichtigkeit 
gezeigt;  es  soll  dieser  Satz  auf  einem  anderen  Wege  und  in 
einer  anderen  Form  in  dem  folgenden  Paragraphen  entwickelt 
werden. 

§  2.  Sind  U  und  fß  zwei  Functionen  von  x,  x,  die 
mit  ihren  ersten  Differential  quotienten  nach  Xj  y,  z  innerhalb 
eines  voUst&ndig  begrenzten  Baumes  (der  auch  aus  mehreren 
getrennten  Theüen  bestehen  kann)  eindeutig  und  stetig  sind, 
ist  dr  ein  Mement  dieses  Raumes,  d§  ein  ISement  seiner 
Oberfläche  (die  gleichfiüls  aus  getrennten  Theilen  zusammen- 
gesetzt sein  kann)  und  N  die  nach  dem  Inneren  des  Raumes 
gerichtete  Normale  von  ds,  so  ist  nach  dem  Green* sehen  Satze: 

/d.(u  ||.  -  SP  II)  - /dr(8 -  UJtS^ 

Hier  setze  man  U  =  (f  und  nehme  in  Bezug  auf  33  zu-  . 
nächst  an,  dass  es  auch  der  Gleichung  (1)  genügt   Man  er- 
hält dann: 

Diese  Gleichung  multiplidre  man  mit  dt  und  integrire 
zwischen  zwei  Werthen  der  Zeit,  von  denen  der  eine  negativ, 
der  andere  positi?  ist,  und  die  ->  ^  und  f  genannt  werden 
mögen.  Bei  einer  gÄrlnchliciieii  Bezdchnungsweise  ergibt 
sich  dadurch: 

1)  Helmholts,  Bofchirdfs  Jovin.  kl.  p.  1.  ISftS. 
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Nun  Mi:  «-^>i±-f>, 

WO  die  Entfernung  des  Punktos  (i;,  y,  von  einem  beliebig 
gswiklton  Punkte,  dem  Punkte  o,  bedeutet  und  F  eine  Func- 
tion ist,  die  fllr  jeden  endlichen,  positiven  oder  negatiTen, 
Werth  ihres  Argumentes  yencbwindet,  nie  negatiT  ist  und 
der  Bedingung  genttgt,  dass: 

wenn  die  Int^^gnition  von  einem  endlichen  negativen  bis  zu 
einem  endlichen  positiven  Werthe  von     ausgedehnt  wird. 

Es  sei  jetzt  ein  vollständig  begrenzter  Raum  gegeben, 
der  von  homogenem  Aether  erfüllt  und  frei  von  leuchtenden 
Punkten  ist;  .v  sei  seine  OberHäche  und  ds  ein  Kleinent  der- 
selben. Der  Punkt  o  werde  im  Inneren  des  Raumes  ange- 
nommen und  die  Gleichung  (5)  auf  den  Raum  angewandt, 
der  von  jenem  übrig  bleibt,  wenn  eine  unendlich  kleine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  der  Punkt  o  ist,  ausgeschlossen  wii^d.  dS 
sei  ein  Element  der  Oberfläche  dieser  Kugel.  Es  sei  ^  so 
gross  gewählt,  dass: 

für  den  grasten  Werth,  den  in  der  Ilftohe  also  über' 
haupt  in  dem  gedaditen  Baume,  eriiftli,  negatiT  und  endlidk 
ist;  unter  dieser  Bedingung  kommen  anf  der  rechten  Seite  im 
Gleichung  (5)  nur  Werthe  von  8  und  dB/dt  tot,  ftr  weldie 
-f  at  endlich,  poeitir  oder  negativ  ist,  und  welche  dalier 
Tersdiwinden.  Die  Gleichung  (5)  gibt  daher: 

Das  zweite  von  diesen  beiden  Integralen  liisst  sich  aut- 
führen. Bezeichnet  man  durch  B  den  Radius  der  unendlich 
kleinen  Kugel,  auf  die  es  sich  bezieht,  und  veraachlässigt  bei 
der  Berechnung  des  mit  dS  multiplicirten  Ausdrucks,  was  mit 
Ifi  multiplicirt  unendlich  Kleines  gibt,  so  kann  man  setzen: 
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also: 

/''^(<^5|-»I^)--W(«'). 

WO  den  Werth  Ton  ^  Ar  den  Punkt  o  bedeutet  Da 
ferner  F(at)  nur  für  unendlich  kleine  Werthe  von  t  Ton  Null 

TBi-schieden  und  der  Gleichung  (6)  zufolge: 

ist)  80  wird  da»  zweite  Glied  der  Gleichung  (7): 

wo  7^(^(0)  den  Werth  von  fp^  für  /  =  0  bezeichnet.  Auch  bei 
ihrem  ersten  Gliede  lässt  sich  die  Integration  nach  t  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (6)  ausfahren.   Zunächst  hat  man: 

HO  in  difIdS  nach  AasMinuig  der  Difirantistion: 

a 

zu  teil«!  ist  Macht  man: 

(8)  ^  =  rtO, 

80  wird  dieser  Aasdruck  also: 


Femer  ist: 
und  daher: 

wo  9>(— »o/a)  den  Werth  von  (p  für  t^z  —r^ja  bedeutet. 
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O.  Kfaddioff. 


Formt  man  das  letzte  Integral  durch  partielle  IntegratioD  nm 
und  erwägt,  dass  die  Function  F  für  jeden  endlichen  Werth 
ilues  AignmenteB  Tmchwindety  so  findet  man  denselben  An- 
druck: 


dNdt 


WO  in  dipidt  ebenfalls  i=  —r^ja  m  setzen  ist.  Snbstitnirt 
man  diese  Besnltate  in  die  Gleichung  (7)  und  verlegt  zugleich 
den  Anfanp^spnnkt  der  Zeit  so,  dass  der  hisheiige  Anftngi- 
pnnkt  der  Zeitpunkt  t  wird,  so  erhftlt  man: 


(9)  Arnp^if) 


Die  beiden  ersten  Glieder  des  hier  mit  dt  multipliciittt 
Ausdruckes  lassen  sich  in  das  eine: 


TR' 


(-3 


r, 


0 


zusammenziehen,  wo  die  Ditferentiution  so  auszuführen  ist 
dass  nur  als  variabel  angesehen  wird,  den  Grössen,  von 
denen  ff  [t]  abhängt,  aber  die  Werthe  f^elassen  werden,  die 
ihnen  in  dem  Elemente  da  zukommen.   Man  bat  hiernach; 

(10)  4»9»«  (4 » fdtQ^  «o: 

und  wo  die  Function  f  durch  (8)  definirt  ist. 

Hieraus  ist  zu  schlicssen,  dass  die  Bewegung  des  Aethers  in 
dem  von  der  Fläche  umschlossenen  Räume  angesehen  werden 
kann  als  hervorgebracht  von  einer  Schicht  von  leuchtenden 
Punkten  in  der  Fläche  .s\  da  ein  jedes  von  den  beidon  GLiedern, 
aus  denen  ß  zusanuneiigesetzt  ist,  sich  bezeichnen  lässt  als 
einem  leuchtenden  Punkte  entsprechend,  der  am  Orte  von 
sich  betindet. 

Die  IblgeiHle  Betrachtung  beweist,  dass  unter  »'iner 
wissen  Bedingung,  die  später  immer  als  eriiiilt  angenoiDiuc£ 
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werden  soll,  die  Gleichung  (10)  auch  gilt,  woim  die  leuchten- 
den Punkte  innerhalb  des  von  der  Fläche  umschlossenen 
Hatimes  liee^en,  und  der  Punkt  ü  ausserhalb  desselben  sich 
befindet;  nur  muss  die  Normale  N  dann  nach  aussen  gekehrt 
sein.  Man  wende  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (10)  auf  den 
Baum  an,  der  nach  innen  durch  die  Fache  8,  nach  aussen 
durch  eine  unmdlich  grosse  Kngelfiäche  begrenzt  ist,  deren 
Element  d8  genannt  werden  möge.   Man  erhält  dadurch: 

Nun  nehme  man  an,  dass  bis  zu  einem  gewissen,  end- 
lichen Werthe  der  Zeit  überall  Bnhe  herrsche,  sodass  ftr 
unendlich  grosse,  negative  Werthe  von  t  überall,  also  auch 
an  der  unendlich  grossen  Ku^el,  (p{f)  und  f{f)  yersohwinden. 
Wählt  man  den  Punkt  o  im  Eiudlichen  und  üasst  nur  endliche 
Werthe  der  Zeit  ins  Auge,  so  Tersehwindet  dann  Q  ftr  jedes 
i3enient  d8^  umk  hier  t-^r^jo  negattT  unendlich  ist;  man 
erhilt  also  die  Gleichung  ^10).  Die  Besohritaknng,  dass  der 
Punkt  0  im  Endlidien  liegen  und  die  Zeit  endlich  sein  soU, 
ist  dabei  nur  eine  scheinbare;  welches  die  Lage  des  Punktes  o 
und  der  Werth  von  t  sein  mOgCi  man  kann  den  Badius  der 
Kugel  so  gross  wShlen,  dass  die  angestellte  Betrachtung  ihre 
Gtitigkeit  beh&lt 

Wendet  man  die  Gleichung  (10)  auf  zwei  geschlossene 
Flftchen  an,  die  einen  Theil  gemeinsam  haben  und  beide  den 
Ponkt  Of  aber  nicht  die  lenditenden  Punkte  —  oder  auch  die 
lenditenden  Punkte,  aber  nicht  den  Punkt  o  —  umschfiessen, 
und  zieht  die  Besultate,  die  man  dadurch  erh&lt,  voneinander 
ab,  so  sieht  man,  dass  das  Integral  fätSl,  ausgedehnt  Aber 
eine  geschlossene  FlAche,  welche  weder  die  leuchtenden  Punkte 
noch  den  Punkt  o  umgibt,  verschwindet.  Es  verschwindet 
auch  ftlr  eine  geschlossene  Fläche,  welche  den  Punkt  o  und 
die  leuchtendeu  Punkte  umgibt,  wie  man  erkennt,  wenn  man 
die  Gleichung  (10)  ftir  zwei  geschlossene  Flächen  bildet,  die 
einen  gemeinsamen  Theil  haben,  und  von  denen  die  eine  den 
Punkt  0  und  nicht  die  leuchtenden  Punkte,  die  andere  die 
leuchtenden  Punkte  und  nicht  den  Punkt  o  umgibt. 

Die  Anwendung,  die  von  der  Gleichung  (10)  bei  dem 
vorUegeudeu,  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  bezeichneten 
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Problem  zu  machen  ist.  liegt  auf  der  Hand.  Man  denke  sich 
in  dem  homogenen  Aether,  der  den  unendlichen  Raum  erfölit, 
einen  leuclitenden  Punkt  1 ;  auf  die  Bewegung,  die  er  hervor- 
bringt, beziehe  sich  die  Funktion  y*.  Wird  ein  fremdartiger 
Körper  in  den  Baum  gebradit,  so  wird  die  Bewegung  ge- 
ft&dart;  es  werde  daduräh  ip  ans  (p*;  es  handelt  «ich  darum, 
(p  zu  ermitteln  für  irgend  einen  Punkt  o,  der  ausserhalb  des 
Körpers  liegt  Es  sei  da  ein  Element  der  Oberfläche  des 
EAfperSy  dS  ein  Element  einer  unendlich  kleinen  Kugelääche, 
die  um  den  leuchtenden  Funkt  besohrieben  ist;  der  GleiGfauig(l()) 
siilblge  ist  dann: 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  hat  einen  leicht  angeb- 
baren Werth.  Die  Aenderung  der  Bewegung  an  dem  E3e- 
ment«  dS,  die  durch  die  Einführung  des  Körjjers  hervorgerufen 
wird ,  ist  (bei  Ausschluss  eines  gewissen ,  speciellen  Falles) 
nicht  unendlich  gross,  und  da  die  KugeHläche,  der  dS  ausre- 
hört,  unendlich  klein  ist,  so  ist  ihr  Einfluss  auf  den  Werth 
des  Integrals  unendlich  klein.  Es  kann  in  diesem  also  (f  '  für 
fp  gesetzt  werden,  wodurch  dasselbe  nach  der  Gleichung  (10) 
=  4.T(jrY,*  wird,  wenn  (f^*  den  Werth  von  <p*  im  Punkte  o 
bezeichnet   Man  hat  daher: 

(12)  4ng>^^4nip*+/dsSL 

Nach  dieser  Gleichung  kann  aligemein  bereeftoMt 
werden,  wenn  man  ^*  und  für  die  OberflAche  des  Köifsn 
die  Werthe  yon  <p  und  dtpjdN  kennt 

§  3.    Für  die  später  anzustellenden  Betrachtungen  ist 

es  nöthig,  den  Werth  zu  kennen,  den  das  Integral  fdsSl,  aus- 
gedehnt über  eine  begrenzte  Fluche,  unt<?r  gewissen  Be- 
dingungen hat.  Dieser  Werth  soll  jetzt  abgeleitet  werden. 
Vorausgesetzt  soll  dabei  werden,  dass  die  Wellenlänge  un- 
endlich klein  ist,  dass  (f  von  einem  leuchtenden  I^unkte  1  her- 
rührt, also  den  in  (4)  angegebenen  Ausdruck  hat,  dass  ftr 
keinen  endlichen  Theil  der  Fläche  über  die  das  Integral 
auszudehnen  ist,  oder  ihrer  (Trenze  +  constant.  oder  bi^ 
auf  unendlich  Kleines  constant  ist,  und  endHch.  dass  die  ireratie 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und.  0  nicht  durch  die  üreni« 


I 
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der  Fläche  oder  unendlich  nahe  an  ihr  vorbei  geht.  Es  wird 
bewiesen  werden,  dass  dann  das  genannte  Ingetral  verschwindet, 
falls  die  gerade  Verbindungslinie  von  1  und  0  die  Fläche  s 
nicht  schneidet.  Die  Rechnung  wird  ergeben,  dass,  wenn  ein 
solcher  Schnitt  stattfindet,  das  Integral  =  ±  intp^  ist,  wo 
das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Normale 
N  in  dem  Schnittpunkt  einen  qdtsen  oder  stumpfen  Winkel 
mit  der  von  1  nach  0  gelegenen  Geraden  bildet;  was,  wenn 
die  erste  Behauptung  bewiesen  ist,  schon  ans  der  G^leiohnng 
(10)  folgt. 

Man  nehme  snerst  tBa  ip  den  in  (8)  gegebenen  Ansdrnok 
an,  setie  also: 

dann  wii  d: 
iemer  nach  (8): 
und  daher  nach  (11): 

(18)         '         "i'-oVi^^     USNI       \    l  T) 


i.[dN     ÖA7       i    l  t)^^' 


Um  bei  diesem  Werthe  von  £2  das  genannte  Integral 
an  linden,  gehe  man  yon  dem  folgenden  Satze  aus. 

Bezeichnet  eine  Function  von  ^,  die  stetig  ist  in" 
dem  Intervall,  in  dem  ^  von  ^  bis  ^'  wächst,  and  ä  eine 
Oonstante,  so  Tersohwindet  das  Integral: 

«: 

(14)  J^Bm(k£  +  g)dC, 

wenn  k  unendlich  gross  wird. 
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6.  Kircbhoff. 


Die  Biehtigkeit  dieses  SaAies  folgt  ans  BetnditaDgaB. 
die  denen  ganz  ftlmlieh  sind,  weldie  Dirichlei  bei  seiiMB 

Untersuchungen  über  die  Fourier' sehe  Reihe  is  Besag  wst 

ein  ähnliches  Integral  angestellt  hat.  Man  zerlege  das  In- 
tegral in  solche  Theile,  dass  innerhalb  eines  jeden  dFfdt 
weder  sein  Vorzeichen  wechselt,  noch  vom  Abnehmen  ins 
Zunehmen  oder  umgekehrt  übergeht;  von  jedem  dieser  Theile 
(deren  Anzahl  als  endlich  vorausgesetzt  wird)  beweist  man. 
dass  er  verschwindet,  wenn  k  ins  Unendliche  wächst,  indem 
man  ihn  weiter  in  Theile  zerlegt  der  Art,  dass  alle  Werthe 
von  ^,  für  weiche  sin (A;*^  +  =  0  ist,  als  Zwischengrenzen 
auftreten,  und  die  Ungleichheiten  benutzt,  die  für  die  abso- 
luten Wertiie  dieser  Theile  sich  angeben  lassen. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  l<Mcht  der  folgende. 

Wenn  die  Function  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihr 

erster  Di£l'erentialquotient  in  dem  Interrall  von  ^  =  4« 
j;  s  ^'  stetig  ist,  so  wird  für  ä;     oo : 

V  r 

(15)        */^8iii(*C+dV^-  — f~^cos(^^--f  a)].  . 

In  der  That  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichnng  dwtk 
partielle  Integration: 

r  c 
«•  e> 

das  neue  hier  auftretende  Integral  ist  aber  von  der  Form 
des  Integrals  (14),  vei-schwiudet  also,  wenn  k  ins  Unendliche 
wächst. 

Jetzt  denke  man  sich  eine  stetig  gekrümmte,  vollständig 
begrenzte  Fläche  .v.  deren  Element  ds  sein  soll,  nenne 
und      die  Entfernungen  dieses  Mementes  von  zwei  lestea 
Punkten  1  und  0,  setze: 

^  =     +  r^, 

beseiobne  durch  O  eine  sich  stetig  Sndemde  Fnnetioii  im 
Ortes  Ton  tft,  durch  9  eine  Gonstante,  imd  onterssche  dv 
Werth,  den  cUs  Integral: 
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(16)  Ja^(kC  +  äids 

annimmt,  wenn  k  nnendlidi  grom  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  etelle  man  sich  die  Fliohen  Ter,  deren 
Gleiohnng: 

const 

ist,  also  die  BotationseUipsoide,  deren  Brennpunkte  die  Ponkte 

1  und  0  sind,  nnd  die  Schnittlinien  dieser  mit  der  FUche  { 

dann  setse  man: 

(17)  F(0=^±Jod,,  I 

wo  die  Integration  ftber  den  Theil  der  Fläche  $  auszudehnen  1 
ist,  der  iwischen  den  zwei  Schnittlinien  liegt,  von  denen  die 
eine  dem  yariabehi  Werthe  ^,  die  andere  einem  beliebig  ge- 
wählten, festen  Werthe  Z  entspricht,  und  wo  das  Zeichen  + 
gelten  soll,  wenn  ^>Z,  das  Zeichen  — ,  wenn  ^  <  Z  ist. 
Bei  dieser  Festsetsnng  ist,  wenn      positiv  gewählt  wird: 

(18)  ^4C~Jod4, 

wo  die  Integration  Uber  den  Theil  der  FUUshe  •  ansiudehnen  ! 
ist,  der  zwischen  den  beiden  Schnittlinien  liegt,  welche  den 
Werthen  (  und  ^-^      entsprechen.   Ist  ^  der  kleinste,  ^' 
der  grOsste  Werth  von  ^  in  der  Fläche     so  ist  hiernach  das 
Integral  (16):  ^ 

-  /^sin(Af + 
& 

also  SB  dem  Integral  (14);  es  yerschwindet  daher  fär  4; »  oo, 

falls         in  der  Fläche  s  stetig  ist,  d.  h.  falls  für  keinen 

endfichen  Theil  der  Fläche  a  ein  constanter  Werth  von  ^  ' 

stattfindet.  ' 

Es  werde  jetzt  bei  gleicher  Bedeutung  der  Zeicheu  der 
Ausdruck: 

(19)  k/GaiuikC-^ä^dä 

ins  Auge  gefiwst  Dieser  ist: 

r 

=  */^8in(A^^  +  d)dC, 
Ktrckkoif,  GmmbimII«  Abhamlhiiigm.  NacMnf.  S 
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also  gleich  dem  linken  Theile  der  Gleichung  (15).  Er  ist 
daher  für  A  =  od  auch  gleich  dem  rechten  Theile  derselben, 
falls  das  durch  (Ib)  dofinirte  </F/d^  innerhalb  der  Fläche  « 
stetig  ist.  Dieser  Dififerentialquotient  ist  anstetig,  sobald  ^ 
ftr  einen  endlichen  Theü  der  Grenxe  von  «  constant  ist: 
wird  dieser  Fall  aiugesehloaaeiiy  so  kann  oine  ITiistotifrkeft 
nur  eintreten,  wenn  für  einen  Punkt  der  Fläche  äC  w* 
schwindet.  Es  wird  besonders  untersucht  werden,  was  dsm 
staltfindet.  Sonst  hat  die  Gleichung  (15)  Gültigkeity  und  ans 
dieser  folgt  weiter,  dass  der  Ansdrack  (19)  versch windet. 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  findet  nftmlich  sowohl 
der  grösste  als  der  kleinste  Werth  ron  S  in  emem  oder  magm 
Punkten  der  Grenie  Ton  «  statt,  und  iHr  einMi  jeden  sokhn 
Punkt  ist  das  Integral /(7d«,  das  man  berechnen  nnias,  la 
naph  (18)  das  ent^reehende  dF/di  m.  eradttehi,  inmimMi 
klein  T(m  höherer  Ordnung  als  d(;  ee  Tersehwindet  also  dissii 
dF/dC. 

Nnn  ist  der  Werth  yon  (19)  ftr  den  Fall  m  enohen,  dw 
di  ftr  einen  Pnnkt  in  der  Hiushe  •  Tersehwindet  Si  f»* 
schehe  das  für  den  Punkt  (k,  «),  nnd  g  (x,  x)  « 0  la 
die  Gleichung  dieser  Flftche;  dann  ist: 

wo  L  einen  unbestimmten  Factor  bedeutet.  Bezeichnen 

Yv  /o  ß'  y       Cosinus  der  Winkel,  welche 

die  Coordinateiiaxen  bilden  mit  der  Tiinie,  die  von  dem 
Punkte  1  nach  dem  Punkte  (.r,  y,  z)  gezogen  ist,  der  Linie, 
die  von  dem  Punkte  0  nach  dem  Punkte  (x,  y,  x)  gezogen  ist, 
nnd  einer  Normale  N  der  Fläche  v  in  diesem  PunktOi  so 
hissen  diese  Gleichungen  sich  schreiben: 

(20)   oj  +  s-ic«,  ß^+ß^^Mß,  n-^r.'-^r, 

wo  Jf  einen  neuen  Fkctor  bedeutet  Es  ergibt  sich  ans  iliBet 
flimnali  dass  die  Linien  und  und  N  in  einer  Bbese 
liegen;  dann  folgt  anöh: 

M{aa,  +  ßß,  4-  m)  =  -f  ßßo  +  ?'/'o), 

und  diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  entweder  .V  =0,  d.  h. 
«0  =  —  «i»  Ä  =  —  ßit        —  Puukt  (x,  1,  •) 
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zwischen  den  Punkten  1  und  0.  auf  ihrer  geraden  Verbin- 
dungshnie  liegt,  oder  die  Richtiin^'en  {a^.  ß^.  y^)  und  {a^,,  ß^, 
mit  der  Richtung  von  X  gk  iclji'  Winkel  bilden.  Im  zweiten 
Falle  müssen  die  Linien  und  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Normale  N  liegen ,  wenn  sie  nicht  mit  dieser  oder  ihrer 
Verlängerung  zusammenfallen;  denn  durch  =  a^^  =  ß^^ 
To  —  Yi  werden  die  Gleichubgen  (20)  nicbt  erfüllt,  es  sei  denn, 
dass  und  mit  N  oder  der  VerläiigeniDg  von  N  zusam- 
menfallen. 

Es  werde  jetzt  die  Bedeutung  der  Zeichen  ar,  y,  %  ge- 
ändert und  durch  (t,  z)  ein  variabler  Punkt  der  Fläche  s 
in  Beang  auf  ein  Coordinatensystem  bezeichnet,  dessen  Au- 
fimgspunkt  der  frühere  Punkt  {x,  x)  und  dessen  x-kxQ  die 
Nonnaie  N  ist.  Es  sollen  fenier  die  Dimensionen  der  Fläche 
9  als  unendlich  klein  (aber  als  unendlich  gross  gegen  l/jfc) 
angenommen  werden ;  es  ist  ausreichend,  unter  dieser  Annahme 
das  Integral  (19)  zu  berechnen,  da  sein  Werth  durch  Hinzn- 
fügung  nener  Theile  zur  Fläche  a  nach  dem,  was  bewiesen 
ist»  nicht  ge&ndert  wird.  Die  Gleichung  der  Fliehe  a  iet  dann: 

(21)  »  «=  +  2ai2  xy  +  o,, 

"WO  Ojj,  Oj,,  fl^  Constauten  sind,  und  zugleich  ist: 

da  =  dr  dij. 

Um  die  Schnittlinien  der  Flftche  a  mit  den  Flächen 
j;  a  const.  zn  finden,  mnsB  nun  der  Ausdruck  von  ^  gebildet 
und  nach  Potenzen  Y<m  x  nnd  y  entwickelt  werden.  Es  seien 
^>  1^1  %  die  Cooidinaten  des  Panktes  0  nikd: 

dann  ist:  ^  

r.  -  y(x-a^)'  +  (y-|fo)'  +  (*-^)" 

oder: 


Bezeichnet  man  x  und  y  als  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  und  entwickelt  bei  Benutzung  von  (21)  bis 
auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  inclusive,  so  ergibt  sich: 

r.  -  9.  ^   ^  +   
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oder,  da  die  in  (20)  vorkommenden  Q-röasen  cc^,  ß^,  den 
(ileichungen: 

genügen, 

-  ^»  +     +  ß%y  +  («11«^  +  2«it«y  +  ^^hu 

+  4  («•(i-s*)  -  2«y  «iA  +   (1  -  A*))  • 

Seilt  man  entsprechend: 
10  findet  mnn  ebenso: 

+  (1-  «^«)  -  24P|f A  +     (1  -  /ij«)) . 

Bei  dem  gewählten  Coordinatensystem  ist  aber  «sO 
und  /?  =  0,  imd  daher  nach  (20): 

«1  +  0^  =  0,  Ä+A-0. 

Man  hat  daher: 

^  =     +  Po 


(22) 


2^ 


Die  Sehnittcarren  der  Fl&chen  ^  «  const  mit  der  FOiihr 
«  sind  hiemach  ähnliche  und  ähnlich  Uegeude  EegebdmittB» 
deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Ooor- 
dinaten  ist    Ihre  Gleichung,  bezogen  auf  die  Hauptaxe,  sei: 

d.  h.  es  seien  ju^  und  ^  die  (stets  reellen)  Worsdn  dir 
quadratischen  Gl^chung: 

(28)  (^,  -  ir»)  {A,,  -    -       -  0 . 

Haben  und  /i^  gleiches  Vorzeichen,  so  sind  ilie  Kegd» 
echiiitte  Ellipsen;       ist  das  Minimum  Ton  ^,  wenn  /i| 
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ft^  poothr  Bind,  das  Maximum,  wenn  diese  beiden  Gitaen 
das  negatiye  Voneichen  hahea.  Im  ersten  Falle  ist  die 
lUolie  der  ElUpse,  die  einem  Wertke  Ton  (  entspridit: 

im  zweiten: 

wo  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  wie  überhaupt  die 
Wurzel  aus  einer  positiven  Grösse  hier  positiv  verstanden 
werden  soll.  Nach  der  Gleichung  (17)  ist  daher,  wenn  die 
dort  mit  Z  bezeichnete  Grösse  =  A^^  gewählt  wird,  für  Werthe 
TOD  ^,  bei  denen  die  entsprechenden  Ellipsen  gans  it>ty>yhf.lli 
der  Fläche  «  liegen,  in  beiden  Fällen: 

wo  O  skih  auf  den  Punkt    >■  0,  y    0)  berielit»  also: 

Fällt  kein  Theil  der  Grenze  von  .s^  mit  einer  der  Ellipsen 
zusammen,  so  ist  dFjd'C,  in  dieser  Fläche  stetig  und  fiir  den 
zweiten  Grenzwerth,  den  ^  hier  erlangt,  =  0.  Danach  ist 
der  Ausdruck  (19)  für    »  oo ,  wenn  ^  und  fi,  positiT  sind: 

(24)  -ö^coB(ÄJ,-H^, 

und,  wenn  /i^  und  ju,  negativ  sind: 

m  --ö:jj^oos(kJ,  +  ^. 

Weniger  ein&ch  gestaltet  sich  die  Bedurnng,  wenn  |i| 
nnd  fi|  entgegengesetste  Vorieichen  haben,  die  Eegelschnitte 
also  ^parbdn  sind;  In  welcheni  Falle  d^/d(  bei 
unstetig  Ist  Kan  wlUe  hier  die  Hai^tazen  als  Goordinalen- 
aacen  nnd  gebe  der  Fliehe  «  eine  bestimmte  Gestalt^  nfailldi 
die  eines  Beehteoks,  dessen  Seiten  den  Hanptazen  parallel 
sind  nnd  die  Oleidrangen: 

haben.  Die  Hecken  sollen  auf  den  Asjrmptoten  liegen,  es 
soll  also: 
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sein,  wo      positiv,      negativ,  c  positiv  ist.   Die  reelle  Ikupi- 
axe  der  einem  Werths  von  f  entsprechenden  Hyperbel  fallt 
dann  in  die  x-kxe,  wenn  t — positiv,  in  die  t/-Axe. 
f — Aq  nopativ  ist.    Setzt  man  wieder  die  bei  der  Gleichung 
(17)  deänirte  Grösse  Z^J^^  so  h&t  man  daher  für  £  >  J»: 

a 


WO  wiederum  auf  den  Punkt  (a;  =  0 ,  ^  —  0)  sich  bezieÜ 
Daraus  folgt: 

s 

oder,  da:        Jy^^  ^        +  V^?:^, 
Ebeiuo  findet  man  fSir  (<J^: 

^-ö-l=^iog^^iü^S3. 

Erwägt  man,   dass   der  kiiMiiste  Werth  von  C  in 
Punkten  {x  =  0,  y  =  ±  h)  stattliudet,  und  =Aq  —  c'  ist.  w5h- 
reud  der  grösste  in  den  Punkten  {x  =  ±  a ,  y  *=  0)  vorkoma' 
und  =  ^  +     ist,  so  ergibt  sich  der  Ausdruck  (19): 
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Setzt  man  in  dem  ersten  dieser  beiden  Integi&ie: 

in  dem  zweiten:  ( — =  |, 

so  wird  derselbe  Ausdruck: 
iß 

.  Q  *  log'-^*^^::i(8in(ik|4-ik^+^)-8in(ii-A^j-d))d{, 
oder: 

«Ö:p:^^&8in(A^+d)/log5^t^^ 
Non  ist  aber: 

0 

-  [ Bin     log °    j^''  -  *]| Bin A  log (0  +  dg 

'  0 

Dm  ente  Ton  diesen  drei  GÜedern  ist  ftr  jeden  Werth 
▼on  k  ^eidh  K«]l,  da  der  in  den  Klammem  stehende  Avs- 
drm^  sowohl  ftr  {«e*)  ab  fllr  {»0  Terschwindet;  das 
xweHe  ist  von  der  Fonn  des  Ansdrncks  (14)  nnd  Tersehwin- 

det  daher  ftr  k^moOy  da  log  (c  +  yc*  —  |)  auch  hei  | »  0* 
stetig  ist,  ohwoM  sein  Differentialquotient  unendlich  wird; 
das  dritte  endlich  ist  ftür  it    00 : 


0 

Der  geeichte  Werth  des  Ausdrucks  (19)  ist  daher,  wenn 
/S|  und  j%  Ton  entgegengesetztem  yoraeiohen  sind: 

(26)  -ö;''     sin(ikJo  +  a). 

Bei  der  weiteren  Discussiou  der  Ausdrücke  (24),  (25) 
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und  (26)  iit  so  boratMii,  dasB«  d»  /u^  und  fi,  die  Wvmh 
der  Gleichimg  (23)  sind: 

(27)  ^^*a  =  ^ii^it  -  As* 

isty  WO  ^,^1,  ^  (22)  angegebenen  Warthe  haben. 

Wie  WOB  den  Gleichungen  (20)  gesdUoeaeil  ist,  beziehet 
sich  die  nun  durchgeführten  Betrachtungen  auf  swei  fftlle; 
der  erste  von  diesen  ist  der.  dass  die  Fläche  *  von  der  ge- 
raden Verbindungaiinie  der  Punkte  1  nnd  0  geschnitten  wird, 
der  zweite  der,  dass  es  in  der  Fläche  s  einen  Punkt  gibt,  der 
die  Eigenschaft  hat,  dass  die  von  ihm  nach  den  Punkten  1 
und  0  gezogenen  Linien  gleiche  Winkel  mit  der  Nonnste  dff 
fl&ohe  9  bilden  und  mit  dieser  in  einer  Ebene  Uegen.  Bv 
erste  Ton  diesen  FBUen  soll  hier  noch  weitet'  nntenoeht  ««• 
den.  In  ihm  ist: 

die  Gleichungen  (22)  geben  daher: 
nnd  nach  (27)  ist: 


Die  Wnrzeln  der  Gleiehnng  (23),  fi^  und  ft^,  sind: 

also -beide  positiv;  daher  ist  der  Ausdruck  (19)  dem  Aus- 
druck (24)  gleichzusetzen:  er  ist  also: 

(28)       -±02»-?'-^;  Jco9(i(ft+ft,)  +  a), 

W  ^  Vo  7 1 

WO  das  positire  oder  negative  Zeichen  sn  wählen  ist»  je  nc^ 

dem  ^1  positiv  oder  negativ  ist. 

Bei  diesen,  über  den  Ausdruck  (19)  angestellten  BetrÄfk- 
tongen  ist  S  als  eine  Constante  angenommen;  sie  gelten  aber 
aochi  wenn  J,  wie  O,  sich  stetig  mit  dem  Orte  von  ds  ändert; 
dann  mnss  in  den  Ansdrikoken  (24),  (25)»  (26)  nnd  (28)  l 
sowie     auf  den  Punkt  (c  »  0,  y  »  0)  beaogen  weidtn.  Mi^ 
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sieht  das  ein,  weun  man  erwägt,  dua  das  Integral  (19)  bei 
Tariablem  d  durch  die  Formel: 


in  die  Summe  sweler  Integrale  ym  ^«iofaer  Vorm  zerlegt 
Wentel  haxatf  in  denen  S  die  oonstantn  Werthe  0  nnd  ^sr  hat 
Mit  Hfllfe  der  gewonnenen  Beenltate  ist  es  nun  leicht, 
die  im  Eingange  dieses  Paragraphen  in  Betreff  des  Integrals 

fds  £2  ausgesprochene  Behauptung  zu  beweisen. 

Ks  habe  zunächst  £2  den  in  (13),  also  tp  den  in  (3)  an- 
gegebeucu  Werth;  man  setze: 


man  sieht  dann»  dass  der  Theil  des  genannten  Integrals,  der 
TOn  dem  ersten  Gliedc  von  Q  herrührt,  verschwindet,  und 
dass  anch  der  Theil  desselben,  den  das  zweite  Glied  von  Q 
ergibt,  gleich  Null  ist,  wenn  ee  nicht  in  der  Fläche  s  einen 
Punkt  der  Art  gibt,  dass  die  von  ihm  nach  den  Punkten  1 
und  0  gezogenen  Linien  gleieiw  Winkel  mit  der  N(«male  der 
FlAche  bilden  und  mit  dieeer  in  einer  Ebene  liegen,  und 
wenn  die  Flftehe  nicht  von  der  Yerbindungslinie  der  Punkte 
1  und  0  geschnitten  wird.  Ist  die  erste  von  diesen  beiden 
Bedingongen  nicht  erftUt,  so  Teanohwindet  das  betreffionde 
Integral  aber  auch;  um  seinen  Werth  sn  finden,  hat  man 
ntalich  in  dem  Ansdrook  (24),  (85)  oder  (80)  für  G  den  Werth 
SU  setMn,  d«n: 


in  dem  bezeichneten  Punkte  annimmt,  und  dieser  Werth  ist 

gleich  Null,  da  dr^/öN  und  dr^JöN  die  Cosinus  der  Winkel 

sind,  die  einaiick'r  gleich  sein  sollen.  Es  verschwindet  daher 
fds  £2  nur  dann  nicht,  wenn  die  Fläche  s  von  der  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  1  und  0  geschnitten  wird.  Der  Aus- 
druck (2N)  gibt  in  diesem  Falle  seinen  Werth,  wenn  man  in 
ihn  tür  (i  den  Werth  setzt,  den  (29)  in  dem  Schnittpunkte 
hat.  Lässt  man  die  Richtung  von  N,  die  in  (13)  vorkommt, 
mit  der  Richtung  der  t-Aze  zusammeniklieu,  auf  die  /|  in 
(28)  sich  bezieht,  so  wird: 


9m[k(-^S)  =  coB^smik(  +  shu^coskC, 


(29) 
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und  daher  der  Werth  von  (29): 

oder:  =  ±  4;r^Q  , 

wo  die  positiven  oder  negativen  Zeichen  gelten,  je  nachdem 
positiv  oder  negativ  ist.  d.  h.  je  nachdem  die  Normale  -V 
mit  der  von  1  nach  0  gezogenen  Linie  einen  spiUen  odei 
einen  stumpfen  Winkel  bildet. 

Hiermit  ist  die  in  Rede  stehende  Behauptung  für  den 
Fall  bewiesen,  dass  (p  den  durch  die  GUdicliniig  (8)  ange- 
gebenen Werth  hat;  sie  bleibt  richtig,  weon  aan  tob  dieier 
Gleichung  in  der  dort  angegebenen  Weise  zu  der  sUgenfliiMni 
Gleichung  (4)  übergeht. 

§  4.    Um  aus  der  Gleichung  (12)  Folgerungen  ziehen  n 
können,  ist  es  nr»thig,  die  Werthe  von  (p  und  d^jöN  aa 
Oberfliolie  des  KöipeiB»  den  die  Gieiohniig  Ymnasebt,  u 
untersuchen. 

Fallen  in  einem  duiehsichtigen  Mittel  aaf  die  Ebene,  in 
der  dasselbe  an  ein  zweites  Mittel  grenzt,  ebene  LichtweüeD, 
so  bilden  sich  refleotirte  und  gebrochene  ebene  Wellen.  Di« 
diese  entstehen  und  die  Biehtongen  haben,  die  sie  taükna^ 
mftssig  besitaen,  kann  als  eine  Folge  davon  angesahen  vcite 
dass  zwischen  den  Venrüdnuigen  der  Aethertheüe  an  dv 
Grenze  in  beiden  Mitteln  und  deren  DifforontialqQotieBAei 
lineaie,  homogaie  Gleidnmgen  mit  constaalsn  QMMmUm 
beatehen.  Es  beziehe  sieb  ^«  auf  das  einfalleBde  Liokty  all 
das  lefleetirte  im  Punkte  9,  £);  ftr  das  erale  Ifittel  m 
{  <  0,  (Hr  daa  zweite  (  >  0  und: 

wobei  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  bedeuten,  die  dis 
ordinatenaxen  mit  der  Richtung  der  Wellennormale  des  Ä- 
fallenden  Lichtes  bilden,  in  der  dieses  tortschreitet.    £s  ^ 
daun: 
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in>  0  imd  y  Gonstaaten  amd,  deren  Werthe  ftbhingen  toh  der 
Bedeotong  des  Zeioheiis  tpf  dem  I&ifidlewmkei,  dem  Polari- 
aationszastande  des  ernfkUenden  Liehtes  und  der  Natur  der 
beiden  Mittel.  Fttr  {;  0  hat  man  daher,  wenn  man  die 
Zekhen  ^«(i)  und  ^(i)  als  gieichliedeatend  mit  9,  und  «pr  ge- 
braneht,  - 

(80)  9V»  -  ^9^{t  +  7) 

«nd: 

(30)  — 

Ton  welchen  GleiohQngen  die  zweite  auch  geeohrieben  werden 
kann: 

(«»)  '-^—'-^-L^' 

wenn  wie  firOher,  die  nach  dem  Lmeren  dee  enten  IGtteli 
gekehrte  Normale  der  Grenze  bedeutet 

Sind  im  ein&Uenden  Lichte  gleichseitig  Wellen  von  Ter- 
schiedenen  Bichtungen  Toihanden,  sodass  sowohl  als  fr 
eine  Somme  solcher  Ausdrücke  ist,  wie  sie  eben  diesen  Zeichen 
gleichgesetzt  sind,  so  bestehen  entsprechende  Gleichungen  fiUr 
die  einzehien  Glieder  dieser  Summen. 

Diese  Sätze  können  eine  Anwendung  auf  den^^all  finden, 
auf  den  die  Gloichung  (12)  sich  bezieht,  wenn  man  die  Wellen- 
länj^e  ).  als  unendlich  klein  voraussetzt  uiul  die  Krümmung 
der  Oberfläche  des  gedachten  Köi'pers  alü  nirgends  uueudüch 
^russ  annimmt. 

Die  Gleiehmig  (12)  stellt  (f^  (d.  h.  den  Werth  von  rp  fui* 
einen  bebebipen  Punkt  0  des  betrachteten  Raumes)  als  eine 
Summe  von  Gliedern  dar,  die  herrühren  von  dem  leuchtenden 
Punkte  1  und  von  bnichtend<'n  F^mkten.  die  in  der  Grenz- 
fläche jenes  Raumes  liegen.  Man  nehme  den  Punkt  0  unend- 
lich nahe  nn  dieser  GrenzHäcbe  an.  und  zwar  so  nahe,  dass 
sein  Absland  von  ihr  auch  gegen  A  unendlieb  klein  ist.  Die 
Lichtwellen,  die  ihn  treflen.  kimnen  dann  theils  als  einfallende, 
theils  als  retlectirte  oder  gebrochene  bezeichnet  werden,  je 
nachdem  sie  nach  der  Grenze  hin,  oder  ¥on  ihr  fort  sich 
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bewegen.  Die  leuchtenden  Punkte,  von  denen  die  ersten  her- 
rühren, sind  diejenigen,  die  sich  auf  der  einen,  die  leuchten- 
den Punkte,  von  denen  die  letzten  herrühren,  diejenigen, 
anf  der  anderen  Seite  der  unendlichen  Ebene  sich  betindei, 
die  durch  den  Punkt  0.  dem  nächsten  JBleniBiit  der  Grenz- 
Üacbe  parallel  gelegt  ist.  Sind,  wie  angenommen  werden  soll, 
in  dem  zweiten  Mittel  einiallende  Wellen  nicht  vorhaDdeo, 
80  ezistiren  in  dem  ersten  nur  einfallende  und  redectirte;  es 
mOge  t  auf  die  ein£ftlleiiden,  ^  auf  die  reflectirten  WeUen, 
<p  auf  die  ganze  Bewegung  in  dem  Punkte,  der  bier  dv 
Punkt  0  genannt  ist,  sich  bemehen,  eodaas: 

ist.    Dabei  gelten  dann  die  Gleichungen  (30),  wenn  d:is  ein- 
fallende Licht  nur  aus  einem  Wellensysteme  besteht  und 
entsprechenden,   dort  angegebenen,   wenn  mehr  einiallende 
Wellensysteme  zu  unterscheiden  sind. 

Ein  Fall,  der  besonders  einfach,  und  für  den  die  Vor- 
stellung leichter  ist,  als  für  den  allgemeinen,  ist  der,  däss 
ein  schwarzer  Körper  das  zweite  Mittel  bildet,  d.  h,  ein 
solcher,  der  Licht  weder  reflectirt,  noch  himhirchläsbt.  Ein 
Körper,  in  dem  das  Licht  dieselbe  Furtptiau/ungsgeschwiB- 
digkeit  hat,  wie  in  der  durchsichtigen  Unigei)ung  und  hin- 
reichend stark  absorbirt  wird,  muss,  der  Erfahrung  zufolge, 
diese  Eigenschaft  besitzen.  In  einem  solchen  Körper,  wie  in 
jedem  undurchsichtigen,  sind  einfallende  Wellen  an  seiner 
Obertiäche  nicht  vorhanden,  wie  es  ohen  vorausgesetzt  ist; 
überdies  ist  die  mit  c  bezeichnete  Grösse  bei  ihm  immer 
gleich  Null;  die  an  der  Obertläche  des  schwarzen  ilörpers  u 
erfüllende  Bedingung  ist  daher  die,  dass: 

(31)  ^  «  0  und  1^  «  0  ist. 

Wenn  der  bei  der  Gleichung  (12)  gedachte  Körper  «il 
schwarzer,  und  seine  Oberfläche  überall  convex  ist,  so  Ussa 
sich  hiernach  die  Werthe  von  9^  und  dcp  jdN  für  die  Obel- 
däche  mit  Leichtigkeit  tinden.  Denkt  man  sieh  eine  Ebew, 
die,  einer  Tangentialebene  parallel  und  unendlich  nahe,  hü 


Digitized  by  Goos,! 


Zv  Th0QKM  d«  LiaMnhlflB.  45 

dem  Körper  vorbeigeht,  so  liegt  die  ganze  Oberfläche  auf  der 
einen  Seite  dieser  Ebene,  der  Art,  dass  jedes  Element  ds 
immer  nur  einen  Beitrag  zu  (fr,  aber  keinen  zu  «jr,  liefern 
kann.  Man  stelle  sich  den  Kegel  vor.  der  seine  Spit/e  in  dem 
leuchtenden  Punkt  1  hat  und  die  Oberfläche  berührt;  die 
Berühningslinie  desselben  theilt  die  Oberfläche  in  zwei  Theile, 
▼Ott  denen  der  eine  dem.  lenehtenden  Punkte  zugewandt,  der 
andere  von  dictei  abgewuidt  ist;  für  einen  Punkt,  der  dem 
craten  Theile  unendlich  nahe  ist^  liefert  der  lenohtende  Punkt  1 
zu  ^«  den  Beitrag  rp*,  für  einen  Punkt,  der  nnendliich  nahe 
an  dem  zweiten  liegt,  liefert  er  diesen  Beitrag  zu  (fr,  wo  tp* 
"wieder  sich  auf  die  Bewegung  bezieht,  dio  stattfinden  würde, 
irenn  der  schwarze  Körper  nicht  Torhanden  wftre.  An  dem 
ersten  Theile  irt  daher: 

(32)  ^  = 
an  dem  zweiten  ist: 

und  hieraus  folgt  nach  (31): 

(33)  9P  =  0,  l^-o; 

Bei  einer  beliebigen  Gestalt  des  schwarzen  KOrpers  ge- 
nügt man  der  Bedlngong  (31),  indem  man  ftr  difgenigen 
Punkte  der  Oberfl&die,  in  denen  diese  zum  ersten  mal  tch 
Oeraden,  die  Tom  Fttukte  1  ausgehen,  getraffon  wird,  die 
Gleichimgen  (82),  für  alle  anderen  Punkte  der  Oberllftche  die 
Gkichnngen  (88)  festsetst  Unter  dieser  Annahme  Iblgt  nftm- 
lich  ans  einem  im  §  3  bewiesenen  Saise,  dass  das  Integral 
/d9Q,  ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfliche,  Tenchwindet, 
wenn  der  Ponkt  0  unendlich  nahe  an  dem  ersten  Theile, 
nnd  dass  es  —  4^9^*  ist,  wenn  der  Ponkt  0  nnendUeh 
nahe  an  dem  zweiten  TheQe  der  OberflSohe  gewShU  wird; 
woraus  dann  mit  Hülfe  Ton  (12)  die  Gleichungen  (31)  Ar  die 
ganze  Obeffliche  sich  ergeben. 

Aus  dem  eben  angezogenen  Satze  felgt  aber  auch  weiter, 
dass,  wo  auch  der  Punkt  0  in  dem  durchsichtigen  Ifittel  an- 
genommen wird,  <Pq  s  (p^*  ist,  felis  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  1  und  0  die  Oberfläche  des  Körpers  nicht  trifft,  und 
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(p^ss  0  j  falls  diese  Linu'  die  Obcrtiäche  zweimal  oder  öfter 
schneidet.  Da  man  unter  cf  irgend  eine  der  Verrftckungen 
M,  r,  w  verstehen  kann,  so  ist  hierdurch  ausgesprochen,  duss 
in  dem  ersten  der  beiden  unterschiedenen  Fälle  die  Licht- 
bewegung im  Punkte  0  dieselbe  ist,  wie  wenn  der  schwarze 
Körper  fehlte,  im  zweiten  aber  am  Orte  von  0  Dunkelheit 
stattfindet;  damit  ist  gesagt,  dass  der  schwarze  Körper  einen 
SoliAtteii  wirft,  dass  das  Licht  des  leuchtenden  Punktes  sick 
geradlinig  fortpflanzt,  in  Strahlen,  die  als  unahhingig 
«inander  betrachtet  werden  können. 

§  5.  Der  eben  benutzte,  im  Anfange  des  §  3  ausge- 
sprochene Satz  gilt  nur  unter  gewissen ,  dort  angegebenen 
Voraussetzungen;  sind  diese  nicht  erfüllt,  so  sind  auch  die 
hier  aus  dem  Satze  gezogenen  Folgerungen  nicht  richtig,  es 
treten  dann  Beugungserscheinungen  auf. 

Man  denke  sich  den  leuchtenden  Punkt  1  von  eiiu  in 
schwarzen  Schirm,  m  dem  eine  Oeffnung  sich  befindet,  rni^'s 
umgehen.  Die  Linie,  in  welcher  die  Oberfläche  des  Schirmes 
von  einem  Kegel  beriihrt  wird,  der  seine  Spitze  in  dem 
Punkte  1  hat,  heisse  der  Rand  der  Oeffnung;  er  theilt  die 
Oberriärhe  des  Schirmes  in  einen  inneren  und  einen  äus^^eren 
Theil.  Irgend  eine  Fläche,  die  durch  den  Rand  begrenzt  ist 
und  mit  dem  einen,  wie  mit  dem  anderen  dieser  Theile  eine 
geschlossene  Fläche  bildet,  die  den  leuchtenden  Punkt  um- 
giebt,  sei  die  Fläche  «.  Liegt  der  Punkt  0  irgendwo  ausser- 
halb dieser  geschlossenen  Flächen,  so  ist  dann  nach  dir 
Gleichung  (12),  nach  der  in  Bezug  auf  schwarze  Körper  auf- 
gestellten Hypothese,  also  den  Gleichiingen  (32),  (83),  und 
nach  der  Gleichung  (10): 
(84)  '»fd^Q, 

wo  bei  der  Bildung  von  Q  (p*  für  (f  zu  setzen  und  die  Inte- 
gration über  die  Fläche  auszudebnen  ist.  Es  können  >irh 
Beugimgserscheinungen  in  der  Nähe  des  Punktes  0  zeigru, 
wenn  für  einen  endlichen  Theil  der  Fläche  s  oder  ihrer  Grenze 
r,  +  r^j  bis  auf  unendlii  li  Kleines  constant  ist.  oder  die  gerade 
Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  unendlich  nahe  an  der 
Grenze  der  Fläche  a  vorbeigeht.    Bei  den  Erscheinungen,  die 
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Fresnel  in  der  Axc  einer  kreislormigeii  Oeffnung  oder  eines 
kreisförmigen  Schirmes  beobachtete,  während  ein  ieuchtendw 
Punkt  auf  derselben  Axe  sich  befand,  waren  und  r^,  also 
auch  -\-  Tq  filr  alle  Punkte  der  Grenze  von  «  nahe  oonstant; 
bei  den  nach  Fresnel  benannten  BeugungserMheinungen,  bei 
den  Fransen  nämlich,  die  in  der  Nähe  der  SohAttcmigrenze 
eines  Schirmes  auftreten,  geht  die  Verbindungslinie  yon  1 
und  0  nahe  bei  der  Grenze  von  «  Torbei;  bei  den  Fraun- 
hofer'schen  Beugongeencheinungen  (wenn  dieselben  ohne  Be- 
.  nntrong  von  Linsen,  also  auf  einer  unendlich  rntfernton  Tafel,, 
mit  Httlfe  eines  nnend]idh  entfernten  lenohtendcu  Punktes 
daigeeteOt  werden)  ist  r|  +  ftr  die  gnnse  Oeflhnng  nah» 
oonstant. 

üm  auch  Ar  diese  FUle  die  Ihtensitftt  des  Lichtes  im 
Funkte  0  ata  finden,  setse  man  znn&chst,  der  GHeidrang  (8) 
entsprechend: 


Es  eihAlt  dann  Q  den  in  (13)  angegebenen  Werth.  Die 
beiden  Glieder,  ans  denen  derselbe  snsammengeoetst  ist,  sind, 
da  X  unendlich  Uein  ist,  yon  nngleiöher  GhrOssenordnnng,  es 
sei  denn,  dass: 


unendlich  klein  ist,  weldier  IVdl  hier  nicht  in  Betracht  ge- 
sogen zn  werden  brnncht.  Die  Gleichung  (34)  gibt  daher: 


Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  werde  nun  angenom» 
nun,  dass  die  flftohe  s  eine  ebene  ist,  dass  ihre  Dimensionen 
gegen  und  so  klein  sind,  dass  und  da,  wo  sie 
ausserhalb  des  Sinuszeichens  Torkommen,  sowie  ihre  nach  N 
genommenen  Diffoorentialquotienten  als  constaat  betrachtet 
werden  können,  und  endlich,  dass  die  Linien  unendlich 
kleine  Winkel  mit  den  VerUtaigerungen  der  Linien  bilden. 
Man  hat  dann: 


(35) 
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Man  TerallgaBMinQre  nun  d«n  Anadnok  von  ^  «af  da 

Wege,  auf  d«m  die  Gldohung  (4)  ans  der  Gkidrang  (3)  ib> 
geleitet  ist»  eodaw  man  erhalt: 

(SW)  .  ^00.(5- ^) 2«  +     sin  (5  -  ^)  2.. 

WO  D  und  D'  von  der  Richtung  des  von  dem  It  uchtendeu 
Punkte  1  durch  den  Punkt  («,  y,  »)  gehenden  Strahles  ab- 
hängen.   Dabei  wird  dann:  • 

WO  D  und  D'  dieselbe  Bedeatong  haben.    Jetet  darf  ■« 
unter  9  iigend  eine  der  Verrllflknngen         w  ventdw  1 
timt  man  das  und  sohieibt  A  und  und  B',  C  tul  T  ' 

Ar  i>  und  D\  je  nachdem  9  »  geeetrt  wird,  so  livi 

bei  der  in  §  1  definirten  Einhdt  ftr  die  LiditinteBsitit  ie 
Intensit&t  des  Lichtes  in  der  beogenden  Oeffirang: 

Bezeichnet  man  diese  durch  J  und  setzt: 

0-.  Jd»co8^t±^2fr,         Jrftsin'^'  ^ 
so  wird  die  IntensitiU  im  Funkte  0: 

weiche  Gleidiung  durch  mannigfidtige  Messongen  ab  ^ 
Erfthrang  übereinstimmettd  nadigewiesen  ist^) 

§  6.    Die  eben  abgeleitete  Gkidmng  setet  pesmtKft 
▼crans,  dass  die  Dimensionen  der  beogenden  Oeffnog 
gross  gegen  die  WeUenlingen  sind,  und  ihre  Anwendng  \ 
die  Beugungsspectren,  bei  deren  HenteUung  oft  CKMr 
benntet  sind,  deren  Spalten  nur  eine  Breite  ton  wwi» 
Wellenlängen  besassen,  ist  nicht  zu  rechtfertigen.')  D*^  , 

1)        FW)hlioh,  Wied.  Ann.  6«  p.  4i9.  187S. 

f)  ygl.Frdhlich,  WM  An.     |k4Mi  Itit  o. Ii.  p. Nt  Mit 
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liabeu  die  Messungen,  denen  wir  die  Keniüiiiss  der  Wellen- 
längen verdanken,  gezeigt,  dass  diese  Anwendung  die  Orte 
der  Lichtmaxima  mit  grosser  Genauigkeit  richtig  ergibt. 
Diese  Tliatsacbe  findet  von  den  hier  zu  Grunde  gelegten 
Hypothesen  aus  ihre  Erkläriuig  durcli  die  folgenden  Be- 
trachtungen. 

Man  denke  sich  das  Gitter,  über  dessen  Bescbairenheit 
eine  specielle  Voraussetzung  nicht  gemacht  zu  werden  braucht, 
das  z.  B.  ein  Drahtgitter  oder  ein  Russgitter  oder  ein  Dia- 
mantgitter  sein  kann,  in  die  passende  Oeffnung  eines  ebenen, 
schwarzen  Schirmes,  der  nach  allen  Seiten  sich  in  die  Un- 
endlichkeit erstreckt,  eingefügt  Man  Teistehe  unter  ds  ein 
Element  der  Ebene  dee  Gitters,  oder,  nm  präciser  zn  reden, 
ein  Element  einer  Ebene,  die  dem  Gitter  sehr  nahe,  auf  der 
Seite  desselben  hegt,  auf  der  der  Punkt  0  sich  befindet.  £b 
gilt  dann  die  Gleichung  (9),  und  diese  Tereinfaoht  aich,  wenn 
man  die  Annahme  einfUirt,  dass     unendlich  groaa  iat,  in: 


Die  Ebene,  deren  Element  ds  genannt  ist,  sei  die  xy- 
Ebone  des  Coordinatensystems,  die  x-Axe  senkrecht  auf  den 
Spalten,  der  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  rechteckig 
angenommenen  Gitters;  ferner  sei  die  Länge  der  vom  An- 
fangspunkt nach  dem  Punkt  0  gezogenen  Linie,  und  es  seien 
«^(,,  /^p,  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  mit  den  Co- 
ordinatenazen  bildet.   Man  hat  dann: 

Man  hat  ferner: 

9P(<)  =  .4  cos  ^  2«  -H  u4'  sin^  2ä 

f^)  =  W  =         ^  2;,  -h     sin ^  2;i 
WO  Aj  A'f  Bj      Fnnction  tou  x  nnd  y  sind.  Substitnirt 

Kivekhoff,  CtawaoMlto  AUMadlaiigeo.  Nachtrag.  4 
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man  diese  Ausdrücke  in  die  für  (jfj,  aiifgestellto  (Gleichung. 
erhält  man  bei  passender  Veri^ung  des  Anfangspunktes  der  Zeit: 

y.=/J</xdj,{ccos(|  +^)2;.+  Csm(^  +  ^^^^^)2,j, 

WO  C  und  C  umgekehrt  proportional  mit  o^,  lineare  Fal^ 
tionen  Ton  und  —  was  hier  hervorzuheben  ist  —  Uneait 
homogene  Fonotionen  Ton  A,  A\  B'  sind,  deren  GoSffi- 
deuten  Ton  x  und  y  nicht  abh&ngen«  Nvn  sei  die  Idchtqvele 
ein  leuchtender  Punkt,  der  auf  der  negaÜTen  «-Aze  in  der 
Unendtiohkeit  Hegt,  2b  die  LSnge  der  Spalten,  2»  ihreAnnU 
und  6  der  Abstand  entspirechender  Punkte  sweier  anfiaiiMiiito' 
folgender,  also  2ne  die  Brette  des  GKtters.  Man  darf  dam 
annehmen,  dass  Af  A\  B,  Bf^  also  O  nnd  C  toh  jr  so  ib* 
hSngen,  dass  sie  constant  bleiben,  wenn  y  toe  —6  Iris  +^ 
varürt,  gnd  yerschwinden,  wenn  y  ansseihalb  dieses  Liternfli 
liegt;  Ton  x  aber  so,  dass  sie  nm  s  periodisch  sind,  wem  t 
einen  Werth  zwisohen  — na  nnd  hat,  imd  ftr  aoto 
Werthe  yon  x  Yerschwinden.  Infolge  hierron  wird  nmidat: 

rO"  _ 

-  —  j  rfx  j  C  cos     +  ii^)  2«  4-  C8in(^  +  A 

Da  i  als  unendlich  klein  gegen  h  angesehen  wefden  kM 
80  ist  der  vor  dem  Integralzeichen  stellende  ITactor  ftr  jeta 
endlichen  Werth  Ton  gegen  h  unendlich  kkon,  wShreod  « 
endlich  ist,  wenn  /^^  von  der  Ordnung  rem  it/5  ist  Ustar 
dem  Integralaeiches  denke  man  sich  C  und  C  nadi  Sbs 
und  Cosinus  der  Viel&chen  Ten  {xje)2n  entwickelt;  es  tnia 
dann,  wenn  k  eine  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  die  iito' 
grale  auf: 


J*d«oo8A^2ir8in&0 j2«  und:  J dxmh j2wcosa^jU* 
— •«  — «• 

die  Tenchwinden,  und  die  Integrale: 

«• 

Jdxco8hj2jiWti^j2ji    und:   Jdxtisih  ^2nsina^j2M* 

— — •« 
fesp«: 
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und: 


sind.  Diese  Ausdrücke  sind  im  allgemeinen  gegen  71  e  lui- 
endlich  klein,  wenn  A  als  unendlich  klein  gegen  ne  bezeichnet 
wird;  sie  sind  aber  endlich,  falls: 


Ton  der  Qrdnimg  l/ne  ist 

Da  nun  unter  ip  irgend  eine  der  Verrücknngen  «1,  w 
Terstanden  werden  kann,  so  folgt  hieraus,  dass  für: 


die  Licihtmtensitftt  unendlich  gross  ist  gegen  die  in  allen 
anderen  Punkten  des  Gesiolitsfddes  stattfindende;  und  das  ist 
es,  was  die  Beobaehtnngen  geseigt  kaben. 

§  7«  Nack  den  gemaehten  Aosemandersetsnngen  ist  es 
leioht^  anck  das  Gesetz  der  Beflezion  der  Idcktstrakien  ab- 
anleiten.  Dem  lenoktenden  Ftukte  1  sei  ein  beliebiger  Körper 
gegenübergestelli  üm  den  FaU  zu  Terein£BUsben,  denke  man  * 
aick  aber  die  Oberflftebe  dieses  mit  einer  sdiwarzen  Hfllle 
bedeckt,  in  der  nnr  eine  kleine  Oeffiinng  auf  der  dem  lenck« 
tenden  Ponkte  zugewandten  Seite  sich  befindet;  überdies  sei«i 
die  geometrischen  Verhältnisse  der  Art,  dass  das  reflectirte 
Strahlenbündel,  welches  erfahnmgsmässig  sich  bildet,  die  Ober« 
flftche  des  Körpers  nicht  znm  zweiten  mal  trifft.  Wiedernm 
beziehe  sich  das  Zeichen  ff*  auf  die  Bewegung,  die  stattfinden 
würde,  wenn  der  fremde  Körper  nicht  vorhanden  wäre,  und 
es  sei  zunächst  fp*  durch  die  Gleichung  (35)  hestinimt.  Den 
zu  erfüllenden  Bedingungen  genügt  man  dami,  indem  man  setzt: 

filr  den  freien  Theil  der  Oberfläche: 
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also  nach  (SO): 
und  datier: 

f&r  die  Pankte  des  geBohw&rston  Theike  der  Oberfläche, 
in  denen  diese  zum  erstenmal  Ton  einer  yom  Leochtendea 
Paukte  1  auegehenden  Lmie  getraffim  wird: 

9-9»  WN'^dN'^ 
ftr  alle  anderen  Punkte  der  geschwSrsten  ObedUdie: 

Den  Gleichungen  (12)  und  (11)  zufolge  ist  dann  der 
Ueberschuss  des  Werthes  von  (f>Q  über  den  Werth,  den 
haben  würde,  wenn  die  s:anze  OberHäche  des  fremden  Körpers 
geschwäi'zt  wäre,  die  JSumme  der  beiden  Integrale: 

-±fc^l'      +  '  ^]  cos  Z-L+X» _£+l)2«  md 

wo  die  Integration  Aber  den  freien  Theil  der  Oberflifihe  — 
der  die  Flftche  «  heissen  möge  —  anaiodahnen  ief)  Daa 
erste  Ton  diesen  beiden  Integralen  ist,  wann  der  Pönkt  0 
in  endlichem  Abetande  yon  der  Oberfläche  eich  befindet,  da  1 
nnendlich  klein  ist,  gegen  das  zweite  m  TemaphUsiigen,  ao 
daaa  der  genannte  Unterachied  der  beiden  Werthe  tob  f  ^ 
dnrdi  daa  Integral  (37)  dargesteUt  ist 

Es  gilt  dieses  auch,  wenn  (p*^  statt  dorch  die  GUeichnng 
(85),  durch  die  Gleichung  (36)  gegeben  ist;  nur  die  Werthe 


1)  El  wild  ohne  8ohwieit|^cdt  sidi  Mshwrisoa  laaBa,  daiB,  w«a 
der  Pankt  0  in  oder  imendlieh  nahe  an  der  Oberilfehe  Bcg^  diaee»  Am^ 

druck  zu  den  Werthen  von  ^  und  d^ldN  nrtflkflhft»  die 
sind.  Doch  soll  dieeer  Befreie  nicht  gegeben  werden. 
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von  e  und  y  sind  danii  andere.  Das  Integral  (37)  ist  von 
der  Form  des  Integrals  (19);  aus  den  in  Bezug  auf  dieses 
angestellten  Betrachtungen  folgt,  dass  jenes  im  allgemeinen 
verschwindet.  (19)  verschwindet  nicht,  wenn  die  Fläche  s  von 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  1  und  0  geschnitten  wird. 
(37)  Terochwindet  aber  auch  dann,  weil  daan  für  den  Sdmitt- 
punkt: 


ist.  Es  ist  das  Integral  (37)  von  Null  verschieden,  wenn  es 
in  der  Fläche  6^  einen  Punkt  gibt,  dessen  Verbindungslinien 
mit  den  Punkten  1  und  ü  gleiche  Winkel  mit  der  Normale 
der  Fläche  s  bilden  und  mit  dieser  in  einer  Ebene  liegen. 
Dadurch  ist  ausgesprochen,  dass  reHectirte  Strahlen  existireii, 
und  welche  Richtungen  diese  haben.  Eine  Störung  dui-ch 
Beugungserscheinungen  tritt  ein,  wenn  für  einen  endlichen 
Tlieil  der  Flache  Ä-  oder  ihrer  Grenze  r^-f-r^j  bis  auf  unendlich 
Kleines  constant  ist,  oder  der  Punkt  0  unendlich  nahe  an 
der  Grenze  des  retiectirten  Strahlenbündels  liegt. 

Aus  dem  eben  abgeleiteten  Gesetze ,  welches  die  Rich- 
tungen der  reflectirten  Strahlen  bestimmt,  lassen  sich  die 
geometrischen  Eigenschaften  eines  Strahlenbttndels,  das  T<m 
•  einem  leuchtenden  Punkte  ausgegangen  und  an  einer  krummen 
Fläche  refleotirt  ist,  entwickeln.  Die  im  g  3  durchgeführten 
Bechnungen-  erlauben  aber  auch  anzugeben,  wie  auf  einem 
Strahle  eiiiee  solchen  Bttndels  die  Intenait&t  und  die  Phaae 
Ton  einem  Punkte  mm  anderen  yariirt. 

Der  Theil  von  der  dem  retiectirten  Lichte  entspricht» 
d.  h.  der  Ausdruck  (87),  ist  durch  die  AuBdrfkoke  (24),  (25) 
oder  (26)  g^ben,  wenn  darin: 


gesetzt  wird,  wo  K  eine  von  Of,  unabhängige  Grösse  bedeutet. 
Dai'aus  folgt,  dass  auf  einem  retlectu'ten  Strahle  die  Inten- 
sität mit  Qq  80  sich  ändert,  dass  sie  mit  dem  absoluten 
Werthe  von: 


umgekehrt  proportional  ist.  Nach  (27)  und  (22)  iässt  dieser 
Ausdruck  sich  schreiben: 
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(*ii Po +^11)  (*23  Q+<^n)  -  (^2  ('o 
wo  die  Grössen  b  und  0  von     nniLhhaiigig  gnuL,  und: 

-^«ia-O»  «1,--.^,,  «b=i(l-A^ 
ist  Sind  ^Q=fi  und  (^o=/t  reellen)  Wimelii  der 

quadratischen  Gleichung,  die  man  erhSlti  indem  man  disM 
Ansdmck  gleich  Null  setst,  so  ist  also  die  Intensitftt  anch 
umgekehrt  proportional  mit  dem  absoluten  Werthe  Ton: 

In  den  Pinikten  Po=/^i  und  Qo=fi  ist  die  Intensität  un- 
endlich; es  sind  das  die  Brennpunkte  des  Strahles. 

In  Betreff  der  Phase  ist  zu  bemeiken,  dass  diese,  wie 
die  Ausdrücke  (24),  (25),  (26)  zeigen,  sich  sprungweise  um 
ändert,  wenn  der  Punkt  0  durch  einen  der  Brennpunkte  hhn- 
durchgeht. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  ganz  ähnliche  B^ 
trachtungen,  wie  über  die  Beflejdon,  auch  über  die  &eclning 
der  Lichtstrahlen  angestellt  werden  kOnnen. 


4.  Ueber  die  eleetrischeu  StrOmungen  iu  einem  £reih- 
cyliuder;  Ton  G.  Kirch  hoff. 
Sitsber.  (L  BerL  Acad.  vom  26.  Aj^il  1883,  p.  519. 

äm  2.  Juli  1880  habe  ich  der  Akademie  dne  MefliodB 
zur  Bestimmung  der  elektrischen  LeEtungsfUn^Estt  emes  Kitepen 
vorgelegt,  der  die  Gestalt  emes  Stabes  von  quadiatitdbem 
Querschnitt  hat  Bei  dieser  Methode  smd  die  Ecken,  welAs 
eine  lange  Eante  begrenzen,  mit  den  Polen  einer  Kette  uad 
die  Ecken,  die  einer  s weiten  langen  Kante  angehören,  aut 
den  Enden  des  einen  Gewindes  eines  DifferentialgahanoMl«! 
zu  verbinden.  Jene  Punkte  wurden  1  und  4,  diese  2  und  8 
genannt  Es  wurde  einerseits  gezeigt,  wie  eqMrimenlell  der 
Widerstand  ^  bestimmt  werden  kaim,  der  »  —  P,  ist,  wen 
P,  und  P,  die  Werthe  bezeichnen,  die  das  Potential  in  den 
Punkten  2  und  3  hat,  wenn  ein  Strom  von  der  Intensität  1 
dem  Stabe  in  den  Punkten  1  und  4  zu-  und  abgeleitet  wird. 
Andererseits  ergab  die  Theorie,  dass 
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ist,  wenn  /  die  Länge  des  Stabes,  a  die  Seite  seines  Quer- 
schnitts und  seine  LeitungsßLhigkeit  bedeutet;  eine  Gleichung, 
aus  der  k  berechnet  werden  kann,  wenn  n,  l  und  a  gemessen  sind. 

Eine  ähnliche  Methode  ist  oftenbar  anwendbar,  wenn  der 
zu  untersuchende  Kör[)er  ein  Cylinder  von  kreisförmigem 
Querschnitt  ist.  Für  den  Versuch  und  ftlr  die  Rechnung  wird 
es  dann  am  bequemsten  sein,  die  Elektroden  1  und  4  in  die 
Mittelpunkte  der  Grundflächen  und  die  Punkte  2  und  3  in  die 
Ränder  derselben  zu  legen.  Gemessen  kann  der  Widerstand 
d.  h.  die  Difterenz  —  -^3?  hier  gerade  so  werden,  wie  in 
dem  Fall  des  quadratischen  Querschnitts;  neu  zu  berechnen 
ist  aber  der  Ausdruck,  der  q  als  Function  der  Dimensionen 
des  Cylinders  darstellt. 

Mit  der  Theorie  der  Stromverbreitung  in  einem  duich 
zwei  senkrechte  Querschnitt«  begrenzten,  kreisförmigen  Cylinder 
haben  sich  Riem  an  n  und  Hr.  H.  Weber  beschäftigt.  Jener*) 
stellt  für  den  Fall,  dass  die  Elektroden  die  Mittelpunkte  der 
£ndiiächen  sind,  das  Potential,  ^,  durch  eine  Beibe  dar,  die 
nach  den  fifoiiis  der  Vielfachen,  der  der  Cylinderaxe  parallelen 
Ordinate,  x,  des  betrachteten  Punktes  fortschreitet.  Eine 
Reihe  derselben  Art  leitet  Hr.  Weber ^  für  den  Fall  ab,  dass 
die  Elektroden  nrai  Punkte  der  Mft.ii»j>lflftAhA  gind.  Diese 
Beiben  sind  znr  numerischen  BftAhirang  sehr  geeignet,  wenn 
die  Lftnge  des  Q^linden  klein  gegen  seinen  Radius  ist»  niobt 
aber  in  dem  en1|;egeDg68etzten  Falle,  der  bier  gerade  in  Be- 
tracbi  kommt  Eine  Reihe,  die  dann  im  AUgenaaen  branohber 
ist,  findet  Hr.  Weber  in  einer  sweilen  Abbaadlimg^  dnrdi 
Umibniiimg  leiner  nrsprftnc^iohen  Reibe;  ee  tieten  dabei 
EqKmentiaUbnetioiken  an  die  Stelle  der  trigonometnBoben 

Die  Annahme,  dass  die  Elektroden  die 
Ifitte^ponkte  der  Endflächen  sind,  bat      Weber  nioht  w- 


1)  Znr  Theorie  dNobiir8chenMMnifaig«;Pogg.A]UL  Bd.  M.  1856» 

S)  üeber  die  Bcsserschen  Functionen  und  Hure  Anwendung  auf  die 
Theorie  der  elektrischen  Ströme;  Borchardt's  Journal  Bd.  75.  1872. 

8)  Ueber  die  stationären  Strdmiingen  der  Elektzicität  in  Cylindiem; 
Borehardt's  Journal  Bd.  75. 
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folgt;  die  Werthe,  die  dann  das  Potontiai  in  Punkten  der 
ICantelfläcbe  hat,  kann  man  9her  nach  einem  gewissen  Heci- 
procitätssatze  finden,  indem  man  den  Weber' sehen  Ausdrnck 
anf  die  Mittelpunkte  der  Endflächen  anwendet.  Die  Ldsnng 
der  Angabe,  tun  die  es  nch  hier  handelt,  gibt  indessen  die 
Beihe,  auf  die  man  so  kommt,  unmittelbar  nicht,  da  sie  n 
langsam  conTOrgirt,  wenn  der  Punkt,  für  den  sie  gilt,  in 
Bande  einer  Omndfläche  liegt  Sie  muss  also  noch  einer  üna- 
fixrmong  nnterworfen  werden. 

Es  seien  »,  r  und  w  die  Qjlindercoordinaiaii  des  Puikl8% 
auf  den  das  Potential  ^  $&ck  beiiehl;  es  sei  dieses  woa  w 
imabhftngig;  dann  ist: 

Wird  der  Badins  des  leitenden  Qjlindere  » 1  gesetet»  ao  ist 

ftrr«l  |2-.0. 

Weiter  werde  angenommen,  dass  tp  entgegengesetste  Warthe 
besitzt  für  entgegengesetzte  Werthe  von  x. 

Nennt  man  Jq(X)  und  die  Besserschsn FancüoMB 
Oter  und  erster  Ordnung  Ton  ii,  d«  h.  setzt  man: 

MX)  «  1  -  ^  +  -  (2.1.6)1  +  •  •  • 

und 

80  genügt  man  allen  diesen  Bedingongm  dordi: 

wo  A^f  A^f  A^,  .  .  .  willkürliche  Constanten  und  l^p  1^» 
die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung: 

bezeichnoi.  Die  Constanten  A  finden  ihre  Beetimmimgy  ven 
die  Werthe  Ton  |^  ftr  eine  Grandfllehe  des  pyttnden  gs> 

geben  sind,  durch  die  Sätze,  dass: 
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irenn  m  und  «  Tenddeden  smd,  dass: 
und 

1 

0 

ist  Es  folgt  hieraus: 

1 


0  ^ 


0 


WO  f&r  «  der  der  Grundfläche  entsprechende  Werth  zu  seUiNi  isL 
Nim  sei  fbr  die  beiden  Gmndflftohen: 

und  ?^  =  0,  ausser  da,  wo  r  nnendlich  klein  ist:  hier  sei  es 
unendlich  gross  und  zwar  so,  dass 

i 


•  0 


ist;  das  entspricht  der  Anordnung,  die  hier  2U  untersuchen 
ist»  und  es  vird  dann 

wenn  ««j,  rvlin^  geeetrt  wnd«  ffiemach  hat  man 


und  daher: 
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Da  schon  Aj  etwa  3,8  ist,  so  wird,  wenn  die  Länge  des 
Clylindei-s  auch  nur  ein  massiges  Vielfaches  seines  Hadius  aus- 
macht, der  erste  Factor  unter  dem  Snmmenzeichen  »  1,  alao: 

gesetit  werden  dürfen. 

Um  die  hier  yorkommende  Summe  berechnen  ni  kdima, 
muss  man  den  Ausdruck  unter  dem  SiimmeniaiQheii  nmfonafliL 
Hr.  Stokes^)  hat  f&r  iL  den  Aoadmck  aogegebeu: 

^  .  nor^      0,151988   ,  0,015899  0,8458S5 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung: 

W  =  ]/Sc08(i.-  -  +  .] 

findet  man  dnroh  Entwiokeliing  nach  absteigenden  Fckum 
Ton  4f»  + 1 

1      _f  .  ^     (i  I  0»g0'?928  ,   0,06160       3,20586  ) 

Die  Gtenadi^t  dieser  Gleichung  kann  man  ans  der  ftl* 
genden  Znsammenstellnng  benrtheflen,  in  der  in  der  Gofamme  1 

die  aus  ihr  berechneten  Werthe  von  j^j^j^  fiir  »  =  1,  2  und  8 

angegeben  sind,  wAbread  die  Ck>lumne  2  die  entsprechendes 
Werthe,  wie  sie  ans  den  Hansen'sohen  Tafdn  ftr  die  Bessei- 
schen Functionen  sich  ergeben,  enthält. 

fl  1  2 

1  -  0,648027       -  0,647980 

2  0,474950  0,474950 
8       -  0,898644       -  0,898644 

Nun  ist  nach  der  Maclanrin'schen  Snmmenfbnnel: 


0 

1.2.8     •   4       ^         l.S.S.4.6         *  e 


l)  Lord  Bajleigh,  Tbdfoy  of  Sound,  voL  I,  273. 
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Elactriiehe  StrSiMaigMi  in  dasm  EniMyliiider.  6d 

wenn  h  eine  negative  Grösse,  k  eine  unendlich  grosse,  ganze 
Zahl  ist  und  Jti^^  •  •  die  Bemoulli 'scheu  Zahlen  be- 
deuteuy  also: 

ist.  flieräuB  Iblgt: 

T^y»  +  l»  '  '        2  V»      24  y«"      884  ]/»» 


1  1 


'  1024  y»" 

^  1          _  2  Jl_      £  _1_      3   143  J  

yi»~+  »j»  ~  7  y»»    2  y»»    8  y»"   040  y»" 
-T y (• + Ii)»  iiyiM   ay^*  «Ays»*  a84y5» 

Diese  Gleic(iuugen  erlauben  ohne  Mühe  den  Werth  von: 


mit  einer  für  das  Experiment  mehr  als  aiureiohAnden  Gtmmg" 
keü  msL  bereehnen.  Sie  ergeben  deneelbeii: 

-0,88479. 

Die  Gleichung  für  den  Widerstand  q  ist  daher: 

knn  =  l  -  0,76958. 

Hierbei  ist  der  Eadios  des  Cylinders  als  Einheit  der  Länge 
angenommen;  läset  man  dieee  Einheit  unbestimmt  nnd  be- 
xeLohneft  den  Badins  durch  r,  so  wird  daher: 

l-r.  0,76958 
=  
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5.  Veher  die  BUhdon  Ttm  9mm  dnek  ^ia»  ftilK 
Waad;  ron  CFvstftT  HftnseniftiiB. 

Wied.  Ann.  Bd.  21     546—668,  1604. 

Die  Vei*8uche ,  über  welche  hier  berichtet  werden  sol 
hatt<3u  den  Zweck,  die  Theorie  der  Diffusion  von  (Tasen  durcli 
poröse  Diaphragmen  zu  prüfen,  welche  von  Herrn  Stefan'] 
entwickelt  worden  ist  Derselbe  behandelt  die  Theorie  der 
Bewegung  von  Gasen  durch  poröee  Körper  als  einen  spedellea 
Fall  der  in  seiner  Abhandlnng  entwickelten,  allgenuiDa 
Theorie  der  Bewegung  von  Gasgemengen,  indem  er  die  poriiK  | 
Substanz  als  ein  Gas  betrachtet,  dessen  Theilchen  unbeitf- 
lieh  sind*),  und  gelangt  dadurch  fUr  ein  einzelnes,  durch  cb 
Diaphragma  difiimdirendee  Gktf  zu  denselben  QleidiiiiitBi> 
welche  früher  eohon  T<m  Hm.  Baneen")  anlseetelU  windA 
fkir  zwei  yeisehiedene,  gleichieitig  difEimdiraide  Gase  dtgaga 
m  wesenilidL  anderen  Besnltaten. 

Zur  PrOfiing  der  Theorie  fikr  ein  einzelnes  Gas,  niiMi^ 
Uch  in  Bezug  auf  die  Ton  derselben  geforderte  ProportioDalitt 
swisohen  der  Difinsionsgescbwindigkeii  and  der  DrackdÜEBW 
auf  den  beiden  Seiten  der  porösen  Wand,  sind  sofaoo  iMA 
Yersnche  gemadit  worden;  so  von  Hm.  G«  Hafner^»  Ha. 
Stefan ond  insbesondere  ron  Hrn.  Bansen DalMi  lat 
sieh  im  allgemeinen  die  Richtigkeit  des  Proportioiislittt^ 
gesetzes  innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Druckdifferenzen 
geben ;  da  indess  die  bei  diesen  Versuchen  in  Anwendung  ge- 
kommenen Druckdifferenzen  nur  sehr  gering  waren,  so  schtti  I 
mir  eine  PriUung  durch  Versuche,  welche  die  Anwendung 
grösserer  Druckdifferenzen  gestatteten,  geboten.  ~) 

1)  Stefan,  Wien.  Ber.  03.  p.  III  u.  f.  1871. 

S)  Sielie  «ush  Maxwell,  FhiL  Mag.  (4)  SO.  p.  SL  ISSOi 

8)  Bansen,  ChMometriflehe  MafliodeB  S.  Aufl.  p.  M7  «.£ 

4)  G.  Hüfner,  Wied.  Ann.  1«.  p.  258  iL  ü  1888. 

5)  Stefan,  1.  c.  p.  120. 

6)  BuiiPcn,  1.  c.  j).  275.  ; 
1)  Die  äitereu  Versuche  von  Graham  {Pogg.  Ann.  28.  p.  353,  18IR 

bei  denen  die  Dnickdifferenzen  bis  xu  einer  Atmoq»hftre  betngoi,  ^  i 
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Das  Bunson'sche  DiÜ'usiometer,  welches  meistens  enU 
weder  in  seiner  ursprünglichen,  oder  in  einer  mehr  oder  weni- 
ger modificirten  Gestalt  benutzt  worden  ist,  besteht  bekannt- 
lich ans  einer  Glasröiire,  d«ren  oberer  Theil  die  poröse  Sub- 
stanz enthält,  and  deren  anderes,  offenes  Ende  durch  Quecksilber 
oder  durch  eiiie  andere  Flüssigkeit  abgesperrt  wird«  Während 
der  Diffusion  yer&ndert  tioh  das  Gk»¥<diimeiL  beaiftndig,  der 
Dmok  soll  aber  conatant  erbatten  werden;  um  diee  zu  er- 
reichen, wild  dar  Appeni  continnirlich  so  gehoben  oder  ge- 
senkt» daaa  die  HOhendiffeirenz  der  SperrfliLnigkeit  aussen  und 
mnen^  nnge&ndert  bleibt  Die  Schwierigkeiten  dieser  Operation 
wachsen  in  starkem  Maasse  mit  der  VergrOssernng  der  Dmck- 
diffisrenz;  ein  IJebeistand,  welcher  der  Anwendung  grosserer 
Drackdifferensen  entgegensteht.  Diffondiren  gleichzeitig  zwei 
Yerschiedene  Gase  doroh  das  Diaphragma,  so  geseilt  sich 
hierin  noch  die  üngewisaheit  darfiber,  ob  das  Hisdinngs- 
TSihittniss  der  Gbse  auch  in  jedem  Ifomente  in  den  ver- 
schiedenen Theilen  der  Diffasionsröhre  gleich  ist,  wie  es  die 
Theorie  voraussetzt.  Diese  Umstände  waren  es  hauptsächlich, 
welche  mich  veranlassten,  ein  DiÖusiometer  zu  construii'en, 
bei  welchem  das  Gasvolumeu  constant  blieb,  während  die  sich 
veriiiuleniden  Drucke  gemessen  wurden,  und  in  dessen  Räume 
Bülirvorrichtungen  zum  Mischen  der  Gase  angebracht  waren. 

Das  in  meiner  mechanischen  Werkstätte,  vom  Mechaniker 
Hrn.  Schwarz,  in  vortretilicher  Ausführung  hergestellte  Dif- 
fusiometer  ist  auf  Fig.  1  in  ein  Drittel  der  wirklichen  Grösse 
und.  ein  Theil  davon,  in  Fig.  2  in  natürlicher  Grösse  abge- 
bildet Die  Fig.  1  zeigt  dasselbe  theilweise,  rechts,  in  der 
Vorderansicht,  imd  zum  anderen  Theile,  links,  in  einem  Hori- 
zontalquerschnitte  durch  die  Mitte.  Zwischen  den  beiden 
gleichen  nnd  symmetrisch  zu  Aftf^FM^****  gelegenen  Kammern  Ä 
nnd  A"f  Fig.  1,  liegt  der  Diffusionshahn  dessen  Durchlas»* 
dffiinng  bis  auf  zwei  kleine,  auf  den  beiden  Seiten  gelegene 
Biiuney  Q  anf  der  linken  Seite,  mit  einem  in  der  Oeffiiung 
eihftrteten  nnd  gut  getrockneten  Gypsdiaphragma  ff  anageftllt 


stfttigen  doB  PioportionalitfttBgesetz  nicht;  sie  wftxen  aber  in  ihrer  ganzen 
Aaovtaag  ateht  bssMdon  geeignet  sv  Mlaag  dewelbep. 


Digitized  by  Google 


62 


G.  HtOMBIIIIIk 
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war.  Bei  geöffnetem  Diffusionsbuhiie  stehen  also  die  Kam- 
mern Ä  und  Ä'  in  Verbindimg  miteinander  durch  fhis  poröse 
Diaphragma;  bei  dem  Drehen  des  Halmes  mn  90*^  gegen  dk 
in  der  Figur  daigestellte  Lage  wird  diese  Verbindung  \ 
gehoben  und  dagegen  eine  Verbindung  durch  das  DiaphnigM 
hfitgestellt  zwischen  den  beiden  mit  den  Hähnen  h  und  r  vpr- 
sobliessbaien  Böhrenstücken  B  und  Cl  Da  die  übrigen  Tiieile 
des  Apparatea  auf  d«i  beiden  Seiten,  links  nnd  rechts,  §aik 
sind  mid  synunetrisoh  Uegen,  so  gilt  alles,  was  hier  weiter  bei 
der  Beschreilrang  von  einer  dieser  beiden  Seiten  gesagt  wH 
in  gleicher  Weise  ihr  die  andere. 

Die  ans  der  Fig.  1  ersichtliche  BOhrYoirichtang  bestellt 
aus  einer  Tom  aofgeschraobtai  Deckel  der  Kammer  und  vam 
Bflgel  getragenen,  leicht  drehbaren  Axe  mit  vier  Flügeln  isi 
einem  Magnetstabe  in.  Diescnn  gegenüber,  an  der  Anssenseite  j 
des  Debets,  befindet  sich  anf  einer  anderen  hjBb  em  ehes»  i 
solcher  Magnetstab  n,  weldier  durch  Drehung  des  Flflgebadei 

rotirt  und  dadurch  die  Rtihrvorrichtung  im  Inneren 
Kammer  in  Thiltigkeit  setzt,  ohne  dass  eine  Verbindung  d«r 
beiden  Axen,  bei  der  der  nüthige  luftdicht«  Verschluss  der 
Kammer  kaum  zu  bewerkstelligen  gewesen  wäre,  besteht.  In 
dem  Deckel  der  Kammer  ist  ein  Glaslensterchen  angebracht 
durch  welches  das  Functioniren  der  Rübrvorrichtung  coiitn> 
lirt  werden  kann.  Das  Flügekad  wurde  durch  ein  Walser-  j 
gebläse  bewegt.  ! 

Ich  i\ill  hier  gleich  bemerken,  dass  sich  bei  Diffusions- 
versuchen mit  Wasserstoff  und  Sauerstoff,  welche  angestellt 
wurden,  um  den  P^intluss  des  Rührens  kennen  zu  leinen.  ^' 
daher  einmal  die  Rührvorrichtung  in  Thätigkeit  war  und  da? 
andere  mal  nicht,  unter  sonst  möglichst  gleichen  Dmstilo^ 
keine  wesentlichen  Unterschiede  ergaben. 

Jede  der  beiden  Eammem  ist  mit  einem  Thermometer  f 
Terseben.  Zur  Messung  des  Druckes  in  den  Kammern  diente 
der  in  Fig.  2  im  Verticaidnrchschnitte  abgebildete  Theil  des 
Apparates.  Die  Kammer  ist  nnten  versdilossen  dnrch  die 
gewellte  Stahlblechsoheibe  «  mit  dem  AnsatM  «o.  An  dieiM 
befindet  sich^  dnroh  eine  Sehranbe  festgeUemavt,  das  obere 
Ende  eines  sehr  ftinen  StaUbandes     dessen  nafesm  Ssdt 


Difiunon  von  Gasen  dnich  eine  poröse  Wand.  03 

in  ähnlicher  Weise  verbunden  ist  mit  dem  stärkereu  und  brei- 
teren Stuhlbaude  u  und  dem  Spiegel  r.  Das  Stahlband  t  ist 
ein  Stück  der  Unruhfeder,  das  andere,  «,  ein  Stück  der  Trieb- 
feder einer  Taschenuhr.  Das  federnde,  an  dem  eisernen  Trä- 
ger D  befestigte  Stahlband  n  war  so  ircstcllt,  dass  das  andere, 
tj  bei  den  grössten  stattfindenden  Senkungen  der  Druckplatte 
V  noch  gespannt  blieb,  sodass  u  wie  ein  in  einem  Gelenke 
beweglicher  kleiner  Hebelarm  wirkte.^)  Die  bei  Druck verände- 
nmgen  entstehenden  Bewegungen  tou  r  worden  durch  diese 
Einrichtung  in  vergrössertem  Maassstabe  auf  den  Spiegel  r 
abertragen  und  dann  in  bekannter  Weise  an  einer  sieh  spie» 
gelndeui  in  Millimeter  getheilten,  von  dem  Spiegel  2,8  m  ent* 
femteii  Teartioalen  Scala  mit  einem  Fernrohre  beobachtet  Für 
jede  Sawaier  war  em  Fermrahr  imd  eine  Scala  ao^eeteUt^ 
sodasB  die  Dmoke  in  den  beiden  Kammern  Ton  xwei  Beobaeh- 
tem  ^toidhaeitig  bestimmt  werden  konnten« 

Es  leigte  sieh,  dass  die  Begehn&ssii^t  im  Gange  des 
beschriebenen  Apparates  zmn  Messen  der  Drooke  durch  die 
Ueinem  Erschfttterongen  bei  den  Bewegungen  der  Bührrornch- 
tnQg  befiedert  wurde,  ohne  wesentüdieii  Naohliiefl  flbr  die 

1)  Die  Uebertragung  der  Bewegung  der  Druckplatte  auf  den  Spiegel 
hat  bei  der  Conätraction  des  Apparates  die  grössten  Schwierigkeiten 
gemacht.  Bei  allen  mir  bekannten  Einrichtungen  dieser  Art  wirkt  an 
irgend  einer  Stelle  der  eine  Theil  des  Uebertragungsapparatcs  nur  durch 
lose  Berdhrung  auf  den  nftchstfolgenden  ein.  Die  sehr  omfangreichen 
Yorveniuho,  wekhe  iöh  mit  adlehaii  Efairiflirtmigm  aiisfeettte,  eigaben, 
dBBB  die  nach  ststtgeftmdenai  Bewegungen  der  Drackplatte  sieh  aalgin- 
den  Verrückungen  der  Gleichgewichtslage  dee  Spiegels,  d.  i.  diejenige  Lage 
desselben,  bei  welcher  die  Druckplatto  auf  ihren  beiden  Seiten  unter  dem 
gleichen  Drucke  steht,  weniger  durch  ela-^tiHclu-  Nacliwirkung  und  dauernde 
molecolare  V enlnderungen ,  als  durch  Verschiebungen  der  sich  nur  lose 
bertUirenden  Theile  des  Apparates  e&tatehen.  Mierdoich  veranlasst,  wurde 
soUiMdieh  die  oben  betohrieboie  Uebertragungseinricbtiing  angefertigt, 
bei  welcher  zwisofaen  I>nickplatle  und  Spiegel  keine  Discontiniiitlt  statt- 
findet. Sie  fimctionirt  ungleich  besser,  als  eine  der  bekannten  Eimich- 
tnngen  dies  bei  meinen  Versuchen  gethan  hatte.  Bei  Ablenkungen  ans 
der  Gleichgewichtslage  der  Druckplatte,  welche  an  «ler  Scala,  durch  das 
Femrohr  gesehen,  250  mm  betrugen  und  mehrere  Stunden  dauerten,  trat 
imiiiittalbar  nach  Herstellung  der  0niokgleidilMit  anf  des  b«idett  Setten 
der  Platte  die  mspfOiigUelie  GleiehgewiditBlage  meist  bis  auf  0,8  mm, 
bgflhstBDS  bis  auf  0,8  mm  wieder  da. 
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Ablesungen.  Infolge  hiervon  ist  bei  aUen  DiiliisionsfensdMi 

die  Blttunroffioiitaiig  in  Thftti|^eit  gesetet  wordsn,  tortsin 
dies,  naeh  dem  Torfain  Gesagten,  zar  Mierimng  der  Gsse  sidiA 
dorchans  erfordefüoh  mat. 

Das  Dififasiometer  wnrde  in  seinen  Haupttheflcn  m 

Messing  angefertigt  und  auf  einer  Gypssäule  mit  eingegyp&teo 
Schrauben  belestigt. 

Die  Röhre  d,  Fig.  1,  und  die  entspreclR'iide  der  andvi-.. 
Kammer  standen  in  Verbindung  mit  einem  C^iiecksilbermano- 
meter,  welches  zunächst  dazu  diente  die  l^eductiousfactoren 
zur  Umrechnung  der  an  den  Scalen  beobachteten  Drucie  in 
Quecksilberdruck  zu  bestimmen  und  sodann  den  Zweck  batt?, 
auf  indirectem  Wege  die  direct  nicht  gut  zu  messenden  Voln- 
nien  der  Kammern  zu  Huden.  Zu  dem  letzteren  Zwecke  war 
zwischen  dem  DiÜusiometer  und  dem  Manometer  noch  eifl 
grösseres  Glasgefäss,  mit  einem  Glashahn  auf  der  Seite 
Diünsiometersy  angebracht  und  das  Volumen  zwischen  diesem 
Glashahn  und  einem  Striche  der  auf  den  Glasrdhren  des 
Manometers  befindlichen  Theilung  mit  Quiocksilber  ausgemessec 
worden.  Zur  Bestinunnng  des  Druckes  am  Manometer  diente 
ein  in  einer  Entfemnng  Ton  2,6  m  an^gestelltos  EathetonelV' 
femrohr. 

Die  Böbrenstücke  B  und  0,  sowie  die  yorderen  an  den 
Eammom  angebraditoD,  mit  Hfthnea  Tersehenai  BAhran  ^ 

Fig.  If  standen  in  Verbindimg  mit  Troolm-,  Bwgimff"  . 
GasentwiokelimgBappmteny  mit  einer  StiefeBiifIpompe,  c>Mr 
QaeckBilberloftpumpe  nnd  einer  Druckpumpe,  und  dss  S|yitfli 
der  BOhreuTerjEweigungen  nnd  BÜme  war  so  eingerichtet,  dtfi 
jede  der  Kammecn  Ä'  und       sowie  das  Gjpsdiaphn^ 
einieln  mit  diesen  Apparaten  in  Gomminiosilifm  gesetst  sv-  i 
den  konnten.  Die  yerschiedenen  Bohren  waren  unteransadK  ^ 
soweit  die  Theile  des  Apparates  Tollkommen  luftdicht  soUieflMi 
mussten,  mit  Guttapercha  verbunden. 

Mit  Hülfe  der  beschiiebenen  Einrichtungen  war  es 
die  beiden  Kammern  und  das  poröse  Diaplu'agma  des  Diftw^" 
meters  mit  Gasen  unter  verschiedenem  Drucke  zu  tiUiei).  Jorck 
Drehen  des  DiftiHinnshabnes  zu  einer  bestimmten  Zeit  ät 
Diffusion  zwisdien  den  beiden  Kammern  anlangen  2a  hus»^^ 
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und  die  dann  sich  verändernden  Drucke  der  Zeit  nach  zu 
bestimmen,  w&hrend  die  Gasvolumina  constant  blieben.^) 

Was  mm  die  Theorie  der  hierbei  in  Frage  kommenden 
DifiiisionsYorgänge  betrifit,  so  hat  Hr.  Eirchhoff^,  von  den 
Biffaraiitialgleichimgen  des  Hrn.  Stefan  ausgehend,  das  In- 
tegral dieser  Qietdmngeii  angestellt  l&r  den  Fall,  dass  nnr 
ein  Gm  dnroh  das  Diaphragma  di£Fimdirt  und  letiteres  im 
AnfuDge  mit  dem  (Reichen  Ghwe,  unter  gleidiem  Druoke  ge- 
ftUt  war,  nie  eine  der  beiden  Kammern.  Sodann  bat  der- 
selbe, ftr  den  Fall  zweier  Oase,  auf  Grund  der  Theorie  des 
Hm.  Stefan,  Gleichungen  entwickelt,  aus  denen,  mit  Hülfb 
der  DifinsionscoMcienten  der  beiden  Gbse  gegen  das  Gyps- 
diapfaragma,  der  DifinsionsooSfficient  ftr  die  freie  Difinsion 
der  beiden  Gase  unter  einander  bestimmt  werden  kann.  Diese 
Gleichungen  sind  zur  Prüfung  der  Theorie  durch  die  ange- 
stellten Versuche  benutzt  worden. 

Vor  den  eigentlichen  Dift'usionsversuclieii  mussten  die 
in  den  Gleichungen  vorkommenden  Constanten  des  DiflFiisio- 
meters,  sowie  die  Factoren  zur  Reduction  der  Spiegelablen- 
kungen in  Queckäüberdi'uck  bestimmt  werden.  Diese  Con- 
stanten sind: 

F',  das  Volumen  der  Kammer  Ä, 
V"  Ä' 

'     ■)      77  77  7f  77  -^7 

beide  gemessen  durch  die  Länge  einer  Röhre,  welche  das  Vo- 
lumen von  Ä,  resp.  A"  besitzt,  und  deren  Querschnitt  gleich 
dem  Querschnitte  des  Diaphragmas  ist;  sodann: 

der  Bruchtheü  des  Volumens  des  porösen  Körpers,  den 
die  Poren  einnehmen,  und 

J,  die  Länge  des  cylinderfi^rmigen  Diaphragmas. 

Um  die  Volumina  der  Kammern  zu  finden,  war  vorher 
der  Banminhalt  des  Böbrensjstams  zwischen  dem  Difinsio- 
meter  und  dem  an*  dem  Glasgeftsse  des  Quecksübermano- 
meters befindHcben  Glashabn  zu  bestimmen.   Dies  geschab. 


\)  Die  Verfindennig  drs  ungoführ  138  ccm  betragenden  Volumens 
einer  Kammer  durch  die  Bewegungen  der  Druckplatte  betinig  bei  den 
Versuchen  nicht  über  0,03  ocm  und  durfte  daher  vemachläseigt  werden. 
2)  Kirehboff,  Wied.  Ann.  tt.     M8.  1884;  dtak  Naditrag  p.  78. 
Kltehtoff,  flwmnnlie  Abfceiifllnimn  Mttng.  5 
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indem  xunftoliBt  das  Böbrensystem  und  zoglaidi  der  dviüh  te 
Glashalin  damit  oommuiieiraidey  mit  QaeQksUbra>  waagm» 
sene  Baum  des  Manometers  möglichst  luftleer  gemacht,  Inenif 
der  Glashalm  geschlossen  und  das  Böhrensystem  mit  Lift 
imter  dem  Drucke  der  Atmosphftie  gefUlt  wurde.  Nachta 
der  Barometer-  und  Manometerstand,  sowie  die  nötfaigen  Tm- 
peratoren  gemessen  waren,  wurde  das  Böhr^uystem  dnck 
die  hinteren  H&hne  desDijSnaiometerB  ▼on  diesem  abgeschkssn. 
alsdann  der  zum  Manometer  fahrende  Glashahn  geöffiiet  mi 
au6  neue  Druck  und  Temperatur  bestimmt.  Aus  diesen  Mes- 
sungen Hess  sich  in  bekannter  Weise  der  Eauminh.ilt  des  i 
ßöhrensystemes  berechnen.  Drei  Bestimmungen  ergaben  dulur:  | 

51,209,         51,030,         51,068  ccm, 
also  im  Mittel:  51,102  ccm. 

Mit  Hülfe   dieses  W»'rthes   konnten   die  Volumina  der 
Kammern  in  derselben  Weise  {jefuiiden  werden.    Ich  erhieli 
bei  drei  Bestimmungen  das  Volumen  der  Kammer  Ä: 
135,77,  ia5,88,  135,52,  im  Mittel:  136,72  ccm 
und  das  der  Kammer  A": 

139,02,  189,04,  139,12,  im  IGttol:  139,06  ccm. 
Die  vorstehenden  Messungen  waren  gemacht  bei  Temperrtim 
zwischen  18,5  und  19,5^  C,  wogegen  bei  den  Diffiisioiisf«» 
suchen  die  Temperaturen  nur  18 — 14^6.  betrugen.  Dock 
eine  kleine  hierfür  angebrachte  Gonrection,  und  nach  BerSd- 
sichtigung  der  bei  dem  Oeffiien  des  DtffiiHHwwbalmee  n  des 
gemessenen  Volumina  hinsutretenden  kleinen  Käurae  in  dff 
Oeffnung  dieses  Hahnes,  o  Fig.  1  fiir  Ä,  werden  die  obig« 
Werthe  um  0,10  ccm  vergrössert.  und  es  folgen  alsdann  iOi 
denselben  und  aus  dem  Querschnitte  iles  Diaphragmas,  wel- 
cher 0,6081  qcm  beträgt,  die  Werthe  der  Constanten: 

r  =  223,35  cm,       V"  =  228,84  cm. 
Durch  directe  Messung  ergab  sich  die  Gonslante: 

J  =  2,485  cm, 

und  aus  dem  in  Ähnlicher  Weise,  wie  das  Volumen  der  Xi>- 
mem  bestimmten  Volumen  der  Poren  des  Diaphragmas 
den  angegebenen  Dimensionen  desselben  die  Constante: 

a  »  0,46. 


« 
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Die  letztere  kann  keinen  Ansprach  auf  grosse  Genauigkeit 
maohen.  Bei  Anwendung  von  Sanerstoff  ergab  sich  schon  ein 
um  ungefähr  acht  Procent  grösserer  Werth ,  als  bei  Anwen^ 
dnng  von  Wasserstoff,  was  auf  eine  Mitwirkung  von  Absorp- 
tionserscheinungen schUessen  Iftsst.  Indess  spielt  die  CSonstaate 
bei  der  Bereohmmg  der  Versncbe  mit  zwei  Gasen  gar  keine, 
und  bei  einem  einzelnen  (Jase  nnr  eine  so  geringe  BoUe^  dass 
noch  grossere  als  acht  Procenl  betragende  Abweidinngen 
keinen  wesenttiohen  Einflnss  aof  die  Besnltate  haben. 

Die  Factoren  znr  Bednetion  der  Spiegelablenknngen  in 
Qoecksflberdmck  erhielt  ieh,  indem  gleiehzeitig  jene  Ablen- 
kungen für  die  beiden  Kammern  und  der  Dnick  am  Qneck- 
silbermanometer  gemessen  worden,  wfthrend  in  den  Kammern 
und  der  mit  denselben  ooramuniarenden  Böhre  des  Mano- 
meters Terschiedene  Drucke,  zwischen  0  und  IQOO  mm  Queck- 
silberhöhe, hergestellt  waren.  Aus  diesen  Messungen  ei  gaben 
sich  alsdann,  dnrcli  Berechnung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  die  Constauten  fx  und  r  der  Gleichung: 

in  welcher  H  die  auf  0**  C.  reducirte  Höhe  der  die  Druckdif- 
ferenz zwischen  dem  Gase  in  den  Kammern  und  der  äusseren 
Atmosphäre  messenden  Quecksilbersäule,  und  ä  die  entspre- 
chende Spiegelablenkuii^'  bedeutet.  Die  Messungen  wurden 
bei  annähernd  der  gleichen  'rem])eratur  vorgenommen,  welche 
während  der  Dilfusionsversuche  bestand.  Es  ^gab  sich  £Ur 
die  Kammer  Äy  bei  negativen  Werthen  von  d: 
H  =  3,0947  d  -h  0,000  092  02  d*, 
mit  Abweichungen  der  berechneten  von  den  am  Quecksilber- 
manometer  beobachteten  Dracken  zwisdien: 

—  1,0  und  +0,6  mm, 
und  bei  poeiti?en  Werthen  von  d: 

3,1 173  d  --0,000  »17  8  tP, 
mit  Abweichungen  zwisdien: 

—0,3  und  +0,2  mm; 
sodann  fllr  die  Kammer  Ä"f  bei  negaäTen  Werthen  Ton  4i 

ir-  2,.2546d  +0,0000002020(1*, 
mit  Abweifihungen  swischen: 

—0,6  und  +0,5  mm, 

5* 
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und  bei  poaitiTen  Werthea  von  d: 

2,25644{  -0,000097  50<<>, 
mit  Abwetchnngen  zwischen: 

—0,8  und  +0,2  mm. 
Die  Toratehenden  WerÜie  Ton  ^dienten  dam,  ans  den  Spugd- 
ablenkongen  nnd  dem  Barometentande  die  Dracke  in  dm 
Kammern  des  Diffosiometers  zu  berechnen. 

Es  worden  DiAisionsrersoohe  angestellt  mit  den  Gases, 
Wasserstoff  nnd  Sauerstoff;  sie  femden  statt  in  wnem  Sontsm^ 
räume  meines  Laboratorinms,  in  welchem  dieTemperatar  dnrdi 
Regulirung  einiger  Gktsflammen  leicht  innerhalb  ziemlich  enger 
Grenzen  constant  erhalten  werden  konnte.  Sie  betrug  zwischen 
13,4  und  13,8"  C. 

Der  Wasserstoli"  wurde  dargestellt  ans  küuliichem,  soge- 
nanntem chemisch  reinen  Zink  nnd  verdünnter  Schwefelsaure 
unter  Zusatz  einiger  Tropfen  Platinohlorid  behufs  besserer  Ent- 
wickelung  des  Gases;  der  Sauerstoti"  aus  übeniiangansaurem 
Kali  und  Wasserstoff hyperoxyd.    Jedes  der  Gase  wurde  in 
Waschtlaschen  gereinigt  und  vor  dem  Einströmen  in  das  Dif- 
fusiometer  in  U- förmig  ge])ogenen,  abwechselnd  mit  wasser- 
freier Phosj)]iorsilure  und  dünnen  Schichten  Glaswolle  gefüllten 
Röhren  getrocknet.   'Vor  jedem  der  beiden  Trocken apparate  j 
befand  sich  ein  Dreiweghahn  von  Glas,  welcher,  je  nach  seiner  j 
Stellung,  das  aus  der  fintwickelungsflasche  kommende  und  |re- 
reinigte  Gas  entweder  in  den  Trockenapparat  eintreten  oder, 
diesen  absperrend,  unter  Wasser  in  die  Luft  entweichen  lie^s. 
Letzteres  geschah  stets  ein  bis  zwei  Stunden  lang,  bevor  das 
Gas  zum  Diffnsionsversnche  gebraucht  wurde.    Die  schüess- 
liehe  Füllung  eines  der  B&nme  des  Diffnsiometers  mit  dncB 
der  Gase  fand  i^laH^nn  statt,  indem  der  betreffende  Baun  bmI 
alle  ftbrigen  nicht  dnrch  Hfthne  anssnseUiessenden  Biane 
Apparates  bis  zu  dem  oben  erwihnten  Drehrei^iahn,  mft  ^ 
Lnfipampen  dreimal  möglidist  leer  gemadit  imd  wisder 
dem  Gase  geflült  wurden. 

Ein  am  Trockenapparat  angebrachtes  Bohr  mit  Glsswolk 
gestattete,  dnroh  Oeffiien  eines  Hahnes,  den  bei  der  FÜfaBV 
einer  der  Kammern  oder  des  G3rp>diaphragnia8  mit  Gsf  Ii 
diesen  Bftomen  entstandenen  üebefdmdc  mit  der  laMerti 
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Atmosphäre  auszugleichen,  ohue  Gefahr  des  Jbiiiidnageiis  Ton 
atmosphärischer  Luft  iu  das  Difiiisiometer. 


19.  November  1883. 
mit  WasserstoE    G}i)sdiaphragma  mit  Wasserstoff 


Versuch 

gefüllt.  Temperatur  in  der  Kammer 


9f  fl 


f9 


unverändert 
13,8«  C. 


Zdt 


o  S  § 

Spiegelab- 
lesungend. 

Spiegel- 

Drucke 

»-2 

2  o 

d.  Zeit, 
Min.  ^ 

1 

i*j  g  CO 
CS 

Ä'  1 

1  <r 

p,  1  p.. 

SO 

1^ 


1465,3(511,71    -    I    _    '  -  I  _  I 
Kammer  A"  luftleer  gemacht 


l-l 


759,1 

759,1 
759,0 
759,0 
758,9 
758,9 


0,7 
1,6 


764,5 


Ganzer  Apparat  mit  Wasserstoff  gefüllt  unter  dem  Druck  der  Atmosphäre. 
10h24'j  — 

10^811  759,1 
769,1 

85' 

87 
40 
46 

53 

Iii»  1' 
12 


465,5|175,8|    1^0  f— 886,4  759,1 
DiAvionahaliii  geOAMt  759,1 

434,1  218,51—  81,4|— 298^868,0 

417,71240,5  —  47,8  — 271,2611,4 
398,8  266,6 
373,0  300,3 
357,4  821,2 


348,7 


1 


758,8  |344,1 

Dt» 


332,8 
339,1 


97,91764,2 

147,6'764,5 


—  67,2  —245,1  551,4206,3  764,7 

—  92,5 —211,4  473,5  282,4  764,7 
—108,1  —190,5|425,5  329,4  764,9 
—116,8|— 178,9  398,5j355,4  764,5 
—121,4—  172,6  384,4,369,7  765,1 


0 

—757,8 

8 

—564,1 

27,54 

5 

—463,8 

27,53 

8 

—345,1  27,60 

14 

—191,1 

27,65 

21 

—  96,1 

27,63 

29 

—  43,1 

27,77 

40 

-  14,7 

27,70 

—  1485,5 


mit  te  Atmoeph&re  in  Verbindung  geaetat 


511,7 


I 


Mittel  |27,68 

Nachdem  die  Räume  des  DifFusiometers  in  der  für  den 
beabsichtigten  Versuch  geeigneten  Weise  vorbereitet  waren, 
wurde  zu  einer  bestimmten  Zeit  der  Diffusionshahn  geöffnet, 
und  dann,  ausser  den  Thermometer-  und  Barometerständen, 
die  Spiegelablenkimgen ,  und  zwar  diese  gleichzeitig  von  zwei 
Beobachtern,  sowie  die  Zeitpunkte  dieser  Beobachtungen  be- 
stimmt. Um  die  Beechreibung  des  Versuches  zu  vervollstän- 
digea,  möge  das  Torstdiende  FrotoooU  (p.  664)  eines  solehen 
dienen. 

Die  Barometerstände  sind  nur  tum  Tbeil  direct  gemessen, 
die  ttbrigen  interpolirt  Die  Spiegelablenkmigen  d'  und  d"  er- 
geben sieh  aus  den  Spiegelablesungen  mit  Htife  detjenigen 
fbr  die  Gletefagewichtslage  der  Druckplatten,  welche  im  An&ng 
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und  am  Ende  des  Venndies  notirt  sind.  Die  Drucke  vnd 
P"  folgen  ans  den  dnidi  die  Torbin  an^losteUten  BednctioDi- 
fomeln  sich  ergebenden  Werthen  von  E  nnd  den  Baremetop- 
etSnden.  Die  Gonetantey  welche  zur  Gontrde  des  Inftdiditea 
Yerschlnsses  wBhrend  des  VerancheB  dient,  folgt  ans  der  daba 
stattfindenden  Gonstanz  der  Snmme  aller  in  den  munnen  dei 
Diffdaaometers  enthaltenen  Gasmengen.  Sie  ist  in  dem  obiges 
Falle  Air  die  Zeit  Nnll: 

p '  _i  ^  p j_  ^  p ' 

und  für  diu  übrigen  Zeiten: 

-t     y  .^     +    y.   2   i 

WO  V  das  Volnmen  der  Poren  des  Diaphragmas  bedeutet.  Die 
kleinen  Abweichungen  untereinander,  welche  diese  Warthe 
zeigen,  tiberschreiten  nicht  die  Fehlergrensen  .bei  der  Bedae- 
tion  der  Spiegelablenkongen. 

Die  WerUie  von  P'  nnd  P^  für  die  Zeit  Nnll,  also  P; 
und  P/'  ergeben  sich  aus  den  unmittelbar  Torher  gemachtes 
Messungen.  Ffir  diejenige  Kammer,  welche  das  Q^a  unter 
dem  gleichen  Drucke  enth&lt,  wie  das  Gypsdiaphragma  nad 
der  kleine  Ranm  des  Difiusionshahnes,  o  Fig.  1,  findet  m 
Augenblicke  des  Oeffnens  dieses  Halmes  keine  DrndEindemog 
statt;  in  die  leergepumpte  Kammer  strömt  dagegen  sofort  du 
Gas  aus  dem  entsprechenden  kleinen  Räume  ein  und  erzeugt 
dadurch  eine  Druckerhöhung,  weklie  nocli  nicht  von  der  Dtf» 
fusion  herrührt.    Sie  beträgt  in  deiu  obigen  Falle  0,8  mm. 

Die  letzte  Columne  enthält  die  aus  den  verschiedenen 
Druckdiflerenzen  P"  —P'  und  entsprechemien  Zeiten  /  sich  er- 
frebeiiden  Werthe  des  I  )itVusionscoe£ticieuteü  k,  Sie  smd  l>e- 
recimet  mit  Hülle  der  Gieicliung: 

h  s  ^ (P»  —     -  log ' ^  -  PQ -  OtOOQ* 

0,001  045 1  * 

welche  ans  der  Gleichung  (19)  des  Hrn.  Kirchhoff  folgt 
wenn  man  darin  nur  das  erste  Glied  der  Summe  bttrilokiicb- 
t%t')  £b  wird  dadurch: 

Ij  Da»  zweite  Glied  ist  schuu  kleiner  wie  I/IO*®  de«  ersten. 
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1  8'  B"  * 

worin:,  N-1  +  yrpyi' 

und  k  =  0,10068,  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleidiung: 

ist.  Mit  Benutzung  der  schon  angeftkBrten  Werthe  der  Goo- 
stanten  V*^  V'%  A  und  «r  ergibt  sieh  hieraus  die  obige  zur 
Berechnung  Ton  k  benutzte  Gleichung,  in  der  die  Logarithmen 

Briggische  sind. 

Die  für  Druckdifferenzen  zwischen  564  und  15  mm  ge- 
fundenen Werthe  von  k  bei  dem  mitgetheilten  Versuche  sind 
so  weni^^  von  einimder  verschieden,  dass  dadurch  das  Gesetz 
der  Prop<u  ti<»ii;ilität  von  Diffusionsgeschwindigkeit  und  Druck- 
diflerenz  bestiitigt  wird.  Das  Gleiche  zeigte  sich  bei  einem 
zweiten  Versuche  mit  Wasserstoff.  Derselbe  wurde  so  aus- 
gcliilirt,  Mrie  der  erste,  nur  war  statt  der  Kammer  Ä  die 
andere  A"  mit  Wasserstoff  gefüllt.  Ich  erhitlt  aus  dem- 
selben bei  Temperaturen  der  ivaouneni  zwischen  13,8  und 
13,7*»  C,  für  die 

Zeiten:       8                   8         14       Sl       99  40  Min. 

und  Dnick- 

difierenzen:     561,1      460,0     341,7     187,8  93,4     42,3  13,9  mm 

ifca      27,86   .  27,88     27,87     27,96  27,99    27,96  28,06 
im  Ifittd  i^->S7,M, 

'  also  aus  beiden  Versuchen  zusammen  im  Mittel: 

27,78, 

welcher  Werth  bei  der  Berechnung  der  späteren  Versuche  mit 
Wasserstoff  und  Sauerstoff  als  Diffu8ionscoe£dcient  des  ersteren 
gegen  das  G^'psdiaphragma  benutzt  wurde. 

In  der  Gleichung  (19)  des  Hrn.  Kirchhoff  ist  die  an- 
fängliche Gasyertheiiung  im  Qjpsdiaphragma  berQcksichtigt. 
Um  ein  Urtheil  zn  geimmen  Aber  den  Eiinfluss  dieses  Um- 
standes  auf  die  Resultate,  habe  ich  aus  dem  zweiten  Yer- 
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suche  mit  Wasserstoflf  die  Werthe  von  k  ebenfalls  nach  der 

Gleichung  (8)  des  Hrn.  Kirchhoff  herechnet,  bei  welcher 
keine  Rücksicht  auf  das  Diaphiagma  geuommeu  ist.  Die 
Gleichung  heisst: 

wo:  + 

Es  ergeben  sich  damit  die  Werthe: 

k  =  27,92    27,90    27,88    27,94    27,97    27,94  28,05 
gegen  k  =  27,86    27,88    27,87    27,96    37,99    27,96  2SJß\ 
ftlr  die  Zeiten:    8         5         8        14       21       29        4U  Minte^ 

also  nur  sehr  geringe  Unterschiede. 

Aus  zwei  Versuchen  mit  Sauerstoff,  der  erste  bei  Tem- 
peraturen zwischen  13,4  und  13,6®  der  zweite  bei  der 
Temperatur  jm  18,7®  0.  und  ganz  analog  de^jenigea  wi 
Wasserstoff  aogesteUt,  folgte  für  die: 

Zeiten:  8  8  16  i8  44  M  89  lltlii. 
und  Dmok- 

aSknama:    690,1  592,8  463,5  820,9  196.3  106.4  49,6  10.6  mm 

8,696  8,600  8,622  8.618  8,622  8,618  8,610  8,636 
im  Mittel  k  =  8,628. 

und  fttr  die: 

Zeiten:       3  8  16       28  44  64  89  119 

und  Dittok- 

diftrauMi:  691,7  884,7  ^M,^  t99ß  101,8  «V8  i^lm 

km    8,688   8,604   8,523   8,531   8,681  8,678  8,674  8i8ll 
im  Ifittel  ifc-8,661, 

datier  ans  beiden  Vemiolien: 

im  IfitM  8,690 

als  Diffusionscoefficient  für  Sauerstoff.    Auch  diese  VcWBflb 

bestätigen  das  Proportionalitätsgesetz. 

Nachdem  so  die  Difinsioiiscoefticienten  der  beiden  Ga* 
gegen  das  (Tvpsdiaphragma  gefunden  waren,  konnte  zu  Ver« 
suchen  gescliritten  werden,  bei  denen  beide  Gase  gleichieitig 
von  den  beiden  Seiten  des  Diaphragmas  her  durch  dasselbe 
diffundirten.  Sie  landen  in  ganz  ähnlicher  Weise  statt,  wie 
die  mit  den  einzelnen  Gasen,  nur  dass  dabei  beide  Kammern 
mit  Gas  unter  dem  Drucke  der  Atmosphäre  gefUUt  wuniefi> 


Diftuk«  von  Gam  doseh  eine  povSw  Wand.  78 

Bei  dem  ersten  dieser  Versuche  war  die  Kammer  J.'  mit 
Wasserstoff,  A"  mit  Sauerstoff  und  das  Gypediaphragma  mit 
Wasserstoff  geftUlt  Die  Temperatur  blieb  constaat  in  beiden 
Kammern  18,7^  G.  Es  eigab  sieh  für  die: 

Zeiftn:    01284579  Min. 
der  DrockF:  749,9   744,0  789,4  785,0  780,7  727,0  720,5  714,6  nun 
„     „    P't  749,9  756^8  760^  765,0  768,9  778,5  779,8  784,6  „ 

Zeiten:    12       16       22       88       40       46       59       74  Min. 
der  Druck  P' :  707,5    700,7    694,7    6d0,6    691,2  692,5  697,1  703,2  mm 
„     „    F't  791,4  796,8  804,8  808,5   808,8  807,0  808,6  796,8  „ 

Zeiten:    104      149      209      269      329      389  Min. 
derDruckP':  715,0    727,6    738,1    744,1    746,3    748,5  mm 
„      „     F':  785,3    772,8    763,0    757,5    754,1    T52,Ü  „ 

Bei  einem  zweiten  Versuche  war  die  Kammer  Ä  mit 
Sauerstoff,  Ä"  mit  Wasserstoff  nnd  das  Gypsdiiq^hragma  mit 
Sanentoff  geflült.  Die  Temperaturen  sohwankton  swisohen 
ISfi^  nnd  18,8<>  C.  Idi  &nd  für  die: 

Zeiten:    0        1        2        8        4        5        7  Minuten 
deaDradcP':  755,4  760^7  765>4  769,7  778,7  777,8  784,5  mm 
„      „    F's  755,4  75(^0  745,5  741,8  787,0  788,8  786,9  „ 

Zeiten:    9       18       16      81       86       80      84  Minuten 
den  DniekP':  790^7  798,8  805,0  810^6  818,7  816^  815,6  mm 
n      „    F":  781,0  714,8  707,6  708,8  699,1  697,7  697,8  „ 

Zeiten:   85      86      40      46      60      90      180  Minuten 
deaBniflkF:  815|6  815,6  815,8  818,7  809,8  786,8  786»4mm 
„      „    P'z  697,8  697,8  697,7  699,1   704,0  715»6  785^9  « 

Zeiten:  180     810     800     870  Ifinnten 
denBraekF:  778,6  764»7  760^4  758,7  mm 
„      n    F'i  789,0  747,1   751,0  758,4  „ 

Zur  Berechnung  des  Diflfusionscoefficienten  k  für  die  freie 
DiÜiisioii  der  beiden  Gase  aus  diesen  Versuchen  diente  die 
Gleichung  (21)  des  Hm.  Kirclihoff: 

In  AA_3/„^3j 

W  »1  -  Pi'        +  r,)  +  -  ^ 

ui  welcher»  ftr     =  77,  17: 
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K 

ist   Hierin  bedeutet: 

n  den  in  beiden  Kammern  gieiöhen  Druck  mr  Zeit  NiU; 
s  760  nmi  den  Normallnftdraek; 

ky^j     die  DiffndonscoSffidenteD  der  6«8e  in  den  Kui- 

mem  Ä  und  -4"  gegen  das  Gypsdiaphragma; 

r',  n',  F  und  A  die  schon  bei  den  Versüchea  mit  den 
einzelnen  Gasen  benutzten  (\)iistanten; 

U  die  Difidenz  der  Drucke  in  den  Kammern,  d.  i.  i*'— 
f&r  irgend  eine  Zeit  und 

W  das  bestimmte  Integral 

0 

ü  ergibt  sich  fibr  die  Beobachtnngsseiten  nnmittelbar  aai 
den  entsprechenden  Dmdran,  flr  dazwischen  liegende  Zeitai 
durch  Interpolation,  d  Ufdi  mit  Hülfe  Ton  Interpolationsfofsh 
mid  W  dnrcfa  mechanisdie  Quadratur. 

Für  die  Zeit  Null,  wo  U=0  und  W=:0  sind,  folgt  an- 
der transceudenten  Gleichung  zur  Bereclmung  von  k  die  Glei- 
chung (28)  des  Hrn.  Kirch  hoff: 

dt  -^"p^k  +  JZk,^ 

sowie  ftr  die  Zeit  des  Mazimiims  yod  ü,  die  in  beiden  Ter» 
suchen  85  Ifinnten  war,  nnd  bei  welcher  dUfdi  ■>  0  ist,  dii 
Gleichnng  (80): 


 flr+^V 

 /F  dU  U\ 

ikt-\)Po  [k,dt  +  jj' 
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YennittelBt  der  wie  Tdrluii  erwSlmt  zu  berechnenden  nnd 
der  schon  frtther  bestimmten  Werthe,  ergab  sich  ans  den  an- 
gefthrten  Gleiohimgen  fta: 

dieZoitoi««   0      8       9       IS     86     59  lOAlfin. 
ant  d.  «nten  Yen.  kp.  =  8484;  8878;  8158;  8006;  8616;  8785;  8615 

„    „  zweiten         kp,,  =  3193;  3200;  8238;  3000  ;  2807;  2744;  2668 
im  Mittel  kfi^  -  8814;  8889;  8196;  8003  ;  2812;  8784;  8684. 

Die  grösseren  Abweichungen  bei  den  fdr  die  ersten  Zeiten 
ans  den  beiden  Versndien  gefundenen  Wertfae  Ton  kp^  rühren 
wahrscheuüich  von  dem  Umstände  her,  dass  bei  der  Ikitwicke- 
Inng  der  Gleichnng  fbr  k  keine  Bllcfcsidit  auf  den  Anfimgs- 
zustand  des  Gfypsdiaphragmas  genommen  wurde.  Das  Dia- 
phragma und  die  kleinen  Bftume  im  Diffusionshahn  sind  ein- 
mal ganz  mit  Wasserstoff  nnd  das  andere  mal  ganz  mit 
Sauerstoff  geftUt  worden,  um  so  durch  Anwendung  der  beiden 
extremen  Fllle  die  beiden  entgegengesetzten  Grenzen  des 
Fehlers  jener  Vernachlässigung  zu  erhalten. 

In  dem  obigen  Resultate  zeigt  sich  nun  znnftchst,  dass 
kp^  keine  c(»ii->t;iiito  (xrösse  ist.  Die  Werthe  tiir  dieselbe  in 
den  verschiedenen  Stadien  des  Dirt'usionsversuches  weichen  viel 
mehr  von  einander  al),  als  dies  bei  Versuchen  über  die  freie 
Diffusion  von  Crasen  schon  get'iinden  wurde.')  Sodann  ist  selbst 
der  grösste  der  obigen  Werthe  von  /,•/>,  noch  immer  unver- 
gleichlich kleiner  als  derjenige,  welchen  Hr.  Loschraidt*)  für 
die  Gase,  Wasserstoff  und  Sauerstofl",  bei  nahe  der  gleichen 
Temperatur,  13"  C,  durch  directe  Versuche  erhalten  hat.  Bei 
dem  von  ihm  ^  jp^^  744,ö  mm  gefoudeneu  Werthe: 

k  -  0,2966 

liegen  Meter  und  Stunde  als  Einheiten  zu  Ghrunde.  Wird 
derselbe  auf  die  hier  gewählten  Einheiten,  Centimeter  und 
Minute,  reducirt,  abo  mit  100*/60  muHipilicirt,  so  fidgt: 

k  »  49,43  und  kp^  =  36786 , 

mithin  noch  mehr  wie  zehnmal  so  gross  als  der  grösste  der 
oben  angefahrten  Werthe. 

1)  K.  Waitz,  Wied.  Ann.  17.  p.  201.  1882,  und  A.  T.  Obermayer, 
Wien.  Her.  8r>.  p.  748.  1882.  87.  p.  188.  1883. 
2j  Loechmidt,  Wien.  Ber.  61.  p.  376.  1870. 
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Die  Theorie  des  Hrn.  Stefan  für  die  Diffusion 
zweier  Gase  durch  eine  poröse  Wand  ist  hierna:!. 
durch  meine  Versuche  nicht  bestätigt  worden.  Sie 
involvirt  die  Voraussetzung,  dass  die  freie  Difiaaum  zväei 
Gase  in  den  sehr  kleinen  Bftamen  des  porOsen  Korpers  gerade 
80  vor  sich  gehe,  wie  in  grossen  Räumen.  Es  schämt  än, 
nach  den  erhaltenen  ßeeiiltaten,  nicht  der  Fall  zu  seio. 

Die  beiden  DifiasionsTennche  mit  Waseeratoff  und  Soff»  ^ 
Stoff  wurden  fortgesetzt,  der  erste  bis  zat  Zok  t  889Mi]iitei, 
der  zweite  bis  snr  Zeit  I    STOlÜBniML  DbeqIi  mefhiiiiffci 
Qnadntiir  erlUUt  man,  aibgesehen  Tom  Yoneiclien: 

988 

^8»  =  /  üdt  s  16480  für  den  ersten 

0 

S70 

und  TTgTo  ^  f  Udt=  16390  fOr  den  zweiten  Versack. 

0 

Nach  Hm.  Eirchhoff  ist  das  zwisofaen  der  Zeit  I  and  der 
Zeit  CO  fbhlendei  durch  Beobachtung  nicht  an  eimitfcBhidi 
StBek  der  Fliehe  W  für  growe  WerÜie  Ton  t  amdüiend: 

und  hierin:  ^ 

Jl^  ^  FJ  f  1    ,  ^ 

Mit  HlUfi»  Ton  kp^  »  2600,  welchem  Wertiie  aioh  %  «i^ 
wachsender  Zeit  nähert,  iblgt  ans  dimn  GHeiciMwy«  jß^  ' 
xelatiT  nnr  kleine  Sllldc  der  FlAche  fllr  die  Tenadie: 

I  n 

W^^Wt  «    440  570 

I 

und  dann  ^«    / «  16920  16960| 
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während  diese  Werthe  nach  der  Theorie,  der  Gleichung  (31) 
dee  Hm.  Kirchhoff  gemäss: 


Die  Annahme  Ton  hp^  «  2500  in  der  Gleichnng  ftkr 
ist  eine  mehr  oder  weniger  willkQrliche;  1>ei  einem  anderen, 
wesentlich  dayon  verschiedenen  Werthe,  z.  B.  kp^  ==«  2814 
werden  die  Zahlen  für  IT^  nm  40,  resp.  60  Einheiten  Ter- 
kleinert.  Eine  weitere  Unsicherheit  liegt  in  der  Annahme 
▼on  Uf,  Es  sind  bei  der  obigen  Berechnung  die  grössten 
beobachteten,  d.  h.  die  letzten  Zeiten  zu  Grunde  gelegt  worden. 
Werden  statt  dessen  die  vorletzten  genenimen,  so  ergibt  sich 
für  den  ersten  Versuch  ein  um  40  Einheiten  grösseres  und 
für  den  zweiten  ein  um  74  Kinlieiten  kleineres  W  .  Da 

OD 

diese  Differenzen  indes  relativ  klein  sind,  so  wird  immerhin 
eine  gute  Uebereiii^timmung  zwischen  den  beohacliteten  und 
niul  theoretisch  getiindenen  Werthen  der  Fläche  bestehen 
bleiben.  Hierbei  handelt  es  sich  freilich  nur  um  einen  spe- 
ciellen  Fall  der  Theorie,  bei  dem  gerade  das  charakteristische 
derselben,  der  Einihiss  von  k,  dem  Coöfficienten  der  freien 
Diffusion,  verschwindet.  Auch  die  ältere  Theorie,  welche 
Hr.  Bunsen  benatztey  führt  zu  der  Gleichung: 


Bei  dieser  Theorie  ist  aber  gar  keine  Rücksicht  geiioninien 
auf  die  Widerstände,  welche  die  beiden  Gase  im  Inneren  des 
porösen  Kraters  hvi  ihrer  Durchdringung  einander  entgegen- 
setzen, während  die  hier  mitgetheilten  Versuche  ergeben  haben, 
dass  diese  Widerstände  noch  sehr  viel  grösser  sein  milsseiii 
als  sie  die  Theorie  des  Hm.  Stefan  voraussetzt. 


=      -  M  nVJ  -  16989  und  17068 


sind. 


Digitized  by  Google 


78 


G.  Kirohhoffi 


6.  Zur  Theorie  der  Diffusion  von  Unsen  darek  «ÜM 
poHtoe  Wand;  toh  €b.  KircJikoff. 

Wied.  Ann.  Bd.  81,  p.  569-^75^  1884. 

Hr.  Stefan  hat  iu  seiner  Abhandlung  ,.über  das  Gleidh 
gewicht  und  die  Bewegung,  insbesondere  die  Diffusion  tob 
Gasgemengen'' ^)  für  die  Diffusion  zweier  Gase  durch  efatf 
poröiBe  Wand  die  folgenden  Gleichimgen  au^eeteilt: 


Sie  beziehen  sich  auf  eine  BewQgong  der  beid^  Gase  nadk 
der  Bichtung  der  x-Axe  im  Inneren  der  Wand  oder  dei 
„Diaphragmas'',  ist  der  Druck,  den  die  zur  Zeit  t,  an  dm 
durch  den  Werth  Ton  x  bestimmten  Orte  in  der  YoUebmd- 
einheit  befindliche  Menge  des  erstm  Gases  ansfibea  wftade. 
wenn  sie  allein  in  diesem  Volumen  voriianden  wSze.    Ist  P. 

m 

der  Partialdruck  des  ersten  Ghuies  ausserhalb  des  Diapbrw- 

raas.  80  ist  für  die  Oberfläche  dieses  p^^^aP^;  es  bezeichnet 
nämlich  a  den  Bruchtheil  des  Volumens  des  porösen  Körpers, 
den  die  Puren  eiiuiehnien.  und  es  ist  vorausgesetzt,  dass  eint 
Condensation  des  Gases  in  diesen  nicht  stattfindet.  t\  ist  da? 
bei  dem  beliebig  zu  wählenden  Norniahlrut  k  und  der  Tem- 
peratur des  Versuches  gemessene  Volumen  der  Menge  de? 
irrsten  Gases,  welche  durch  eine  auf  der  Richtung  von  r  senk- 
rechte Flächeneinheit,  zur  Zeit  t.  an  dem  durch  j  UestinimteL 
.  Orte,  in  der  Zeiteinheit,  nach  der  Seite,  nach  der  x  wachst 
hindurchtritt.  Die  analoge  Bedeutung  haben  ^2  ^^^^  ^« 
das  zweite  Gas.  Ic^  und  sind  die  Diffusionscoefficienten  de- 
ersten  und  des  zweiten  Gases  gegen  da^s  Diaphragma,  k  i^' 
der  DiffusionscoSfi&cient  der  beiden  Gktse  gegeneinander  htm 
Nonnaldruck  k^. 


l)  Stefan,  Wien.  Ber.  6t.  p.  68.  1671. 


(1) 


(2) 
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Zu  diesen  partiellen  Differentialgleichungen  kommon  zu- 
nächst gewisse  Bedingungen  hinzu,  die  sich  auf  die  OberÜäche 
des  Diaphragmas  beziehen.  Es  seien  dieses  die  Ebenen  ssQ 
und  2  B  J.  Auf  jeder  Seite  befinde  sich  ein  abgeschlossener 
Baum,  eine  Kammer,  in  der  die  beiden  Gkkse  gleichmässig 
dnroheinander  gemisclit  sind.  Die  Kammer,  die  an  die  Fläche 
o^sbO  stössty  habe  das  Volnmen       die  andere  das  Volumen 

ein  jedee  Ton  diesen  soll  gemessen  sein  durch  die  Länge 
einer  B6hie|  die  dasselbe  Volnmen  bedtst,  nnd  deren  Qner- 
sofanitt  c^eioh  dem  Querschnitt  des  Diaphragmas  ist  Be- 
seichnen  dann  P/,  P,',  P,"  die  Partialdroeke  der  beiden 
Gbse  in  den  beiden  Kammern  zur  Zeit  t,  so  mnss: 


(8) 


1  d(FP,0 


sein. 

Noch  setze  man: 

Pj+Pj-P-,  Pi"+P,"»P^, 

sodass  P^  den  Ghwammidmck  in  der  ersten,  P^  den  In  der 

zweiten  Kammer  bedeutet.  Bei  den  Diffusionsrersnchen,  welche 

B Unsen  in  seinen  „Gasometrischen  Methoden'*  besclirieben 
hat,  waren  P  und  /*"  constant.  hier  ist  der  Fall  ins  Auge 
zu  fassen,  dass  V  und  V    constant  sind. 

Endlich  sind  diejenigen  Gleichungen  zu  erfüllen,  die 
ausdrücken,  dass  die  AulAngsvertheilung  der  (jase  eine  ge« 
gebene  sei. 

2.  Man  kommt  auf  den  einfacheren  Fall  der  Diffusion 
eines  Gases  durch  ein  Diaphragma,  wenn  man      =  0  und 
s  0  setzt.   Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergeben  dann: 

nnd  die  Gleidrangen  (8): 
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Für  den  Fall,  dass  Pj'  und  Pj",  d.  b.  die  Drucke  in  de: 
beiden  Kammern  constant  erhalten  werden,  kann  mau  diesen 
Gleichungen  bei  der  Annahme  genügen,  dass  und  m 
der  Zeit  unabhängig  sind,  der  Vorgang  in  dem  DiaphragmÄ 
also  ein  statiomirer  ist^  es  musB  dann  auch  von  x  ttoab- 
bängig,  also: 

(6)  j^t^WDMt^^n^x 


Bern.  Sogleich  nadi  dem  Beginne  der  Diffosion  kam 
stationSre  Zustand  nnr  emtreten,  wenn  die  An&ngsrertiMihm 
des  Oases  dieser  Gleidlrang  gemftss  ist;  ist  das  nidit  kt 
VtJlj  so  irird  aber  der  Einflnss  der  Anfimgsvertheihiiig  be 
den  Verliftltnissen,  die  bei  den  Versodien  wwiddidit  ni  m 
pflegen,  sehr  sohnell  abnehmeni  nnd  der  Zustand  der  SMnmf 
Ton  diesem  stationftren  bald  nnr  nnmeriUich  TersdiiedA  mb> 
Sind  nicht  die  Drucke  P/,  P^'\  sondern  die  Tolaiini 
Y'  constant,  so  ist,  genau  genommen,  ein  statkiaiicr 
Znstand  (ausser  dem  der  Ruhe)  nicht  möglich;  näherong^ 
weise  wird  man  aber  in  jedem  Augenblicke  die  Strömuaf 
im  Diaphragma  als  derjenigen  stationären  Strömung  gleici 
annehmen  dürfen,  die  stattlinden  würde,  wenn  die  Drucke 
Pj',  Pj"  hinreichend  lange  die  Werthe,  die  sie  augeubljrkii-3 
besitzen,  gehabt  hätten.  Auch  für  den  Fall,  dass  V  und  T 
constant  sind,  darf  man  dann  aus  den  Gleichnnsen  (4) 
(Tleichung  (6)  folgein,  mit  deren  Hülfe  die  (Gleichungen  (5)  ^ 
ergeben: 

d(P/  —  Px)  ^'i  / p '    p "\ 

dt  VJ  ^1  ^' 

wo: 

gesetzt  ist^  also: 

(8)  Pi  -Pi'  -J?«  ^'  , 
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WO  B  eine  GonstMite  bedeutet,  und  swar  den  An&ngswerÜi 

▼on  P/— P/'. 

Der  Fehler  dieser  Gleiehnng  Iftsefc  eich  tlieoretisch  be- 
nrÜieilen,  da  filr  den  Fall,  daas  V  und  V"  oonstant  aind, 
sich  die  genaue  Löanng  der  Qleiofaangen  (4)  nnd  (5)  finden 
Iftsst,  bei  welcher  ftlr  I  0  der  Bmok  einer  beli^lHg  ge- 
gebenen Fonotion  Ton  x  gleich  wird. 

Setzt  man: 

(9)  6'  =  f, 

80  gibt  die  Elimination  Ton    ans  den  beiden  Gleicihnngen  (4): 

uad  die  öleichongeu  (5)  geben  die  Greuzbediugimgen: 

(11)  für«  =  0  ^  =  a»t'^,für«  =  J  ^--a«*'^, 
die  sich  anch  schreiben  lassen: 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  leicht  auf  dicjeuigeu  zu- 
rttckfiUiren,  die  ein  bekanntes  Problem  der  Wftrmeleitnng 
anssprecben.  Macht  man  n&mlich: 

(12) 

SO  werden  sie  "dt  ^ 

ftr«-0  i~^h'&,  ftra-J  f^«-^^, 

ox  ox 
und  das  sind  die  (illeichungen,  denen  die  Temperatur  &  in 
einem  Körper  genügen  muss,  der  durch  die  Ebenen  x  0 
nnd  X  =  J  begrenzt  ist  und  in  diesen  Ebenen ,  denen  eine 
Terschiedene  äussere  Leitongsfähigkeit  zukommt,  seine  Wärme 
an  eine  Umgebung  von  der  Temperatur  Mull  abgibt  Die 
Gleichungen  werden  erfüllt  durch: 


(13)  {^^:sji.x.6 

wo  die  Summe  so  su  bflden  ist,  dass  ftr  n  alle  gansen  Zahlen 

Klf\h0tt,  ClHWiiBilH  AhhMflB^io.  VmMng.  6 


Digitized  by  Google 


82  G.  KiiGhho£ 

von  1  bis  CO  gesetzt  werden;  eine  willkürliche  Consumk 
bezeiclmet; 

(14)  Xn^  ^  V,  fcog^H-ilrin^^ 

ist,  ilj,  A^,  ...  die  ikrar  GrÖSM  nach  geonÜMtoi»  poath« 
Wnnela  der  Gleichnng 

(16)  (A-ff£)tg/  =  /3'  +  ^" 

bedeuten,  und 

(IH)  ß'^b'A,  ß"^b"A 

gesetzt  ist. 

Die  ConstfUiteiL       bestimmen  sich,  wenn  i9  für  /  =  Ö 
als  Function  von  x  gegeben  ist  Es  sei  diese  Fanctioii 
so  muss  die  Gleichung: 

erftlh  werden.  Es  ist  aber: 


und  für  »  =  0   ^  =  |a.,    Stax.A  ^— ^i- 

Aus  der  Differentialgleichung  ftr  ^  folgt  bei  Benutiuiig  dei 
Werthes,  den  diese  Function  für  «  =  0  hat: 

daraus  weiter: 

fllra:«J  während 

ist.   Aus  derselben  Differentialgleichung  folgt  femer: 

0  i  0 

Hieraus  ist  zu  scUiessen,  dass,  wenn  n  nad  m  swaf«nelj»> 
dene  ganze,  positive  Zablen  sind: 


vnd  dass: 
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0  0 

iflty  da  aber: 


0 


0  0 

ist,  so  ergibt  sich: 

0 

Daraus  findet  man  f&r  J.  die  Gleichung: 

ä 

(17)  +  ^;;;r^  +  ^rf^)  =  8V/*,XA».. 

0 

Damit  ist  der  flr  ^  in  (13)  aufgesteOle  Avidniol:  ToOstiUidig 

bestimmt. 

Um  nun  mit  Hülfe  Ton  (12)  zu  berechnen,  wenn  dieses 
für  i  =  0  eine  gegebene  Function  von  x  ist,  hat  man  zu  be- 
nutzen, dass  nach  (14): 

Daraus  folgt: 


1  »o« 


wo  A  eine  von  x  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Es  muss 
dieselbe  auch  von  /  unabhängig  sein,  da  der  partiellen 
Differentialgleichung  (10)  genügen  soll  und  dieser  durch  jedes 
Glied  der  in  dem  Ausdruck  von  ^  vorkommenden  Summe 
genügt  wird.  Für  < »  0  möge  fx^n^  sein;  es  ist  dann: 

so  setaeiii  imd  aiit  diesem  Warthe  ron  iiBd  nach  (17)  die 
Cofiffidentea  an  berechim.  Die  GrOsse  Ä  findet  man 
dareh  die  fikigende  üeberiegug*  Die  Gkichmigen  (10)  und  (11) 
geben^  wenn  man  die  erate  mit  dm  maltiplieirty  awiecfaan  den 

e» 
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Grenzen  0  und  A  integrirt  und  mit  p^^  p^*''  die  Werthe  m 
pj^  fftr  diese  Qrenzen  beseidiiiet: 

0 

eine  Gleichung,  die  ausspricht,  dass  die  Vürhainlenc  Gusma'^- 
mit  der  Zeit  sich  nicht  ändert.  Führt  man  auch  hier  die 
durch  (10)  deümiteu  Zeichen  ß'  und  ß"  eiUj  so  hat  man  ak: 

A 

0 

Setast  man  die  Werthe  emander  gleich,  welche  dSeaer  i» 
druck  für  <  s  0  und  I «  oo  amuimiiti  und  beachtei 
daee  nach  (18)  flir  I  «■  ao: 

.  wird|  80  erh&lt  mm  zur  Bestimmung  tou  A: 

A 

A        +  ^,  +  ij  =  ""^r  4-        +  jf^o^' 

0 

.  Von  beeonderem  Interesse  ftr  den  Veniidh  ist  der  M 
der  sehr  nahe  verwiiUidit  weiden  kann,  dass  ^i,  ftrilk  j 
endlichen  Werthe  von  x  zwischen  0  und  A  den  eiin  | 

Werth  jIq",  für  x  =  0  den  anderen       hat;  flir  jeden  | 
liehen  Werth  von  x  ist  dann       =  0 ,  für  unendhch  kkitf 
Werthe  von  j:  wird       unendlich,  aber  so,  dass,  wenn  i  ei* 
beliebig  kleine,  positive,  endliche  Grösse  bedeutet: 

« 

f&^dz^  V  V 

0 

ist.   I>ie  (Tleichuug  (17)  gibt  dann: 

Der  hierans  folgende  Werth  Yon  J.  soll  in  die  G]eMfaaiK(l^ 
snhstitairt  und  in  dieser  x  einmal     0,  dann  «•  A  | 
werden.  FOr  den  letsfteren  ist  das  Qoadrat  von  X»  I 
beieohnet,  aber  das  Yons^en  dieser  OrSsse  ist  «iMa^ 
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geblieben.    Ifü  Hftlfe  toh  (15)  folgt  tm  (14),  dan  ftp 

J^,  also  von  demselben  Vorzeichen,  wie  sin  K  ist.  Aus  der 
Gleichung  (15)  ersieht  man  aber,  wenn  man  sie  durch  tg  X 
dividirt  hat,  dass  ihre  Wurzeln  Äj,  Aj,  A3,  .  .  .  resp.  in  den 
Intervallen  0  bis  7t,  n  bis  2n,  2n  bis  3;r,  .  .  liegen,  das 
Vorzeichen  von  sin  also  das  von  ( — 1)*+^  ist,  woraus  dann 
folgt,  dass  für  a;  BS  J : 


und  daher: 

Bei  BeoDtzung  hiervon  erhält  man  aus  (18),  wenn  man  noch 
durch  a  dividirt,  statt  der  Drucke  p^,  p^',  die  sich  auf  das 
Innere  des  Diaphragmas  besiehen,  die  Drucke  P^^  P^'  ein- 
fuhrt, die  in  den  angrenzenden  Eanunem  stattfinden,  nnd  der 
Eflne  wegen: 

setrt:  +  ^.^ 


P.'  —  -  -  2(P F'^S  J.  

iV 2(p;-p,")2(-i)"];^y=^:j^pi« 

Hieraus  fiilgt: 


Es  wird  dieser  Ausdruck  identisch  mit  dem  in  (8)  ange- 
gebenen, wenn  man  ß'  und  ß"  als  unendlich  klein  annimmt 
und  nur  Endliches  berücksichtigt^  dann  wird  nämlich: 

nnd  es  reduciit  sich  die  hier  aoftaretende  Summe  auf  ihr 
erstes  Glied. 


Digitized  by  Google 


8.  Wenn  bei  einem  gegebenen  Apparate  der  hier  ge- 
dachten Art  ß'  und  ß"  so  klein,  also  die  Volumina  der  beidai 
Kammern  gegen  das  Vdnmen  des  Diaphragmas  so  gross  oi 
dass  hei  der  Difiosion  eines  Qases  die  Glmehnng  (19)  «1 
nicht  hemerkbar  Ton  dar  Gleidnng  <8)  nnteradieide^  dk  m 
der  Annahme  hergeleitet  isti  daas  in  jedem  ZeitekMii 
Strömung  im  Diaphragma  als  eine  stationäre  angeedfeen  verin 
kann,  ao  wird  man  bereditigt  aein,  dieaelbe  Annahm»  mk 
ftr  diie  BiftuMm  iweier  Qaae  m  maehen.  Infi^  dendki 
darf  man  dann  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  und  ib 
nnabhSngig  von  x  betrachten,  wodurch  die  Gleichangen  (I) 
leicht  integrabel  werden.  Indem  man  sie  einmal  direct  iiWirt, 
dann,  nachdem  sie  mit  — t;,  und  1?^  multiplicirt  waren,  fini* 
man  durch  Integration: 

und:      p,v, -p,v,  +  ^Ml^  (5-  5)  =  e^^'conrt. 

Hier  setze  man  einmal  x  =  0 ,  dann  x  =  J ,  eliininire  dif 
beiden  mit  const.  liczeichneten  Grössen  und  fiihre  statt  dtf 
Wertlie  von  und  die  in  den  beiden  Kammern  st*»* 
findenden  DracÜLe  ein.   Dadurch  erhält  man: 

(20)  ^^r'^p,{^  +  ^)j, 

(21)  log  kt—^^lL^J. 

W n-  Pi     (n  +    +  i^p.f'iH  (5—5) 

Diese   zwei  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  CtIö- 
chungen  (3)  bestimmen  die  sechs  Zeitfunctionen  P/,  P/. 
^2"'        ^2'  wenn  die  Anfaugswerthe  von  P^',  Pj",  A 
gegeben  sind.    Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt,  wenn  mW 
und     eliminirt  und  dann  integrirt: 

(22)  r'(p/-n)  +  r"Pi"-o*,  rp/+F''(Pi''-i4)-^' 

wo  und  11^  zwei  Oonstanten  und  zwar  die  Draßb  ■•• 
leichnen,  die  die  beiden  Gase  ausüben,  wenn  das  eistet 
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ganz  in  der  ersten  Kammer,  das  zweite  ganz  in  der  zweiteii 
flieh  befindet  Ans  deneeLben  Gleidniiigen  ioig^  ÜBmer: 

V  dP'      V"  dP" 

also,  wenn  man  wieder  das  dvroh  (7)  definirte  Yolmiiea  V 
einilüiri  nsd: 

(28)  J»'— P"-  ü  setsl» 

Man  fletie  Unner: 

(26)  r(^'  +  J')---^.r. 

woraus  nach  (22)  folgt: 

Es  wvd  dann  eune  ein^he  Beaeiniiig  swischen  den 
Functionen  IFvnd  ITsIdi  ergeben.  In  der  That  ial  naeh  (20): 

und  daher  ergibt  die  BiffiBrentiation  von  (25)  bei  fiflolnkht 

auf  (3): 

Man  kann  hiernach  Pj',  Pj",  P,',  Pj",  durch  und 

seine  beiden  ersten  Differentialquotienten  nach  t  ausdrticken. 
Behält  man  das  Zeichen  bei,  so  findet  man  aus  (22),  (23) 
nnd  (25): 


(27) 


nnd  hieraus  mit  HtQfe  Ten  (3),  oder  ans  (24)  und  (2G): 


88 


n     i\    _  _  WZ^4. 

U  "  A:J'2  -      p^[k,  dt  ^  Jj' 

Sabstitniit  man  diese  Werthe  in  die  Gleicbmig  (21),  so  eriiält 
lAan  eine  DifGaraDtialgLeiGliiiiig  zweiter  Ordmuig  TF. 
beiden  Oonstanten  der  Integration  beetimmeii  mch  au  dn 
An&ngBwerthen  Ton  W  und     die  selbst  mit  HtUle  Toa 
und  (25)  ans  den  An&ogswerthen  von  P-j^'j  P^'j       P^  " 
berechnen  sind,  welche  anch  dasn  dienen  müssen,  nm  die  ii 
der  Diffarentialgleiohung  vorkommenden  Oonstanten  md 
durch  die  Gleichnngen  (22)  zu  ermittehi. 

Wenn  die  gefbndene  DifoentialgleichuDg  auch  mdit  inte* 
grirt  werden  kann,  so  lässt  sie  sich  doch  benatzen,  mndiem 
ihr  vorkommende  Constante  k  aus  Beobachtungen  zn  bestim- 
men und  die  Theorie,  aus  der  sie  hergeleitet  ist,  zu  prüfen. 
Für  beliebige  Wortlie  von  t  kann  man  durcli  die  Beobachtung 
U  linden  und  dann  durch  mechanische  Quadratur  W  und  durcli 
eine  Interpolationsformel  dUjdt  ermitteln.  Setzt  man  irgend 
welche  zusammengehörige  Werthe  dieser  drei  Functionen  in 
die  Dillerentialgleichung  ein,  so  kann  man  aus  ihr  k  berech- 
nen, vorausgesetzt,  dass  die  anderen  in  ihr  vorkommendea 
Constauten  bekannt  sind. 

4.  In  BetreÖ"  der  Anfangswerthe  von  Pj",  P,',  ij" 
soll  nun  angenommen  werden,  dass  für  ^ »  0: 

P/«J7,  Pi^^O,  P/»0,  Pj^-JI 

ist;  nach  (22)  ist  dann: 

imd  nach  (28)  nnd  (26)  f&r  < »  0: 

27»  0  nnd  W^O. 

Bei  Rücksicht  auf  (20)  gibt  hiernach  die  Gleiehuug  (21) 
ftr  <  =  0: 

In*  einem  gewissen  Angenblick  wird  der  absolnte  W«A 

von  U  ein  Maximian;  man  erhält  eine  Relation  zwisehsa  dts 
Wertheu,  die  U  und  W  in  diesem  AugenbUck  haben,  w«B 
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man  in  der  Gleichung  (21)  dü/dt  =  0  setzt.  Bequemer,  als 
ans  dieser  Gleichmig  (die  eine  identische  wird,  wenn  man  un- 
mittelbar die  genannte  Substitution  macht),  findet  man  jene 
Relation  aber  durch  Betrachtungen,  die  an  die  Gleichungen 
(1)  zu  knüpfen  sind.  Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem 
sie  mit  den  Faotoren: 

Pi+Pt  .  "Po        Pi  +  P»  ,  «Po 

multiplicirt  sind,  so  erhält  man: 


(29) 


=  -K  +  «>i>.(i(t  +  t)  +  a) 


Ist  luin  i\  4-  =  0,  wii'  es  der  Fall  ist,  weim  das  Maximum 
oder  Minimum  von  U  statthndet,  so  ist  diese  Gleichung  inte- 
grabel  und  gibt,  wenn  man  sie  zwischen  den  Grenzen  »^0 
und  J  integrirt  und  statt  der  Drucke  im  Diaphragma  die 
Drucke  in  den  Kammern  einftüirt: 

Naeh  (27)  ist  aber: 

P' +P'-2iZ  +  p=^J7,   P^-P'« -IT, 

und  daher: 

Die  Summe  4- 1^  versdiwindet  auch  fttr  I  a  qo,  weQ 
dann  jeder  der  beiden  Summanden  Terschwindet  Audi  Ar 
diesen  Fall  gelten  also  die  an  die  Gleiehung  (29)  geknifften 
Schlosse,  besteht  also  die  Gleichung  (30).    Hier  ist  aber 

0;  bezeichnet  man  durch  den  Werth'  Ton  W  ftr 
<  ~  00 ,  so  ist  also: 


VA. 
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Diese  Gleichung  folgt  übrigeiw  ans  den  Gloohmigen  (27)  alkk 
wenn  man  benutzt»  daae  ftr  <    oo : 

P/  =  P/'  und  P/    P3  " 

ist,  ohne  dass  man  die  Gleichung  (21)  oder  eine  ihr  äqui- 
valente zu  Hülfe  zieht. 

Soll  die  Gleichung  (31)  an  den  Beobachtungen  geprüft 
werden,  so  ist  es  wtinschenswerth,  einen  Ausdruck  der  Function 
W  für  grosse  Werthe  der  Zeit  zu  haben,  um  aus  dem  Werth 
von  ir  für  ein  grosses  t  seinen  Werth  für  t  =  00  bereclmeri 
zu  können.  Man  erreicht  diesen  Zweck  leicht  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (29).  Für  ein  grosses  t  sind  und  nur  klein, 
und  nach  (1)  also  auch  die  Aendeningen  mar  klein,  die  p^  und 
innerhalb  des  Diaphragmas  erieiden.  Auf  der  ledittt 
Seite  der  Gleichung  (29)  darf  man  daher  und  ji^  ab  oon- 
stant  hetrachten  und  resp.  den  Werthen  ^ejcbaetzen,  di» 
orP/  oder  aP/'  und  »Pg'  oder  «P^"  ftr  I »  oo  anaoh««! 
d.  h.  man  darf  naeh  (27)  setm: 

V  V 

Litegrirt  man  danA  wieder  die  Qleichung  (29)  Ewisdiai  da 

Grenzen  x  ^  0  und  x  =  seist  för  +  seinen  Werth  IM 
(24),  vernachlässigt  das  mit  dem  Factor       behaftete  GW 

und  führt  die  durch  (31)  definirte  Grösse  ein,  so  erhilt 
man  für  W  die  lineare  Difl'erentialgleichung: 

w   w  j.-i'^^^  A^^^  =  n 

a=Kj(^  +  l  +  ^), 

Das  allgemeine  Integral  derselben  ist: 

IVO     und     die  Wnrsehi  der  quadratischen  Gleichiing: 

l-a^  +  iit*»0 
sind,  d.  h.        und        die  Ausdrficke  haben: 
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welche  Ausdrücke  stets  reell. und  positiv  nnd,  d&  es  k^^ 
F'y  V"  und.  Ist  die  Zeit  gross  genug,  so  wird  bienuush: 


7.  Uebcr  die  Formänderung:,  die  ein  fester  elastischer 
Kdrper  erfährt,  wenn  er  magnetisch  oder  diSiectrisch 
polarisirt  wird;  Ton  €1.  Eirehhoff» 

SItibcr.  der  k.  iuead.  d.  WisR  la  BaUn  vom  28.  Mr.  1884»  p.  187. 
Wied.  Ann.  Bd.  84  ]».  69,  1888. 

Am  17.  Februar  1881  hat  Hr.  v.  Helmholtz  der  Aca- 
demie  eine  MitfcheUang  über  die  Kräfte  gemacht^  welche  auf 
die  Theile  TOn  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirten  Kor» 
pem  wirken,  nnd  Ausdrücke  für  diese  Kräfte  mit  Hülfe  des 
Prineips  von  dar  Eriudtong  der  Skergie  ans  der  Annahme 
abgeleitst,  dass  Poisson's  Theorie  des  indndrien  Ifagnetis» 
mns  flbr  stane  Körper  im  Loftranme  riofatig  ist  nnd  sich 
fibertragen  läset  anf  diSlectrisch  polarisirhare  Nichtleiter.  Die 
Besoltate,  zu  denen  er  geiaagt,  stimmen  im  flbrigen  mit  den 
schon  frAher  Ton  Sir  W.  Thomson  nnd  Cl.  Maxwell  ent- 


wickelten Oberein;  nnr  enthalten  sie  neben  der  Inductions- 
constanten  noch  eine  zweite  Ton  der  Natnr  des  Mitteb  ab- 
hängige Grösse,  die  bestimmt  ist  dnroh  die  Aendemng,  die 
jene  bei  einer  Aenderang  der  Dichtigkeit  erAhrt  Es  hat 

Hr.  T.  Helmholtz  bei  seinen  Betrachtungen  vorzugsweise 
Flüssigkeiten  im  Auge  gehabt.  Bei  festen  Körpern  ist  zu 
vermuthen,  das»  jeuu  Kiäite  imlbedmgt  sein  werden  diuch 
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eine  dritte  Gonstante,  die  eingefülirt  werden  muss,  wenn  mal 
die  Änderung  ausdrücken  mä,  die  die  Induction  dnrck  Dil** 
tationen  erfährt,  welche  in  yerschiedenen  BichtnngeQ  imdob- 
den  sind.  Es  soll  im  Folgenden  diese  Vermiiliuing  gofili 
und  dann  die  allgemeine  Theorie  anf  einen  einfiidm  M 
angewandt  werden.^) 

1.  Es  möge  mit  einer  Betrachtung  begonnen  werdeD, 
die  ähnlich  einer  ist,  durch  welche  die  allgemeinen  Glei- 
cfaongen  der  Poisson'sohen  Theorie  des  indocirten 
tismnB  begründet  m  werden  pflegen,  nnd  die  zeigen  soll,  li» 
der  magnetische  Znstand  sa  bestimmen  ist,  den  nnter  da 
Emflnss  gegebener  magnetisirender  Er&fte  eine  Ktfwmntaw 
annimmt,  deren  Theilchen  beliebig  gegebene,  onendlich  IdciM 
Verschiebungen  ans  Lagen  erfiihren  haben,  bei  denen 
Hasse  in  ihrem  natürlidien  Znstande  sich  befiud. 

Man  denke  sich  eine  Kugel  ans  Eisen,  welche  in  diä 
anfBmander  senkrechten  Bichtongen  die  überall  gleiehsn,  ab 
unendlich  klein  zu  betrachtenden  Dilatationen  A^,  ^ 
erlitten  hat.  Wirkt  auf  diese  Kugel  eine  constante  magne- 
tische Ki'alt.  deren  Intensität  ist,  in  der  Richtung  von  ij, 
80  wird  die  magnetische  Axe  derselben  auch  die  Richtung 
von  haben,  und  ist  fi^  ihr  magnetisches  Mumcut,  bczogeo 
auf  die  Volumeneiuheit,  so  wird  man: 

-  (P  -      +  ^  +  ^) -P^hWi 

setzen  dürfen,  wo  |»,  Oonstanten  sind,  d.  h.  nsr  tios 

der  Nator  des  Eisens  nnd,  wie  hier  noch  als  mOglidi  siflB- 
nommen  werden  mnss,  Ton  der  QrOsse  der  Engel  aUiiagai 
können.  Wirken  gleichzeitig  anf  die  Engel  in  den  Biofatangv 
Ton  ^,  A3  constante  magnetische  Erftfte,  deren  Intenattttfli 
J^f  J^j  sind,  nnd  bedeuten  nnn  fi^,  ju^,  ^  die  anf  die  Yo> 
Inmeneinheit  bezogenen  magnetischen  Momente  der  Kogel  Ar 


1)  Bei  dar  Correctur  dieser  Mittheilung  erhalte  ich  das  FebmtHtfft 

von  Wiedemann's  Annalen,  in  dem  sich  eine  Arbeit  von  Hm.  Lor- 
berg „über  ElectroHtriction"  befindet;  Hd.  21.  p.  300.    Es  bezieht  «<* 
diese  auf  denselben  Gegenstand,  der  hier  abgehandelt  ist,  and  führt 
Betraohtimgeii  von  anderer  Form  zu  gleichen  Besultaten. 
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dieselben  RichUuigeii,  so  gilt  auch  jetzt  noch  diese  Gleichongi 
und  es  ist: 

und:  -  (p  -/(A,  +    +  i,)  -  J»"^)/,. 

Nun  sei  die  gedachte  Engel  ein  unendlich  kleiner  Theil 
einer  endlichen  ISeenmasse,  deren  Punkte  beliebig  relative 

Verschiebungen  erlitten  haben,  und  die  dnrch  gegebene  ftnssere 

Kräfte  magnetisirt  ist,  welche  von  einem  permanenten  Magnet 

heiTüliren  mögen.  Sie  befindet  sieb  dann  unter  den  eben 
vorausgesetzten  Verbältnissen.  Aj,  Ag,  siml  ibiv  llaupt- 
dilatationen;  es  seien  s^,  s.^  die  Coordiiiaten  eines  Punktes 
in  ibr  in  den  Kicbtuiigeii  der  Hauptdilatatioiien,  V  das  Potential 
der  äusseren  maguetiscben  Kräfte,  Q  das  Potential  der  ganzen, 
magnetisch  gewordenen  haseumasse  in  Bezug  auf  diesen 
Ponkt  und: 

Es  ist  dann: 

Sabetiiairt  man  diese  Werihe  in  die  Ausdrucke  von 
fi^f       so  eriillt  man  Gleichnngeii,  ans  denen  znn&chst  sa 
seUiessen  ist,  dass  Pf  j/,  j/'  von  dem  Badins  der  Kngel  unab- 
hängig sind)  da  alle  anderen,  in  ihr  voikommenden  GiOssen 
▼on  diesem  Badins  nicht  abhängen.   Setst  man: 


und  vernacblässigt  Grössen  von  der  Ordnung  der  Quadrate 
▼on  A^,  Äj,       so  erhält  mau  aus  ihnen  weiter: 

*H  --(*-»'  (*i  +    +  ^)  -  *"  ^ )  g , 

■  ^  _  _  (k»|/(a,     +  A,)  _  r  A.) 
,1,  -  -  (* - ÄTft  +  i,  + -  r  A,) g. 

Ifan  iMMudme  mm  die  Ooordiiiaton  des  Punktes  (<,,  ^, «,) 
in  Beiag  sof  ein  beliebige«,  reebtwinldi^tes  Ooordinstenayiteiii 
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durch  af,  jt,  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Aien  der 
«j,      8^  mit  den  Axen  der         %  bilden,  durch: 

und  die  auf  die  Yolumeneinheit  bezogenen  magnetischen  Mo- 
mente für  die  Axen  der      y,  x  durch  a,  ß,  y\  man  hat  d&nn: 

und  die  Gleichungen,  die  aus  diesen  entstehen,  wenn  sUtt 
des  Index  1  der  Index  2  oder  3  gesetzt  wird.  Es  seien 
femer  t*,  r,  w  die  unendlich  kleinen  Verrückungen,  die  der 
materielle  Punkt,  welcher  am  Orte  (a;,  y,  x)  sich  befindet 
erlitten  hat,  während  die  Dilatationen  A,,  ^  Jl,  erzeugt  wor- 
den; dann  gelten  die  Gleichungen: 

und  diejenigen,  die  aus  ihnen  entstehen,  wenn  a;,  x  und 
M,  v,  u?  und  a,  fc,  0  cyklisch  vertauscht  werden.  Multiplicirt 
man  die  Gleichungen  ftlr  jtij,  /i,,  ^3  mit  0^,03,0,  oder  mit 
63,  6^  oder  mit  Cj,  c,,  ^3  und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhili 
man  infolge  hiervon: 

b(f)  d(p  dtp 
n              d<f>          d(p  9^ 
  d<p          d<p  B(p 
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Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sind  nun  die  Bedingungen 
abzuleiten,  denen  gemäss  das  Gesammtpotential  ^  zu  be- 
stimmeii  ist   Man  hat: 


WO  ein  Element  des  Tom  Biseii  eingenommenen  Baumes 
beseidmeii  dento  Coordinaten  x,  z  sind,  nnd  r  die  £nt- 
Cmimg  dieses  Ton  dem  Punkte,  auf  den  Q  sich  besieht. 
Dfueh  partielle  Integration  kann  man  den  Anadrock  Ton  Q 
bt  die  Summe  xweier  Potentiale  Terwandefai.  Ton  'denm  dte 
eine  herrlUirt  Ton  Kassen,  die  den  Banm  des  ESsens  erfUleo, 
das  andere  Ton  Hassen,  die  seine  Oberflftohe  bedecken.  Des 
letsteren  wegen  eikiden  die  ersten  Differentialqaotienten  tob 
Q,  also  anflk  die  Ton  ^p,  an  der  Oberflftche  des  Eisens  Sprünge, 
üm  die  Darstellnng  su  yereiB&chen,  soll  ein  Ennstgriff  be- 
iiiitit  werden,  dessen  sidi  anch  Hr.  t.  Helmholts  bedient 
hat  Es  soll  die  Vorstellnng  zu  Grunde  gelegt  werden,  dass 
das  Kisen  allmählich  in  die  Luft  übergeht,  die  Grössen 
Ojj,  a^j,  .  .  also  stetig  von  den  Werthen,  die  im  Innern  des 
Eisens  ihnen  zukommen,  bis  Null  abnehmen,  welchen  Werth 
sie  in  der  Luft  haben.  Erst  später  soll  daim  die  Annahme 
eingeftihrt  werden,  dass  dieser  Uebergang  sich  in  einer  un- 
endlich dünnen  Schicht  vollzieht.  Von  der  Oberfläche  des 
Eisens  kann  dann  hier  im  eigentlichen  Sinne  nicht  gesprochen 
werden;  mit  diesem  Namen  soll  aber  eine  Fläche  belegt  werden, 
die  das  Eisen  einschliesst .  für  die  schon  überall  jene  Coeflfi- 
cienten  a,j,  0^2^  -  •  —  ^  sind,  und  die,  wenn  der  Uebergang 
als  ein  plötzlicher  angenommen  werden  wird,  in  die  wirkliche 
Oberfläche  des  Eisens  fallen  soll.  Für  die  ,,Oberflftolie<<  des 
ist  dam  «  » /9 1-  /  »  0,  nnd  es  wird  daher: 
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Macht  man  in  Betreff  der  Begrenzimg  dee  IfagnetSy  desaa 
Potential  V  genannt  worden  ist,  die  enteprediende  Annahm^ 
80  ist  nnd  V,  also  auch  ^  mit  seinen  ersten  Differential- 
qnotienten  im  ganzen  Banme  stetig  nnd,  erstrecken  eich  wedv 
Eisen  noch  Magnet  in  die  Unendlichkeit,  so  ist  überdies  in 
der  Unendlichkeit  9?  =  0.  Es  ist  aus  diesen  Bedingungen 
und  einer  partiellen  Differentialgleichung,  der  lui  ganzen  Raiiu 
genügt  werden  niuss,  zu  bestimmen.  Diese  tindet  man,  weua 
man  erwägt,  dass  aus  dem  letzten  für  Q  angegebenen  Aus- 
druck folgt: 

und  dass  andererseits: 

AQ^  Aff^  AV 

ist  Snbstituirt  man  in  die  hieraus  sich  ergebende  GMcinag 
fOx  Of  ßf  y  di»  gefundenen  Werthe,  so  erh&Lt  man: 


Ffir  jeden  der  drei  Theile,  in  welche  der  ganze  Ben 
zerlegt  werden  kann,  nftmlidi  fftr  das  Eisen,  den  Migimt  vdA 

den  Luftraum,  nimmt  diese  Gleichung  eine  ein&ehere  Oeetait 
infolge  davon  an,  dass  nur  im  Eisen  die  Grössen  o,j,  Oj,  .  . . 

von  Null  verschieden  sind  und  nur  im  Magnet  JV  nicht  =  Null 
ist.  Für  das  Eisen  ist  daher  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
s:  Null,  für  den  Magnet  ist  die  Gleichung: 

Arp  =  JV 

nnd  für  den  Luftraum:    Aq>  s^O. 

Die  allgemeine  ftr  9  geftmdene  Piffni  nntialglfifihwn 
Iftsst  sich  eraetaen  durch  eine  Gleiehong^  die  anssprklity  im 
die  Variation  eines  gewissen  Integrals  ▼enebwindet.  Mm 
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vantaiie  unter  9ip  mmn  mieiMÜkii  Ueinen  Zuwachs  der 
Function  9p,  der,  wie  diese,  mit  seinen  Differentialquotienten 
fiberall  stetig  ist  und  in  der  Unendlichieit  verschwindet;  man 
multiplicire  die  Differentialgleichung  flir  tp  mit  Ö(f  und  mit 
dem  Raumelement  dr  und  integrire  über  einen  Raum,  der 
durch  eine  Fläche  begrenzt  ist,  die  ganz  in  der  Unendlichkeit 
liegt.  Die  Gleichung,  die  man  dann  erhält,  lässt  sich  durch 
partielle  Integrationen  in  die  Form  bringen: 

2«-...(§ir+-(g)%«33fct 

ist,  8Wd»sk  Zuwachs  bedeutet,  den  TF  dadurch  erfUirt,  dass  9 
.  und  9ip  wftchst,  ds  ein  Element  der  unendlich  grossen  Qrenz- 
fl&che  und  »  die  nach  Innen  gekehrte  Normale  von  d%  ist') 
Daraus,  dass  tp  mit  seinen  ersten  Diffsrentialquotienten 
tiberall  stetig  ist,  in  der  ünendfichkeit  versdiwindet,  und  Aip 
nur  in  einem  Baume,  der  sich  nicht  in  die  Unendlichkeit 
erstreckt,  Ton  Null  Tersdueden  ist,  folgt  aber: 

und  dann  weiter,  dass,  wenn  die  Abstände  der  Elemente  der 
gewälilteii  GrenztliUlu»  von  einem  im  Endlichen  liegenden 
Punkte  von  (l<'r  Ordnung  der  unendlich  grossen  Länge  7?  sind, 
in  ihr  die  Werthe  von  (p  mindestens  von  der  Ordnung  von 
HR  und  die  Werthe  von  dipidn  mindestens  von  der  Ordnung 

1)  Beiläufig  möge  bemerkt  werden,  dass 

•/3-       öqp        ö<r  d<p 

dx     ^  dy     '  dx 

abo  auch  bei  der  eben  gebrauchten  BeMichniuig: 

dq>        d<f>        flop    ,  . 

Klrekhofr,  fflwtwwilli  Abluadlaafw.  KacMng.  7 
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TOD  l/R*  unendlich  klein  dind.  Hieraus  eingibt  aich  eadlidi. 
dMB  das  zu  ^PT  hinzugefügte  Integral  verschwindet,  wenn^  wie 
et  iem  soll,  6<p  in  der  Unendlichkeit  yetschwinde^  dato  al»: 

Der  ftr  W  aufgestellte  Ausdruck  soll  noch  einer  Tnos- 
formation  unterworfen  werden.  Indem  mau  erwägt,  dass  y 
und  seine  ersten  Differentialquotienten  überall  stetig  und  ih 
der  Unendlichkeit  von  den  eben  angegebenen  Grössenoidnungeii 
unendlich  klein  sind,  findet  man  durch  partielle  Integraüoneii 

wo  die  Integrale  über  einen  Raum  auszudehnen  sind,  demn 
Grenze  ganz  in  der  Unendlichkeit  liegt.  Durch  Substitution 
hiervon  ergibt  sich,  wenn  mau  noch  durch  (ir,,  rfr«,  dt,  Ele- 
mente des  Eisens,  des  Magnets  und  des  Luftraumee  beieicfaiiei: 

2.  Es  Süll  nun  durch  Betrachtungen,  die  im  wesenthchen 
denen  ganz  gleich  sind,  durch  die  Hr.  v.  Helmhol tz  zu  seine: 
Resultaten  gelangt  ist,  gezeigt  werden,  in  welcher  BeziehuM 
die  Grösse  W  zur  Energie  der  aus  dem  Eisen  und  dem  Magne: 
gebildeten  Systeme  steht,  und  wie  aus  ihrem  Ausdrucke  au? 
die  Kräfte  geschlossen  werden  kann,  die  auf  die  Elemente  de> 
Eisens  infolge  seiner  Magnetisirung  wirken.  Zu  diesem  Zweck»- 
soll  zunächst  der  Zuwachs  «JTF  berechnet  werden,  den  FT  er- 
hält, wenn  der  Magnet  eine  unendlich  kleine  Aenderung  seiner  i 
Lage  erfährt,  alle  Punkte  des  Eisens  aber  un verrückt  bleibea 
Um  den  Werth  zu  berechnen ,  den  W  nach  der  Venflckimf 
des  Magnets  besitzt,  ist  es  nicht  nöthig,  den  wahren  Werti 
in  benutzen,  den  dann  ^  in  jedem  Punkte  des  Bamass  bt. 
68  ist  gestattet,  einen  anzuwendeni  der  von  diesem  n  «t»' 
imendlioh  Kleines  abweicht,  wenn  er  nur,  wie  dieser,  nit 
seinen  ersten  Diflerentta^noliaiten  ttberall  stetig  ist  vadis  i 
der  Unendlichkeit  Tersdiwindety  da,  wie  im  voiigea  Fififiifk 
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bewiesen,  unter  dieaer  Bedingung  alle  Annahmeii  Uber  ^  sn 
demselben  Werthe  von  W  führen.  Es  darf  daher  angenommen 
werden,  dass  nach  der  Verschiebung  des  Magnets  in  jedem 
materiellen  Punkte  des  Eisens,  des  Magnets  und  der  Luft  Jtp 
den  ursprünglichen  Werth  behalten  bat,  wodnrcb  dann  das 
neue  9  überall  Tollift&ndig  beettmmt  ist  Die  YergrOsseningy 
die  noh  dabei  ftr  daa  auf  irgend  emen  matedeUen  Pukt 
besogene  ^  ergibt,  aei  S^;  die  entspreebende  Veigrtaeniiig 
Ton  0  lei  60.  Yariirt  man  den  tit  20  aii%eetellten  Ana- 
dnuk  und  ftbrt  dann  die  GrSesen  thßft       bo  findet  man: 

dx      '    oy      *  o» 

vnd  daher,  weil  in  der  Oberflftebe  des  Eisens  er,  ß  «n4 
r-0  sind: 

oder  wegen  der  DiÜereutialgleicbung,  der  ^  im  Eisen  genügt: 

Erw&gt  man  noch,  dass  ftr  alle  Punkte  des  Magnets 
A^^AV  und  ftr  alle  Pnnkte  des  Lnftranms  J)p«0  ist, 
so  ergibt  sidi: 

^8W^       dx.Ötp A(p  +       dtm öipAip, 

Diese  l)eiden  Integrale  sind  einander  gleich;  es  ist  nämlich 
allgemein: 

wo  die  Integration  Aber  das  Eisen  nnd  den  Magnet  ansn* 
deimen  ist,  also  in  dem  ersten  jener  beiden  Integrale: 

nnd  in  dem  iweiten: 
also  ein  jedes  fon  ihnen: 
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WO  J^,  dch  auf  den  Ort  von  dr,,  J^m  anf  den  Ort  m 
dr,  beliebt,  und  r  der  Abstand  dieser  beiden  Elemente  in 
Eb  ist  also: 


Dieser  Ausdruck  stellt  aber  die  Arbeit  dar,  die  temk 
Kräfte  der  magnetischen  Anziehung  entg^en  leisten  mftsMk 
um  die  gedachte  Verschiebung  des  Magnets  berrorzubringen; 
es  ist  also  9W  die  dieser  Verscbiebnng  entsprechende  ?«> 
grÖsBemng  der  Energie  des  ans  dem  Bisen  und  dem  Ma^ 
bestebenden  Sjystemes,  und  TT  selbst  diese  Energie  (abgesabts 
▼on  einer  additiven  Constanten)  fttr  Znstftnde,  die  von  einsäte 
dorcb  die  Lage  des  Magnets  sieb  nnterscbeiden.  Li  dm 
Falle,  dass  der  Magnet  in  nnendlicb  grosse  Entienumg  i«  ■ 
dem  Eisen  gerttckt  ist,  ist  ITnnr  tob  dem  Magnet,  nickt  w 
dem  Eisen  abbftngig. 

Nnn  sollen  ZnsOndB  ins  Auge  gefasst  irarden,  die  da* 
dnroh  entsteben,  dass  die  Theile  des  Eisens  bdiebige  uMsd- 
Bch  kleine  Yerrttckungen  erleiden.  Bei  einem  solcbea  &> 
Stande  seien  |,  17,  ^  die  Verrückuiif^en,  die  derjenige  mBkMt 
Punkt,  der  ursprünglich  die  Coordiiuiten  x,  y,  ;  besitzt,  erfahrsi 
hat.  Auf  zwei  Weisen  denke  man  sich  diesen  Zustand  418  , 
dem  ursprünglichen  durch  fremde  Kräfte,  die  mau  anf  die  | 
Elemente  des  Eisens  wirken  lässt,  hervorgerufen:  diis  einemai 
soll  es  geschehen,  während  der  Magnet  an  seinem  Orte  sich 
befindet;  das  anderemal  soll  der  Magnet  durch  fremde  Krüft- 
vorher  in  die  Unendlichkeit  geführt  sein  und  nachher  an  seiner 
Ort  zurückgebracht  werden.  Nach  dem  Princip  von  der  Er- 
baltung  der  Enerpn'e  muss  die  Arbeit  der  fremden  Kräfte  in  | 
beiden  Fällen  die  nämliche  sein.  Die  Arbeit,  welche  zud 
Transport  des  Magnets  in  die  Unendlichkeit  und  zurück  aoi- 
gewendet  werden  musste,  ist  die  Vergrösserung  3Wf  wdck 
W  infolge  der  Verschiebungen  S,  »?,  t  erfährt;  nm  sofiei 
kleiner  muss  die  Arbeit  der  auf  die  Theile  des  £^n8  wiikee- 
den  fremden  Kräfte  in  dem  sweiten  Falle,  als  in  dem  eo*» 
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sein.  Bezeichnet  man  diese  Kräfte,  bezogen  auf  die  Volumen« 
einheit,  in  dem  Falle,  dass  der  Magnet  an  seinem  Orte  ist, 
durch  X,  Yy  Z,  und  in  dem  Falle ,  dass  der  Magnet  entfernt 
ist,  dvnüi  X^,  r^,       Bo  hat  man  also  die  Gleiclinng: 

^  fr  =  /  d   ( ( A'  -  2;)  S  +  C   -  i;)  9  +  (2  -  -2to)  Ö ; 
bringt  man  SW  auf  die  Form: 

so  sind  dalier  Adr,,  Bdt,,  Cdr,  die  inneren  Ki'äfte,  welche 
auf  das  Element  dr,  mehr  wirken,  wenn  der  Magnet  anwesend 
ist,  als  wenn  er  fehlt;  es  sind  die  magnetischen  Kräfte,  welche 
auf  das  Eisenelement  ausgeübt  werden. 

Um  hiemach  B,  C  zu  berechnen,  muss  man  den 
Werth  ermitteln,  den  W  nach  Eintritt  der  Verschiebungen 
i,  rj,  i  besitzt;  dabei  darf  man  wegen  der  Eigenschaft  Yon 
YF;  die  im  §  1  beirieeen  ist,  statt  des  wahren  Werthes  von 
<f  wiederum  einen  nehmen,  der  Ton  diesem  um  unendlich 
Kleines  Terschieden  ist.  £s  kann  und  soll  für  jeden  Punkt 
des  Baumes  der  Werth  Ton  ip  angenemmen  werden,  der  hier 
geh,  beror  die  Versdtiebungen  statt&nden.  Es  wird  dann 
9W  gleich  der  VergrOsserung,  die 

dadurch  erfthrt,  dass  k,  kf  ^'  und  tt,  v,  «r  in  jedem  Banm- 
elemente  des  Eisens  bei  den  Versoluebungen  sich  Sndem. 
In  dem  Punkte  des  Baumes  {z,  x)  befindet  sieh  nach  den 
Verschiebungen  der  materielle  Funkt,  der  vor  denselben  am 
Orte  (x  —  £,  y  —  ijj  «  £)  cdch  be&nd;  es  haben  dort  k\  k" 
also  die  Zunahmen: 

dk  ^     dk        dk  j.  dl^  u  BV 

erhalten;  die  Verschiebungen,  die  derselbe  materielle  Punkt 
erfthren  hat,  wfthrend  das  Eisen  aus  dengenigen  Zustande, 
in  dem  keine  Dilatationen  Torhanden  waren,  in  den  Zustand 
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überging,  in  dem  68  nuh  den  Venchiebnngen  |,  17,  ^  sich 
befindeti  nnd  1»  +  |,  «  +  ^9»     +  ^)  d.  k  |,  7;,  ^  sind  äe  | 
VeigrOflBenmgeii,  die  infolge  der  VerschiebangeD 

I,  17,  ^  erlitten  habeo.  Es  hat  luemaeh  Miie  SehmrigioBt, 
dnrdi  Gleiehaetsang  der  CoSfficieiiten  von  11,  i  ul  6W  vaA 
in  dem  Litegrale,  dnxch  welehes  O  eingeftliit  ni, 

Ansdrileke  ftr  diese  Krftfte  sn  bilden.  Dieeslben  wda 
weeentUoh  ▼ereni&chiy  wenn  man  benntit,  daas  u,  v,  wwh 
endHdi  klein  sind,  annimmt,  dass  4^  nnd  k*  endlidi  k 
snidy  nnd  nnr  Ikidlichee  berfieksichtigt.  Da  an  der  ObsHiide 
des  Eisens  k'  nnd  k'^  o  sind»  so  erbSlt  man  dann: 

und  ähnliche  Ansdrücke  ftlr  B  und  C. 

Es  lassen  sich  diese  Ausdrücke  anf  die  folgende  Weise 
umformen.  Die  Differentialgleichimg,  der  ^  im  Eisen  gena|t, 
ist)  wenn  man  anoh  in  ihr  nnendlioh  Kleines  gegen  BidbAi» 
yernachlAssigt: 

mnltiplioirt  man  sie  »H  dtpjdx  und  foribt  das  Besohl* 
so  erbSlt  man: 

tim^   (ff)') = + ")  (m^  &^  m 

Kit  Hidfe  dieser  Gleidinng  nnd  der  beiden  Ihiilifbw 
die  sich  ihr  an  die  Seite  setsen  lassen,  eriiilt  man: 

A         dA^     dAf     BAg        n         dBi  9^ 

^         dC,     ÖC-  ÖC, 

^•--si--it~ft' 
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Daraus  geht  hervor,  dass  die  Kräfte  A,  Bj  C  sich  enetBen 
lassen  durch  die  Druckkräfte  A^,  A^,  .  .  .  ,  vro  z,  B.  die 
jc-Componente  des  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Druckes 
bedeutet,  die  in  einem  auf  der  y-Axe  senkrechten  Flächen- 
element auf  die  Masse  auf  derjenigen  Seite  des  Elementes 
wirkt,  nach  welcher  die  y-Ordinuten  wachsen. 

Die  Druckcomponenten  .4,,  ^»  .  .  ,  können  auch  auf  die 
Punkte  des  Luftraumes,  in  dem  k  =  k'  =  'k"=0  sind,  bezogen 
werden  und  liuben  auch  hier  von  Null  verschiedene  Werthe, 
während  die  Kräfte  A,  B,  C  im  Lufträume  verschwinden. 

Die  hier  entwickelten  Ausdriuke  gehen,  abgesehen  von 
einer  Verschiedenheit  der  Bezeichnung,  in  die  von  Herrn 
von  Helmholtz  gefundenen  über,  wenn  man  k"  =  0  setzt. 

Solange  wurde  der  Uebergaog  des  Eiaens  in  die  um- 
*  gebende  Luft  als  ein  allmählicher  vorausgesetzt;  es  soll  nim 
die  Annahme  eingeftüirt  werden,  dass  dieser  üebergang  in 
einer  unendlich  dünnen  Schicht  sich  vollzieht,  und  dass  inner- 
halb des  Eisens  ky  k'  constant  sind.  Infolge  des  letzteren 
Umstandes  findet  man: 

mit  zwei  ähnlichen  Ausdrücken  ftlr  B  und  C  Zu  diesen 
Krftften,  wdche  anf  das  Innere  des  Eisens  iHrken,  kommen 
aber  noch  solche  himn»  die  anf  die  Elemente  seiner  Oberfliohe 
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ausgeübt  werden.  Ihre  Componenten,  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit, seien  Ä,  B,  C.  Um  diese  zu  finden,  behalte  man  die 
eingeführten  Zeichen  in  Bezug  auf  das  Eisen  bei,  bezeichne 
die  entsprechenden,  auf  die  Luft  bezogenen  Grössen  doidu 
mit  einem  Strich  versehene  Buchstaben;  man  nenne  fenMr  • 
eine  nach  dem  Innern  des  Eisens  srcrichtete  Normale 
Oberfläche.  Aus  der  Differentialgleichung,  der  bei  s1 
Yerftnderlichkeit  ¥on  k  die  Function  ^  genügt,  folgt  dann, 
dass,  bei  der  nun  gemaolutQn  Annahme,  an  der  Obeiflicte 
des  Eisens: 

ist,  woraus  sich  weiter  ecgibi: 

Femer  hat  man: 

.i«  s     cos(»ar)  +  ^  cos  (ny)  +  A»C(M  {nz) , 

JJ OOS (nx)  +  Ä,'  cos  {fi y)  +  ^'cos  (nz) , 

^  4ndx  dy  ^  4nd«  d* 

Daraus  findet  man: 

A=  -2«A;2(|^)'co8(»a;) 

und  zwei  ähnliche  Ausdrücke  für  B  und  ('. 

Es  sind  diese  Ausdrücke  durch  die  Discussion  eines 
Procosses  gewonnen,  der  nicht  immer  ausführbar  ist.  Es 
sollte  der  Magnet  in  die  Unendlichkeit  geführt  werden,  ohne 
dass  dabei  das  Eisen  eine  Aenderung  der  Gestalt  oder  Lag^ 
erlitte;  das  ist  nicht  miyglich,  s.  B.  wenn  das  Eisen  ein  BoU» 
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kOfper  ist,  in  dessen  Höhlung  der  Magnet  sich  befindet. 
Aber  auch  in  loldien  FftUen  werden  die  Ar  (7  und 

Ä,  B,  Ö  angestellten  AnedrHoke  gelten,  da  es  in  Bezog  anf 
die  Eriftey  die  anf  ein  Element  des  Eisena  aosgellht  werden, 
^digOltig  sein  mnes,  wie  die  magnetieofaen  Flllaei^keiten, 
welcihe  gewisse  Wertfae  dee  Gesammlpotentials  ^  in  seinen 
Punkten  herTorbringen,  soweit  sie  in  endHcher  EntÜBrnung 
yon  dem  Elemente  liegen,  Tertheilt  sind. 

Die  in  Bezug  auf  einen  Eisenkörper  angestellten  Betradi- 
tungen  lassen  sich  auf  ein  Di&lectricnm  übertragen,  wenn 
dieses  an  Stelle  des  Eisens  und  ein  eleetrisirter  Ißebtleiter 
an  Stelle  des  Magnets  gesetzt  wird.  Der  Nichtleiter  kann 
aber  auch  durch  Leiter  ersetzt  werden,  da  es  für  die  Kräfte, 
die  auf  ein  Element  des  Diele ctricums  wiiken,  gleichgültig  ist, 
ob  die  electrischen  Flüssigkeiten,  von  denen  diese  Kräfte  her- 
rühren, soweit  sie  in  endlicher  Entfernung  von  dem  Bllemente 
liegen,  in  ihren  Trägem  beweglich  sind,  oder  nicht. 

Nun  ist  es  leicht,  die  Differentialgleichungen  fiir  die 
Formänderungen  aufzustellen,  die  ein  fester  elastischer  Körper 
erfährt,  wenn  er  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirt  wird. 
Man  bezeichne  in  üblicher  Weise  durch  A',,  -Xj,,  .  .  die  Com- 
ponenten  der  durch  die  Verschiebungen  w,  t',  w  hervorgerufenen 
elastischen  Drucke,  durch  2C,  r,  Z  und  JK^  T,  Z  die  Compo- 
nenten  der  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte  und  der 
auf  die  Flfteheneinheit  bezogenen  Druckkrftftei  welche  auf  das 
Innere  und  anf  die  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  werden 
und  Yon  anderen  Ursaeheui  als  der  Elasticitftt  und  der  Pola- 
lisining  desselbein  bentiiren;  man  hat  dann  für  jedem  Punkt 
im  innem  des  Kdxpers: 


und  für  jedes  Element  der  Oberfläche,  wenn  n  die  nach  dem 
Innern  des  Körpers  gerichtete  Normale  desselben  bedeutet: 


x^w^x+A,  r.»r+B, 

Dabei  ist  allgemein,  wenn  n  eine  belielnge  Biohtung  beieicl 
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Ti,  as  7;,  COS  (nof)  +     cos  (ny)  +  7,  cos  (nz) , 
>B  4i  COS  (fix)  +  ^  co8(ny)  +  coe(»«), 

und: 

und     und  b  die  beiden  Gonstanten  der  Elasticität  sind. 

3.  Es  mOge  eine  Betraditiiiig  hier  erwSlint  ireiden,  Mi 
die  man  |^l»eii  kannte,  ebenMs  zur  Eeonlnifls  det  A,B,C 
genannten  Erftfte  su  gelangen,  die  aber  nidit  zu  diesen  Sik 
fUirt. 

Man  stelle  sich  einen  durch  eine  geschlossene  Flfcki 
begrenzten  Theil  des  magnetisch  oder  dielectrisch  polarisirt« 
Körpers  vor  und  berechne  die  Summe  der  x-Compoiitüt« 
der  Kräfte,  welche  auf  diesen  Theil  von  allen  ausserhalb  des- 
selben befindlichen  magnetischen  oder  electrischen  Flüssigkeiten 
ausgeübt  werden.  Die  in  ihm  entbidteuen  Flüssigkeiten  kimncL 
dabei  ersetzt  werden  durch  eine  Schicht  an  seiner  Obertiiiciie, 
in  der  auf  das  Flächenelement  ds  die  Flüssigkeitsmeoge: 

k^ds 
dn 

kommt,  wenn  n  die  nach  seinem  Inneren  geriolitele  Neotfl^ 
Ton  d»  bedeutet  Die  auf  diese  Schieiit  wiikendsB 
lassen  sich  ans  zwei  Theilen  znsammensetsen.  Für  den  eaim 
Theil  ist  ^  das  anf  einen  Pol  von  der  FMssigkfiitsmeQgeB* 
bezogene  PotenüaL  Der  zweite  TheQ  rührt  her  von  «vr 
ilfissigkeitsschichty  die  an  der  FlAchey  deren  Element  it 
nannt  worden  ist,  ausserhalb  derselben  sich  befindet  snd  ii 
Elemente  da  die  Dichtigkeit: 

an 
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besitii  Bt  lel  17  das  Potential  diesor  Soliidit  in  Bemg  auf 
einen  Pnnkty  dessen  Bntfenmng  Ton  den  Etemente  äs  dnnh 
r  beaeiehaet  werdm  mfige,  iodaas: 

ist,  und  Ui  sei  der  Werth  von  U  in  Bezug  auf  einen  inneren, 
Ua  der  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt.  Der  erste  Theil 
der  gesuchten  Summe  der  a>Compouenten  ist  dann: 


und  der  zweite:  —  & J*^'9»^^' 

Dieser  zweite  Theil  lässt  sich  aber  auch  noch  auf  andere 
Weise  ausdrücken.  Er  ist  nämlich  gleich  der  negativ  genom- 
menen Summe  der  a:- Komponenten  derjenigen  Kräfte,  welche 
die  innere  von  den  beiden  betrachteten  Schichten  auf  die 
äussere  ausübt;  d.  h.  er  ist: 


also  anch:  -  ^  f  ds^^  (i^^  -  , 

oder:  «  -  2«*«J äs  (|D*co8  {nx) . 

ICan  kann  hienaoli  die  Snnunen  der  CSomponenten  nach 
den  Coordinatenazen  der  Erfifke^  wdehe  auf  die  Flftssii^tea 
in  dem  abgegrenzten  TheQe  des  KOrpera  Ton  allen  ausserhalb 
dessdben  befindlichen  Flüssigkeiten  ausgeübt  werden,  berech- 
nen, indem  man  annimmt,  dass  auf  jedes  Element  seiner  Ober- 
tläclie  ein  Druck  wirkt,  dessen  Componenten,  bezogen  auf  die 
Flächeneinheit,  sind: 
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Eine  nahe  liegende  Hypothese  ist  nnn  die,  dass  hierdutb 
enohöpfend  die  magnetischen  oder  electrischen  Krifte  aa^ 
geben  sind,  die  aaf  den  gedachten  Theil  des  Körpers  wiriaa. 
W&re  das  richtig,  so  würde  man  jene  Kräfte  C  fiadn. 

indem  man  mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  für  ein  Baaa- 
element  des  Körpers  die  Oomponenteniiammep  ermittelte  lai 
durch  die  QrOsse  des  Bavmelementes  dividirle;  es  müssten  die 
Quotienten  yon  Qestalt  nnd  GrOsse  dee  Jtanmelementes  laab- 
hüngig  sich  ergeben.  Das  ist  mm  aber  nidit  der  Fall;  js. 
im  allgemeinen  finden  sich  die  Gompanentenaunmen  niciit  ab 
Ton  der  Grüssenordnnng  des  Banmelementee,  sondern  als  voa 
der  seiner  Oberfläche.  Man  sieht  das  leicht  ein,  indem  aia 
ab  Banmelement  mn  TetraMer  wfthity  bei  dem  drei  Eaidm 
den  Cooidinatenazen  parallel  sind,  and  sidi  ttberaeugt,  da» 
die  Gleichnng: 

X„  =  A',  cos  {nx)  -f-     cos  (ny)  +  A'.  cos(»«) 

nicht  erfüllt  wird.  Es  ist  daraus  zu  schliessen^  dass  ausser 
den  durch  die  Femwirkung  der  Flüssigkeiten  unmittelbar  her* 
TOigemlenen  Drucken  A«,  1«^  auf  die  Oberfläche  des  ab- 
gegrenzten Theiles  infolge  der  Polarisirong  noch  andere 
Dmcke  wizlran.  Es  fällen  diese  fort,  wenn  der  Theil  fsa 
seiner  ümgebnng  durch  eine  unendlich  dünne  Loftadiidit  gs* 
trennt  ist;  sie  müssen  aber  Yorfaanden  sein,  wenn  die  Gsa* 
tinoitüt  des  Kürpers  erhalten  ist,  weil  sonst  ein  Gflttchgsfiiekt 
gar  nicht  stattfinden  könnte. 

Hr.  Boltsmann  hat  in  seiner  Abhandhrng^)  aUgeBMiae 
Oleichnngen  angestellt,  welche  ftr  die  I>efi>rmation  eines  be- 
liebigen festen  elastischen  Körpers  dnroh  Magnetiaireng  ete 
Ditieotrisumng  gelten  soUen.  Den  Betraehtongen,  dnroh  wekhi 
er  dieselben  ableitet,  liegt  aber  die  eben  besprochene  H7P0- 
these  zu  Grunde,  deren  innerer  Widerspruch  bei  dem  Wege, 
den  Hr.  Boltzmann  eingeschlagen  hat,  nicht  herrortritt  Aai 
den  Gesetzen  der  inagiietiscbeii  oder  electrischen  Kräfte  unl 
Induction  entwickelt  er  nämlich  die  Werthe  von  A,.  F..  Z- 
nur  für  die  Fälle,  dass  n  mit  der  Normale  der  Fläche  ^ 
=  const.  zusammenfallt  oder  senkrecht  darauf  ist,  and  be- 

1)  Boltsmann,  Wien.  B«r.  88.  p.  ilftl.  18S0. 
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rechnet  aus  diesen  die  allgemeinen  Werthe  von  X„,  7,,  Z„ 
durch  die  Gleichung  —  X,  cos  nx-{-  X,  cos  ny  +  -X,  cos  n«  und 
die  beiden  entsprechenden  Gleichungen. 

4.  Eb  sollen  nun  die  im  §  2  an^sestdlten  Oleiohimgen 
auf  den  Fall  einee  Engelcondensaton  angewendet  werden, 
der  auch  von  Hm.  Boltsmann^)  und  Korteweg*)  behan- 
delt ist 

    __  • 

Bezieht  man  die  Zeichen  X,  F,  Zj  X^  T,  Z  auf  alle 
Kräfte  und  Druckkräfte,  die  auf  die  Theile  und  die  Oberfläche 

des  zu  betrachtenden  Körpers  neben  den  durch  die  Elasticität 
hervorgeruleneii  ausgeübt  werden,  so  sind  die  Differential- 
gleichungen füi*  die  Verrückungen      Vj  w: 


Der  Körper  soll  nun  eine  Glasmasse  sein,  die  durch  zwei 
concentrische  Kugelt! äehiin  begrenzt  ist,  und  deren  Punkte 
Venrtlckungen  in  den  Richtungen  ihrer  Badien  erlitten  haben. 
Der  AnfSangBpnnkt  der  Ooordinaten  sei  der  Mittelpunkt: 


und  (>  die  Grösse  der  Verrückung,  die  nur  von  /-  abhängig 
sein  soll,  positiv  gerechnet  in  der  Bichtuug,  in  der  r  wächst 
Ks  ist  dann: 


woraus  folgt,  dass  Vy  w  die  partiellen  DiflEiBrentialqaotieiiten 
nach  X,  X  einer  Fnnetion  Ton  r  sind.  Es  werde  dkse  ü 
genannt;  damit  ist: 


1)  Boltzmann,  Wien  Rer.  88.  p.  SSS.  V.  8S.  p.  1167.  1880. 
S)  Korteweg,  Wied.  Abb.     p.  48.  1880. 


also: 


oder: 
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Die  Kräfte  X,  Y,  Z  aoUen  den  Gleichungen  genügen; 

r=Ä^,  Z^E-y 

WO  jB  eine  Function  tob  r  ist;  da  daim: 

Xdx  +  Fdy  4-  ^rf*  =  Rdr, 

80  sind  auch  X,  Y,  Z  die  partiellen  Differentialquotienten  nach 
Xj  yy  z  eine  Function  von  r;  nennt  man  diese  P,  f&hrt  P  uni 
27  in  die  Differentialgleichungen  filr  v.  tr  ein,  multipikät 
dieselben  mit  dx,  dy,  dx,  addirt  und  integrixt»  so  erldüina: 

-~P=  Jü'+(l-f  2e)<r  d.h.  =2(1+0)0-, 

r 

»■i 

wo  den  Kadius  der  inneren  Oberfläche  des  Glaskörpers. 
a  eine  willkürliche  Gonstante  beseichnen  soU.  Daraw  folgt 
dann  weiter: 

r  r 

*  -  -  «(T?^  (t' +  ^  +  • 

wo  b  eine  zweite  Gonstante  ist. 

Betrachtet  man  Punkte,  ftr  die  y»0,  «  =  0  undi 
positiv  ist,  so  ist  für  diese  «ar,  «fp»  XauK.;  cUn» 
folgt: 

Ä  -  -  2ir(^|  +  ßa)  oder  «  2Jr(2  f  (1+ 

nnd  daher: 

Ti  r,  r, 

Bezeichnet  den  Badins  der  äosseren  Oberfliche  du 
Glases,  ist: 

ftr  r    r,       «  ^ 

und  sind  und  gegeben,  so  hat  man  in  dieser  Oleichunj 
rsrj  und  r^r,  zu  setzen,  um  die  GleichoageA  la  fi*^ 
ans  denen  a  und  b  su 
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Nim  8«  d«r  GlaakiBfpor  mit  swoi  lettendtn  Bdegungen 
▼«nahen,  die  min  Mi  ab  Toa  ilim  durch  «nendUoh  dflmie 
Lnftschiditea  getrannt  TonteOen  möge.  la  der  innerea  Be- 
legung aei  des  Potential  in  der  imeeren  «0;  im 
Glase  iit  dann: 

r  r, 

n 

Nach  dem  Im  §  2  für  ^  antieetellten  Ansdmck  igt 
femer: 

also,  wenn  maa: 

n  "  rt 

eetit: 

Wiren  die  Glaefliehen  ▼on  den  Belegongen  meofecn  frei, 
ala  Dmekkrifte,  die  auf  diese  anegeftbt  irarden,  sieh  auf  jene 
nicht  Übertrugen,  so  iKUre  nach  dem  tär  Ä  an^sestellten  Am- 
dmck: 

nnd: 

Nmi  aoU  eher  angenommen  werd«i,  dass  im  Gegentiieü 
Dmoke,  die  auf  die  Belegmtgen  wirken,  sich  ohne  Aendemng 
anf  die  Glasiftohen  ttberlragen;  die  Werthe  Ton  nnd 
sind  dann  nm  gewisse  Glieder  an  Tergrössem. 

Die  innere  FlAche  der  inneren  Belegungen  entfaftU  keine 
Eleotricität;  die  electris4die  Dichügkeit  der  äusseren  Flftcfae 
derselben  Belegung  ist: 

4ndr* 

wenn  das  Zeichen  ^'  sich  auf  die  Luftschicht  bezieht,  die  die 
Belegung  von  dem  Glase  trennt;  die  Kraft,  die  auf  die  Ein- 
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heit  der  Electricitätsmenge  in  einem  Flächenelemente  in  der 
Richtung  von  r  wirkt  und  herrührt  von  aller  vorhandeuöi 
Electricität,  mit  Ausnahme  deijenigen,  die  auf  FUdiCi- 
elemeute  sich  befindet,  ist: 

Hiernach  ist  der  Werth  toh      m  TeigrSeeeni,  m: 

Die  Diohtii^eit  der  Eleetrieitftt  in  der  ftnaeerai  Ftidie 
der  insseren  fielegang  iat  «  0,  in  der  inneren  lUdie  te> 
selben: 

daher  ist  dem  Werthe  von  hinzuzul'ügeu: 

— %;r'^)' 

Setast  man  noch  ftr  dtpjdr  seine  Werthe,  so  eigibtaA 

daher: 

+  *  +  + 

Es  können  jetst  die  Gonstanten  a  nnd  h  beredmet  eerfM 
Um  diese  fiereofannng  m  erleiehtem,  mOge  die  Arniahws  §»> 
madit  werden,  dass  die  Didce  der  Glaswand,  r,  — r|,  «- 
endlich  klein  gegen  die  Bedien  >\  und     ist.  Es  eigOrt 
dann: 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  der  Ver- 
grOsserong,  welche  der  Badins  erfahren  hat.  Wird  ^ 
^1  genannl^  so  ist: 
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 1  (_a  b\ 


FOlirt  man  statt  der  Ghrösse  JCdem  Ela8ttcitfttBco6ffid6nteii 
des  Glases  E  durch  die  Gleidmng: 

1  +  2Ö 

em,  so  ündet  man  hiernach: 


Diese  Gleichimg  stimmt  aberein  mit  einer,  die  Hr.  Kor- 
teweg  in  der  oben  citirten  Arbeit  durch  Betrachtnngen  ab- 
geleitet hat,  .die  den  hier  durchgeführten  im  wesentlichen 
Ähnlich,  wenn  auch  in  ein  anderes  Gewand  gekleidet  nnd  von 
geringerer  AUgemeinheit  sind.  Statt  der  GrOssen  kj  k',  k'\ 
die  hier  vorkommen,  hat  er  drei  andere  k,  d^,  emgefthrt, 
die  mit  diesen  in  den  Belationen  stehen: 


Xirchkoff,  CtaMnuMile  jUhnOnafni.  HaoUnf.  S 
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8.  üeber  etnlge  Anw endmigeii  te  Tkeoite  te 
FomBiideniiif  9  welche  ein  KOrper  eTflhii,  wco  « 

magnetisch  oder  dlSlectrisch  polarisirt  wfrL 

Tan  Kirekk^ft 

Sitzber.  d.  k.  Äc^d.  der  Wittöon.seh.  zu  Berlin  vom  11.  December  15H 
p.  1150.    Wied-  AniL  Bd.  25  p.  601,  1885. 

Ich  erlaube  mir  der  Academie  emige  Anwendungen  der 
Theorie  der  Formänderung  vorzulegen,  welche  ein  Körper  9- 
fährt,  wenn  er  magnetisch  oder  dielectrisch  })()lari>irt  wird. 
Ich  will  anknüpfen  an  die  Darstellung  dieser  Theorie,  ui. 
ich  in  den  Sitzungsberichten  vom  28.  Februar  1884  (de: 
hier  unmittelbar  vorhergehenden  Abhandlung)  gegeben  habe, 
und  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  benutzen.  Der  be- 
trachtete Körper  ist  dort  als  ein  fester  elastischer  vorao-^ 
gesetzt;  man  braucht  in  den  dort  abgeleiteten  Fomiehi  abfr 
nur  die  mit  k"  bezeiclmete  Constante  =  0  zu  setzen,  um  j> 
auf  den  Fall  anwendbar  zu  machen,  dass  der  Körper  eint 
Fltlssigkeit,  eine  tropfbare  oder  gasförmige,  ist,  wodurch  mn 
diejenigen  Formeln  erhält,  die  für  diesen  Fall  Hr.  v.  Hein:- 
holtz  in  einer  Mittheilnng  an  die  Academie  am  17.  Febnur 
1B81  abgeleitet  hat,  imd  die  wiederum  in  die  frOher  schot 
▼on  Sir  W.  Thomson  und  Gl.  Maxwell  ao^esiellten  über- 
gehen, wenn  die  Constante  k  mmQ  gesetzt  wird,  WM  erlaubt  ist 
wenn  die  Flüssigkeit  als  incompreasibel  hetrachtel  werden  daii 
da  dann  ihre  Gleichgewiehtsfignr  Ton  dem  WiW'tike  Toe  •  tt* 
abhängig  ist  Auf  diesen  einfiiofanten  Fall  v««inwn  die  Ver 
Boohe  znrOcky  deren  Besohreibimg  Hr.  Quincke  am  6.  kfA 
1888  nnd  am  17.  Jannar  1884  der  Academie  Toigdogl 
dnrch  die  er  die  Diäeotrioitftteconstante  imd  die  too  ihm 
genannte  DiamagnettairnngBconstante  ftr  eine  groese  ZiU  i* 
ilttsdgkeiten  beetimmt  hat  Es  sotten  die  nidmleD  BeliM^ 
langen  sich  anf  eine  Anordnnng  beneheni  wie  sie  bei  dietf 
Qnincke'sdien  Yennchen  stattfimd. 

1.  Man  denke  sich  ein  magnetisches  Feld,  das  darcb 
einen  electrischen  Strom  herrorgemliBn  ist,  der  nach  Wättir 
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erzengt  nnd  unterbrochen  werden  kann.   Bei  den  Quinoke^- 
schen  Yersaohen  war  duedbe  mit  Hülfe  einee  krftftigeii  Etoobrc- 
magneten  hergestelli,  dessen  ebene  PolflSchea  in  einem  Ab- 
stände Ton  einigen  MiDimetera  Ton  einander  sich  befanden.  In 
dem  grOssten  Thefle  des  Banmes  swischen  den  Pdflädien  war 
die  magnetische  ]&aft  nahesn  oonstant,  in  der  Nihe  ihrer 
B&nder  nahm  sie  schnell  ab  nnd  war  nahesn  »  0  in  mftssiger 
Entfernung  Ton  diesen  BKndem  ausserhalb  jenes  Banmes.  In 
einem  solchen  magnetischen  Felde  seien  verschiedene  Körper, 
die  einander  berühren,  theüs  Ibste,  theils  flflssige,  Torhanden; 
die  festen  sollen  als  starr,  die  flfissigea  als  incompressibel  an- 
gesehen werden,  sowohl  wenn  sie  tropfbar,  als  wenn  sie  gas- 
förmig sind;  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit  sollen  also  ver- 
nachlässigt werden,  ausser  insofern,  als  sie  Aenderungen  des 
Druckes  bedingen.    Ks  handelt  sich  darum,  die  Bedingungen 
fftr  das  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten  zu  bilden;  als  wirk- 
sam sollen  dabei  neben  den  magnetischen  Kräften  die  Schwere 
und  die  Oapillarkräfte  angenommen  werden.    Der  Index  1  be- 
ziehe sich  auf  eine  der  Flüssigkeiten,  }\  sei  der  Dnick  in  einem 
Punkte  derselben,  der  Druck,  der  abhängig  ist  von  der  in 
unendlich  kleinen  Grenzen  variirenden  Dichtigkeit,   (f^  das 
magnetische  Gesammtpotential ,  ^/^  die  Dichtigkeit,  g  die  In- 
tensität der  Schwere,  und  die  Richtung  der  x-Axe  sei  die  der 
Schwere.    Aus  dem  S.  148  meiner  citirteu  Abhandlung  (hier 
p.  103)  für  die  Kraft  Ä  angestellten  Ansdmoke  folgt  daim: 

wo  0^  eine  Gonstante  beieichiiei  Eine  fthnUehe  Gleidrang  gilt 
ftür  jede  der  Toriiandenen  Flfissigkeiten. 

FOr  die  Bertthnmgsflftche  sweier  FMsngkeiten,  1  imd  2, 
hal  die  Dübre&i  —j^  eiMn  Ton  Nnll  verschiedenen  Werth. 
Derselbe  rflhrt  snm  Theil  von  den  Capfllarkrifien,  znm  Theil 
Ton  den  magnetischen  her.  Es  seien  r'  und  r"  die  Hanpt- 
krümmnngsradien  eines  Elementes  der  Berührungsfläche,  positiv 
gerechnet,  wenn  die  OberHäche  der  Flüssigkeit  1  eine  convexe 
ist,  n  die  nach  dem  Innern  der  ersten  Flüssigkeit  gerichtete 
Normale  des  Klementes,  H  eine  von  der  Nutui'  der  beiden 
Plüssigkeiteu  abhängige  Gonstante;  dann  ist: 

%* 
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-i(r.+*.-v)fer-f-(^)V('^r.i 

Man  findet  diese  Oleichnng  ans  den  a.  a.  O.  S.  147  (Uer 
p.  103)  ftlr  J,,  J,, . .  aufgestellten  AnsdrAdEen,  wenn  man  ciis 
der  Coordinatenazen  mit  der  Normale  n  znsammen&Den  ttart 
und  benutzt,  dass  für  die  Berührungsfläche: 

ist.  Substituirt  man  in  die  Gleichung  (2)  für  p^^  den  in  (1) 
angegebenon  Ausdruck,  für  den  entsinrechenden  und  elini- 
nirt  mit  Httlfe  yon  (8)  tp^,  so  erhält  man: 

-  c,  -      -  ii^)gx  +  ^^[^  + 

Stessen  drei  verschiedene  Körper  in  einer  Linie  zusammen. 
80  wirken  auf  die  Theile  dieser  Linie  noch  besondere,  tod 
der  Gapillarität  herrührende  Kräfte,  welche  miteinander  im 
Gleichgewicht  sein  müssen.  Fällt  die  Grenzlinie  der  Berüh- 
rungsfläche zweier  Flüssigkeiten  in  die  Oberfläche  eines  festen 
Körpers,  die  hier  keine  scharfe  Kante  darbietet,  so  ist  die 
Bedingung  für  dieses  Gleichgewicht  die,  dass  die  TremHOT* 
fläche  der  beiden  flttasigkeiten  die  Oberfläche  des  fertet 
Körpers  unter  einem  bestimmten  Winkel  edmeidet.  Diefff 
Winkel  mnss  derselbe  sein,  mfigen  magnetisdie  Kräfte  iriitas 
oder  nicht  wirken. 

2.  Es  kann  der  Fall  stattfinden,  dass  das  Gleichgewicht 
beim  Eintritt  der  magnetischen  Kräfte  dadurch  erhalten  wini. 
dass  man  den  Druck  in  geeigneter  Weise  verändert .  ohse 
dass  irgendwo  die  geometrischen  Verhältnisse  geändert  werdeo. 
Sind  nur  zwei  Flüssigkeiten,  1  und  2,  Yorhanden  und  äa^ 
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und  ^e^  die  VergrOssentiigeii,  welche  die  Constanten 
und     erfiüireii,  wenn  die  magnetisdien  Er&fle  in  Wiricsam« 
keit  treten  und  das  Gleichgewicht  erhalten  wiidi  80  mm 
nadbi  (4)  ftr  die  Berflhnmgsflftche: 

sein. 

Es  werde  nun  anjjenommen,  dass  und  als  unendlich 
klein  betraditot  werden  dürfen.  Diese  Voraussot/iintr  i<t  bei 
den  Ton  Hin.  (Quincke  untersuchten  Flüssigkeiten  erfüllt. 
Diejenige  von  ihnen,  bei  der  k  seinen  grössten  Werth  hatte, 
war  eine  wässrige  Losung  Ton  Eisenchlorid  von  der  Dichtig- 
keit 1.51,  und  &a:  diese  Ssokä  er^: 

k  -  65.10-«, 

wenn  tür  atniospliürisdic  T^nft  diese  Grösse  =  Null  geset/.l  wird. 
Ausser  den  beiden  Flüssigkeiten  1  und  2  mögen  in  dem  mag- 
netischen Felde  noch  feste  polarisirbare  Körper  vorhanden 
sein,  für  welche  die  Constante  k  ebenfalls  unendlich  kleine 
Werthe  besitzt.  Die  Gleichung  (5)  vereinfacht  sich  sunftchst 
dadurch,  dass  das  erste  Gli(  d  ihrer  rechten  Seite  gegen  das 
zweite  vernachlässigt  werden  kann. 

Femer  darf  f&r  ^  der  Werth  gesetzt  werden,  den  das 
Potential  haben  würde,  wenn  überall  in  dem  magnetischeoii 
Felde  Ar »  O  uriüw,  oder  wenn  (was  gleichbedeutend  hieinidt 
sein  soll)  atmosph&risehe  Luft  das  ganze  magnetische  Feld 
erfbUte.  Bezeichnet  man  durch  ^  diesen  Werth,  so  wird  die 
genannte  Gleichung  also: 

a^-,«,.^-.((||)'-H(g)M||r). 

Damit  diese,  ftr  die  Bertthmngsflftche  Ton  1  und  2  geltende 


1)  Hr.  Quincke  bat  aas  aetnen  Messungen  eine  OrOese  berechnet, 
die  er  f  ^•  uaiint  hat  und  die  mit  dem  hier  eiageflUirleB  4;  in  der  Be- 
lation  sttilit; 
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Bedingung  erfüllt  werden  kann,  mnss  die  magnetische  £iaft 
fUr  diese  Fläche  eine  oonetante  Grösse  haben. 

Die  Flüssigkeit  1  sowohl,  als  die  Flüssigkeit  2  aoU  hii 
zu  Orten  reichen,  in  denen  die  magnetischen  Kräfte,  wenn  sie 
erregt  sind,  eine  Terschwindend  kleine  Intensitftt  besitzen; 
Gleidiiing  (1)  zufolge  sind  dann  3e^  und  Se^  die  Veq^ 
sernngen,  die  der  Droek  hier  erfthrt,  wenn  dto  magnetiMte 
Erilfte  in  Th&tigkeit  gesetzt  werden  und  das  Gleichgewidi 
erhalten  wird.  Endlich  möge  die  Anordnnng  getroffea  mn, 
daes  die  Drockftndemng  de^^sO  ist;  die  DraekYermefamg 
ist  dann: 

Nach  dieser  Formel  hat  Hr.  Quincke  aone  Versacbe 
berechnet.  Die  Yoraussetzongen,  die  derselben  zn  Gnwii 
liegen,  waren  bei  ihnen  in  zwei  verschiedenen  Weiseo  Tcr- 
wirklicht.  Bei  der  einen  Methode  diente  einn  <;]riscme.  ü-för- 
mige  Böhre,  die  mit  der  zu  untersnchendeii  Flüssigkeit  theil- 
weise  gefftUt  war,  und  deren  einer  Schenkel  zwischen  den 
Fialflftchen  des  Eleclromagneten,  deren  anderer  ausserhalb  der- 
selben sich  be&nd.  Die  zu  untersuchende  Flflssigikeit  ist  hier 
als  die  Httssigkeit  1^  die  atmoBphftrische  Luft  als  die  Fttaa^ 
kfiit  2  zu  rechnen.  Bei  der  anderen  Methode  ecfUlte  die  n 
untersuchende  Flflssigkeit  den  grOssten  Theil  des  BsniM 
zwischen  den  horizontal  gestellten  Pdflftchen,  iriUffend  des 
Best  eine  flache  Luftblase  einnahm,  die  beide  Pdfiftchen  be- 
rflhrte  und  mit  einem  ausaen  befindlichen  Manometer  eon* 
municirte.  ffier  ist  die  zu  untersudiende  FMssigkttt  & 
Flüssigkeit  2  und  die  atmosphärische  Loft  die  Flüssigkeit  !• 

8.  Die  hier  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  gel^ 
aadi,  wenn  statt  der  magnetischen  Erftfte  eLectiiache  tliitv 
sind,  und  Hr.  Quincke  hat  auch  die  DiSlectridtits-CoiisUatei 
Terschiedener  iaolirender  Hflssigkeiten  durch  Yersnche  bestimnt, 
die  den  zuletzt  erw&hnten  magnetisdien  Yersuehen  gans  tts- 
lieh  sind.  Zwiaohen  zwei  horizontale  GondensatoiplatteD, 
in  emem,  mit  der  zu  untersuchenden  Flflssigkeit  geftOttt 
Qeftee  mi^estellt  waren,  hatte  er  eine  fladie  LoftUase  |^ 
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bnusht,  die  beide  Platten  berührte  und  durch  eine,  in  der 
oberen  mündende  Röhre  mit  einem  Manometer  communicirte, 
das  anaserhalb  des  Qefiksses  sich  befiuid.  Wurde  der  Con- 
densator  geladen,  so  zeigte  das  Manometer  eine  Vermehrung 
des  Bmckee  an.  Auch  Ar  dieee  gilt  der  Anadruck  (6),  obwohl 
hier  die  GrOssen  und  niehi  ale  nneadlioh  Uein  zu  be- 
traohten  sind,  wenn  nur  die  Dicke  der  LnftUaee  (alio  der 
A}>8tand  der  Condenaatorplatten)  nnendlich  klein  ist  gegen  ihre 
horizontalen  Dimensionen. 

Es  seien  «  »  0  nnd  «  »  «  die  GHeidnmgen  der  inneren 
Oberflftohen  der  beiden  Condensatorplatten,  9)  ^  0  und  ^  »  P 
die  Werihe  des  Potentials  in  diesen,  wenn  sie  geladen  sind. 
Alle  in  Betracht  kommenden  Grenzflftchen  heterogener  Körper 
soUen  BotaüonsflSehen  sein,  deren  gemeinsame  Aze  die  ä>Aze 
ist.  Welche  Function  (p  von  sc,  y,  x  in  der  Nähe  des  Bandes 
der  Luftblase  ist,  lässt  sich  mit  den  jetzigen  Hülfsmitteln  der 
Aualysis  allgemein  nicht  finden,  aber  man  weiss  Folgendes: 
Es  ist  (f  überall  eine  Function  von  x  und  +  ;  für  x  =  0 
und  X  =  u  verschwinden  an  den  Oberliächen  der  Condensator- 
platten  dtf  ldy  und  dfpjdx,  und  in  einer  Entfernung  vom 
Rande  der  Blase,  die  gross  genug  gegen  a  ist,  ist  sowohl  in 
ihr,  als  in  der  umgebenden  Flüssigkeit: 

(7)  y-pi. 

Nnn  fiisse  man  einen  nnendlich  kleinen  Banm  ins  Ange, 
der  begrenzt  ist 

durch  die  Ebenen  o?  =  0  und  x  =  a , 
einen  Theil  der  j-y-Ebene,  in  dem  y  positiv  ist, 
eine  Ebene,  die  durch  die  .r-Axe  gelegt  ist.  mit  der  riy-Ebene 
den  unendlicb  kleinen  Winkel  1^  bildet  und  zwischen  den 
positiven  Theiien  der  i/-Axe  und  der  ^i^Axe  sich  befindet, 
und  endlich  zwei  Cylinderfiächen,  die  um  die  a>Axe  mit  den 
Bedien     nnd      besdirieben  sind. 
Diese  Bedien  soUen  so  gewählt  sein,  dass  die  erste  Qylin- 
deiflSfChe  in  der  Lnft,  die  zweite  in  der  ftnsseren  FMssigkeit 
in  der  Begion  sich  befindet,  in  der  der  in  (7)  ftr  9  angegebene 
Ansdrnck  gilt  Es  rnoss  dann  ß^'^  ßi  uneiidlioh  gross  gegen 
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a  sein;  dabei  soll  aber  diese  DiÜertnz  noch  unendlich  kleoi 
gegen  die  Werthe  sein,  die      und      selbst  besitzen. 

"Eb  Boll  ausgedrückt  werden,  dass  die  Summe  der  y-Com' 
ponenten  der  Kräfte  TefBchwindet,  welche  auf  die  in  dem 
bezeichneten  Räume  vorhandene  Masse  ausgeübt  werden. 
Dabei  sollen  die  electnschen  Kräfte,  welche  hier  wirksam  sind, 
ersetzt  werden  durch  die  auf  die  Oberflfiche  wirkenden  Bmck- 
krSAe,  duzeh  die  sie  eraetEt  werden  können,  und  deren  Com- 
po9enten  durch       B^,, . . .  besddmei  weiden  mOgen. 

Für  die  Ebenen  « s 0  und  x^a  iait  dfpjdy « 0,  und, 
da  allgemein 


ist,  so  tragen  die  Theile  dieser  Ebenen,  welche  zur  OberflUche 
des  gedachten  Kaumes  gehören,  zu  der  gesuchten  Suniiüt 
nichts  bei. 

Was  zu  dieser  Summe  die  CyliuderHächen,  deren  Eadien 
und       genannt  sind,  hinzubringen,  ist,  wenn  man  nur  die 
Grössen  der  höchsten  Ordnung  berücksichtigt,  den  Index  1 
auf  die  Luft  und  den  Index  2  auf  die  umgebende  Flüssigkeit 
bezieht: 

(8)  «      ^  k,-j^^kj^ 

Der  Theü  der  «y-Ebene,  der  zur  Begrensung  dee  gedachtou 
Baumes  gdiört»  trSgt  auch  nichts  zu  der  zu  bildenden  Summe 
bei,  da  allgemein: 


und  hier  d(f  jöz  =  0  ist. 

Die  letzte  Begrenzungsfläche  des  betreflenden  Raumes  hat 
die  Grösse: 

-  A) 

und  die  y-Gomponente  des  auf  die  Einheit  ihrer  Fläche  be* 
zogenen  Druckes  ist: 

wo  Q,  untw  der  Annahme  «»0  zu  berechnen  ist  Diesei 
Cm  ist  Ton  der  Ordnung  Ton  1*/«*  und  daher  isl  andi  dar 
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Beitrag,  den  diese  Flftohe  zu  der  in  Rede  stehenden  Summe 
liefert,  unendlich  klein  gegen  das  in  (8)  angegebene  Glied. 

Daher  ist  die  Gleichgewichtsbedingmig,  welche  gebüdet 
werden  soUte: 

a 

0 

Drückt  man  hier  und  mit  HlÜfe  Ton  (1)  aus,  zieht 
Ton  der  dann  entstehenden  Gleichung  diejenige  ab,  in  die  sie 
doh  Terwandelt,  wenn  man  annimmt,  daas  die  electriachen 
Krftfte  aoBser  Th&tigkeit  gesetzt  sind,  gibt  den  Zeichen  de^ 
nnd  8e^  die  entsprechende  Bedeatong,  wie  bei  der  Discussion 
der  magnetischen  Versuche  des  Ebm.  Quincke,  und  setzt  auch 
hier  8c^  =  0j  so  erliält  man  für  dcy^i 

einen  Ausdruck,  fikr  den  auch  der  Ansdrock  (6)  geschrieben 
werden  kann. 

4.  Hr.  Quincke  l>r;i(  litt'  zwischen  seine,  durch  eine  iso- 
lirende  Flübsigkeil  getrennte  Coiulensutorplatten  eine  Luft])lase, 
die  nur  die  obere  Phitte  berührte;  wurde  der  Condensator 
geladen,  so  verlängerte  sich  die  BUise  in  der  Richtung  der 
Kraftlinien  und  zog  sich  zusammen  in  den  auf  diesen  senk- 
rechten Bichtungen.  Zwischen  den  PolHächen  seines  JEIiectro- 
magneten  zeigte  unter  entsprechenden  Verhältnissen  eine  Tjuft- 
blase  diese  lärscheinung  nicht,  und  auch  ein  hängender  Tropfen 
Terschiedener  magnetischer  Flüssigkeiten  erlitt  keine  Form- 
änderung, wenn  der  Magnetismus  erregt  wurde.  Eine  Anord- 
nung, die  ähnlich  der  eben  erw&hnten  ist  und  keine  Schwierig- 
keit der  Bechnung  darbietet,  soll  hier  theoretisch  rerfiolgt 
werden. 

Der  Baum,  soweit  er  in  Betracht  kommt,  sei  von  zwei 
Flllssigkeiten,  1  und  2,  erfiült,  die,  wenn  die  eleetrischen  oder 
magnetiachen  Erlfte  nicht  wiitoi,  durch  eme  EugeUftche  Tom 
Badius  R  getrennt  amd.  Damit  das  der  Fall  sein  kann,  muia 
die  Schwere  unwirinam  sein.  Sind  die  eleetrischen  oder  mag- 
netiadien  Erlfte  erregt,  so  sollen  sie  ein  Potential  erzeugen, 
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das  in  der  ftnsseoren  Flüssigkeit,  der  Flüssigkeit  2,  in 
li^ntfemang  Yon  der  MfiBsigkeit  1  der  Gleiehmig: 

(9)  «  -  o,« 

genügt,  wo  «2  ^^"^  Constante  ist.  Es  soll  die  Gestalt  be- 
stimmt werden,  die  dabei  die  Grenzfläche  der  beiden  Flüssig- 
keiten annimmt.  Für  dieselbe  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (4) 
die  Bedingung 

Z  /J  4.  i.  _  A^i  _  ^^(h-K)*  (B^iY 
2  [r"       r"'       Rj         l  +  Ank^  \dn] 


(10) 


Eb  hat  die  FlOsBigkeit  1  einen  Hittelponkfc;  in  dieaen 
lege  man  den  An&ngspnnkt  der  Goordinaten.  Die  gesndile 
n&che  ist  dann  eine  Botationsflftohey  deren  Aze  die  «-Axe 
ist»  nnd  fttr  iliren  Sehnitt  mit  der  xy-Ebene  ist  daher: 

Setzt  man: 

nimmt  &  als  unabhängige  Variable  an  nnd  macht: 

so  wird  diese  Gleichung: 

Man  setze  femer: 

e-Ä(l+«) 

und  nehme  i<  als  unendlich  klein  an.  Man  erhalt  dann,  mdem 
man  die  Zweideutigkeit  des  Vorzeichens  durch  die  Erwägung 
hebt,  dass,  wenn  u  verschwindety  ¥  ^t''  wird: 

wenn:  fi«>oosi9-. 
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Die  Functionen  (f^  uiul  (f.^  sind  aus  der  Differential- 
gleichung A(f  =  0,  der  sie  genügen  müssen,  der  l^edingung  (9) 
und  den  Bedingungen  (3)  zu  bestimmen.  Die  letzten  sind, 
da  M  als  unendlich  klein  augenommeiL  ist,  2a  erfHUeii  für 

B.   Daraus  folgt: 

7i  =  -  Ol?/* 

wo: 


und: 


Sabstitiiirt  man  diese  Werthe,  sowie  den  Ausdniok  (11) 
in  die  GlddniDg  (16),  so  erh&lt  man: 


wo: 


W&ren  J.  nnd  B^O,  ao  wftre  diese  Gleiolnmg  die  Dif- 
ferentialgleiolknng  ftr  die  EngeUbnctionen  erster  Ordnung  von 
einem  Axgnment  Ein  partical&res  Integral  der  gefandenen 
Gleichung  ist: 

das  allgemeine  erhBlt  man,  wenn  man  die  AnsdrAcke: 

^midi^lgi-^j;-!, 

mit  willkfiriichen  Gonstanten  mnltiplicirty  hinzofilgt*  Diese 
Constanten  sind  hier  aber  i^ioieh  Null  zu  setzen,  da  «  fkkr 
/I  «■  + 1  nnd  ^  a  —  1  endHch  bleiben  nnd  denselben  Werth 
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nimehmen  mnss;  denselben  Werth,  da  der  Anfangspunkt  der 
Goordinaten  in  den  Mittelpunkt  der  Flüssigkeit  1  gelegt  ist. 
Die  Annahme,  dass  dieselbe  inoompressibel  sei,  gibt  eine 
Relation  zwischen  den  Constanten  Ä  und  B;  in  der  Timt 
folgt  ans  ihr: 

+  1 

/ ud/i^O,  d.h.  Ä^^B, 

—1 

sodass  sich  ergibt: 

"(.«•-«• 

Hiemach  erleidet  die  Flüssigkeit  1  iu  der  iiichtimg  der 
Kraftlinien  eine  Dilatation,  die: 


in  jeder  daranf  senkrecht en  Richtong  eine  Contraction, 
halb  so  groes  ist.    Die  Dilatationen  und  Coutractionen,  die 
stattfinden,  sind  mit  dem  Quadrate  der  Differenz  k\  — 
proportional;  darauf  beruht 'es,  dass  sir  im  electriscben  Felder 
wo  diese  Differen:^  einen  erhebUchen  Werth  hat,  sich 
während  sie  im  magnetischen  Felde,  wo  dieselbe 
klein  ist,  sich  der  Beobachtung  entziehen. 


6.  Es  soll  schliesslich  die  Formänderung  berechnet  wenden, 
die  eine  Kugel  von  Eisen  erfälirt,  wenn  sie  durch  eine  con- 
stiinte  magnetische  Kraft  magnetisirt  wird. 

Diesem  Falle  entspricht  es,  dass  in  grosser  Entfernung 
von  der  Kugel 

ip  =s  —  Jx 

* 

ist;  /  ist  dann  die  IntensitiM;  der  magnettsirenden  Kraft,  die 
Sichtung  der  «-Axe  ihre  Bichtung.  Für  die  umgehende  Luft 
werde  Jfc »  0  gesetzt  und  das  Zeichen  i  auf  das  Eiseii  besogoi; 
dann  ist  im  Innern  der  Kugel 

J 
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Daraus  folgt,  dass  die  in  meiner  citirteii  Abhandlung^) 
S.  148  (hier  vorhergehende  Abhaadlimg  p.  103)  mit  Ay  By  ö 
beindmeten  Kräfte  yenchwinden,  und  die  mit  A,  By  (7  be- 
zeichneten Dnickkrftfte,  wenn  man  den  An&ngfl|nmkt  der  Go- 
oidinaten  in  den  lOttelpnnkt  der  Engel  legt  nnd  ihren  BadinB 
mit  R  beseichnet,  diese  Werthe  annehmen: 


(12) 


A 


k-k'-k' 
2 


8 


2 


Nennt  man  u,  r,  w  die  Compoiienten  der  Yerrückung, 
welche  infolge  der  Magnetisirunf^  der  materielle  Punkt  der 
Kugel  erfahrt,  welcher  vorher  die  Coordiüaten  x,  y,  x  hatte, 
und  setzt: 


(13) 


d  u 


8  V) 
dxl 


du      de  dw 


Bs 


80  hat  man  infolge  daTon,  dasa  die  Kräfte  Aj  B,  C  gleich  Noll 
sind: 


dx        dy       dx,  ~ 
öZ, 


nnd  ftbr  as^  +  T/^ +  ist: 


1)  SttmiigdMiidile  Tom  28.  Vebmar  1884, 
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(15) 


i?i  =  -  {xX.  +  yX,  4- 1 X.) 
12(7  — 


Aus  den  Gleichungen  (12),  (13),  (14),  (15)  sind  u,  r,  tc  za 
berechnen.  Ihre  Ausdrücke  lassen  sich,  wie  die  in  (12)  ange- 
gebenen Ausdrücke  von  Äf  J?,  C  aus  je  drei  Theilen  zusammen- 
setzen, Ton  denen  der  erste  den  Factor  2^1^,  der  sweite  den 

Factor  der  dritte  den  Factor        enthilt;  man 

dfihßr  setzen: 


(16) 


k-k' 

2 


k" 
2 


u.  -  .  «j,  ) 


V  — 


w 


8 


2 


r 


) 


-4irv(2*»*"i  +  T^«'.-T«'.) 


^)      ^1  oder  ti|,  oder  u,,  t?,,      müssen  daan  den 

Gleidrangen  genügen,  die  ans  den  fbr  i»,  v,  w  an^esteUten 
entstehen,  wenn  man  (12)  ersetzt  durch: 


(17) 

oder  durch: 
(18) 

oder  durch: 

(19) 


7C  * 


Den  für  7/^,  v^,  u;^  geltenden  Bedingungen  kann  man  durch 
die  Annahme: 

genügen,  wenn  man  die  sechs  Constaaten  e|,  \^  t^^  k^' 
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passend  bestimmt    Bei  dieser  Annahme  geben  Qlflt* 

chungen  (13): 

r,  -  -  2JSr(fl4'x«+  6i'(3y«  +     +    i?  +  Öö") 
Z. «  -  2J£:(ai'x»  4-        +  ^**)  +  V^*  + 

^  —  ^  =  —  2  jr{ai' +  6i)«a; 

Hiemadh  redndren  sich  die  Qleioliiingen(14)  auf  die  beiden 
Belationen  zwischen  den  eingefthiten  Gonstanten: 

0  -  3«!  4- <  +  6i  +  e(3a|  +  2  V) 
0-<  +  6i  +  8V  +  2e(d,  +  46,0. 

Die  Gleichungen  (15)  ergeben  bei  Rücksidit  auf  (17), 
wenn  man  +  +  für  in  den  Ausdrucken  für  ^ 
setzt: 

^ -Soj +  e(3a|  4-2<+«, +20 

0  =  a/  H-      4-    4-  0(^  4-  4Z>;  4-    4-  2^/) 

-  20^' 4- *i  +  V  +  0(3«!  +  2fli' +  «1  + 
0  «  8Äi'  4-     4-  e(6,  4-  4  6/  4-    4-  CiO. 

So  hat  man  sechs  Gleichungen  f&r  die  secdis  ünbekaimten 
^»      V'  Anflfisimg  gibt: 


(21) 
und: 


7  +  31  ^  +  32  6»«  o,       ,      6  6>+  16^ 


Man  kann  femer: 

(22)  ft^^a^x,    r^  =  a^y,    w^  =  a^z 

setzen,  woraus  nach  (13)  ibJgt: 
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X=  Y,=  Z,=  -27i(l  4-30)0^ 

dabei  werden  die  GleiehnngeD  (14)  erftlU  und  die  GHeichansea 
(15)  geben  mit  HOlfe  Ton  (18): 

Endlich  mache  man: 

(24)  w>==a^«,   «^-*8»»  = 

dabei  wird: 

cT  =  a3  +  2/>3 

^=i~2ir(<i,+e(a,+2*,)),  r,-2^=-2Jr((fi^+e(aj+24^)) 

Auch  hier  werden  die  Gleichungen  (14)  von  selbst  erfiilit 
und  die  Gleidnmgen  (15)  geben  bei  Bücksicht  auf  (19): 

Substituii-t  man  in  die  Gleichungen  (16)  die  in  (20),  (21), 
(22),  (23),  (24),  (25)  gegebenen  Ansdradce,  so  hat  man  die 
Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe. 

üm  die  Werthe  der  Verrttcknngen  u,  v,  w  namerisdi  be- 
rechnen zu  können,  muss  man  zunächst  die  Grös>o  k  kennen. 
Es  ist  dieselbe  in  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Theene  als 
eine  Gomstante  Yorausgeeetzt,  maa  weiss  aber,  daaa  sie  that- 
sftchlich  in  hohem  Grade  yerftnderlich  ist;  man  scfaUesst  sich, 
bei  beliebiger  Gestalt  der  Eisenkörpers  und  beliebig  gegebenea 
magnetisirenden  Kräften,  nSher  an  die  Wiridiehkeit  an,  mos 
man  h  als  eme  durch  Beobachtungen  au  bestimmende  Ftanetioa 
▼on: 

annimmt  Be/cichiu  t  man  dieses  Argument  durch  91  und  nimmt 
als  Einheit  dalür; 

_eL_ 
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an,  eine  Elinheit,  die  zehnmal  so  gross  ist  als  die  Ton  Gauss 
für  magnetische  Kräfte  eingefiUirtey  so  ergeben  die  von  Hm. 
Stoletow^)  anflgefährten  Messungen,  dass  Je  Yon  21,5  bis  174 
ranimmt,  wenn  91  yon  0,43  bis  3,2  wächst,  und  bis  42,1  sinkt, 
wenn  ffi  weiter  bis  31  vergriteaeri  nird.  Für  eine  Eisenkugel, 
die  unter  dem  Einflnss  einer  constanten  magnetasirenden  Kraft| 
/,  stehly  gelten  die  unter  der  Annahme,  dass  k  eine  Constante 
ist,  abgleiteten  Formeln  auch  bei  Budoncht  anf  die  Yerftnder- 
lidikeit  dieser  Grösse;  nnr  ist  der  Werth  derselben  Tenchie- 
den  zn  setsen  je  nach  dem  Werthe  Ton  /;  er  ist  zu  bestimmen 
ans  der  Beriehimg  zwischen  Ar  und  fü  nnd  der  Gleichung: 

—  

Es  wftre: 

Ä  =  21,4  oder  =175    oder  =42,1 
fikr  J»89,l  oder  -2840  oder  »6460. 

Ueber  die  Werthe  Ton  k'  und  k"  hat  man  gar  keine  Er- 
£Ekhrang.  Setzt  man  aber  voraus,  dass  sie  nicht  gross  gegen 
'Ar  sind,  nnd  nimmt  an,  dass  die  Kraft  J  zwischen  dem  klein- 
sten und  dem  grössten  der  eben  angeführten  Werthe  liegt,  BO 
braucht  man  bei  der  Berechnung  der  für  die  Verrückungen 
u,  V,  w  iR  (16)  gegebenjsn  Ausdrücke  k'  und  k',  und  auch  Ar, 
nicht  genauer  zu  kennen;  man  kann  dann  k  ak  unendlich  gi 
betrachten  und  schreiben: 

(26)  —  ^^«i.  «-^•^•i- 

Ist  S  der  ElasticitiktscoSfficient  des  Eisens,  so  ist: 

und  setzt  man  mit  Poisson: 

so  geben  daher  die  Gleichungen  (21): 


-  f 


1)  Pogg.  Ann.  Bd.  146.  8.  461. 
Klrekh«/r.  GmwumM»  AMmbAü^IMI  HMhln^  9 
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ft  1 


6,  =  Cj  = 


61  1 


Aus  (20)  und  (2(>)  folgt  hiern&ch: 


10b 


3  .7» 

V76;i  Ej 

3  ./• 

3  J« 


.,  (50  x'ff  +  6  y + »  -  14S»y) 

176»  iß'  (^«•«  +  6  (r» + «  - 14»»«). 
Für  die  rftmnlichd  DÜAtation,  af  ergiebt  sich 


Ein  BadiuB  der  £iigeL|  der*  die  fiiditinig  der  magaeti- 
sirenden  Kraft  hat,  erleidet  die  YerUkiigenuig: 

153  o 


176«  B 

ein  Badios,  der  senkrecht  zq  dieser  Kraft  ist,  die  Yerkürzum- 


1769* 


Ein  magnetisches  Feld,  wie  es  hier  Toranagesetst  ist,  kaai 
mit  Hülfe  eines  electrisdien  Stromes  herroigebracht  «erdn. 
der  eine  Spirale  dnrchfliesst,  welche  die  Eisenkngel  angibt 
und  80  lang  ist,  dass  die  magnetische  Kraft  des  Stromei  ii 

dem  Baume,  den  die  Kugel  einnimmt,  als  constant  betndIK 
werden  kann.  Ist  n  die  Zahl  der  Windungen,  die  auf « 
Centimeter  in  der  Richtung  der  Länge  der  Spirale  kouimeD. 
und  i  die  luteusität  des  Stromes  in  Amperes  ausgedrückt,  so 
ist  dami: 


4a 
10 


ein*  .880 


setzt  man  ftlr  den  ElasticitätscoefQcieuteu  des  Eisens: 

1,80.10" — 
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80  erfphi  rieh  die  VeilSngenuig  eiHfis  BadiuB  der  Kogel,  der 
der  Aze  der  Efpirale  parallel  iat: 

=  n=^i2.  2,32. 10-»».  7? . 

Schon  im  Jahre  1847  h&t  Joule ^)  die  Yerlaiigeoningen 
gemeaseii,  die  Eiaenatähe  er&hren,  wenn  rie  in  einer  Spirale 
magnetirirt  werden,  Yerlftngenmgen,  wekhe  im  Maximiim 
1,4  Milliontel  der  Ltoge  heiamgea.  Aehnliche  Messinigsn  bri 
einer  Kngel  anasoftliren  würde  wegen  der  Kleinheit  der  Fonn- 
flüderongen  kanm  mfigHich  aein. 


9.  Zur  Theoile  der  €ll«leligewlelit87«rCliellmig  dier 
BleeMeltlt  auf  iwet  lettoideii  Kugetai; 

von  (f.  Kirchhoff. 

Sitaber.  d.  k.  Acad.  d.  WiHHonsch.  zu  BerUn  vom  12.  Nov.  1886,  p.  1007. 

Wüd.  Ann.  Bd.  27,  p.  678,  1886. 

Die  G leidige wichtsvertbeilung  der  Electricität  auf  zwei 
leitenden  Kugeln  ist  ein  Problem,  dessen  Lösung  von  Pois- 
son')  gegeben  und  später  Ton  anderen  auf  Terachiedenen  Wegen 
abgeleitet  ist.  Von  hervorragendem  Intereaae  bei  demselben 
ist  die  fi<nnittelung  der  Electricitätsmengen,  welche  die  Kugeln 
enthalten,  und  der  Kraft,  mit  der  sie  anziehend  oder  abstos- 
Bend  aufeinander  wirken,  wenn  die  Potentiidwerthe  in  ihnen 
gegeben  rind. 

Eb  seien  «  und  h  die  Bedien  der  beiden  Kngeb,  c  der 
Abstand  ihrer  Ifittelpunkte,  ^,  A  die  Potentiahrarthe  in  ihnen, 
E^f  die  Eleetrioitfttsmengen,  die  rie  enthalten,  und  F  die 
Abstossangakraft,  die  sie  aufeinander  ansttben;  dann  ist: 

1)  Phil.  Mag.  Vol.  XXX.  p.  7ß.  22.%. 

2)  Poisson,         de  llnstitut  de  France,  12.  (1)  p.  1 ;  (2)  p.  163.  löll. 

9* 
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und  a^2,  a^^  Functionen  Ton  a,  b,  e  sind,  um  deren  Beatim- 
mang  es  sich  handelt 

Aus  den  Gleichungen,  welche  ich  in  meiner  Abhandlung: 
„Ucber  die  Vertheilung  der  fUeotncität  auf  zwei  leitenden 
Kugeln''^)  abgeleitet  habe,  ergeben  sich  für  a^^,  a^^,  die 
folgenden  Ausdrücke.  Es  sei  9  die  poaitiTe  WoRel,  vakb 
kleiner  als  1  ist»  der  Gleiolrang: 

~        ab  > 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  Gleiohmig: 


wobei: 
dann  ist: 

+  i^i^i  +  +•••} 

Sir  Willi iam  Thomson hat  für  ^7,j,  Oj,,  Fonneh 
anfgestellt,  welche  zur  numerischen  Reohnung  vorzfigiich  ge- 
eignet sind,  wenn  der  Abstand  der  Kugeln  nioht  zu  klein 
gegen  ihre  Badien  ist^  und  mit  Hülfe  derselbeii  nua  Gebnacb 
bei  einem  tob  ihm  constniirten  Eleetrometer  eine  Tuftl  be- 
rechnet, ans  der  die  Werthe  von  Og^,  nnd  de^/^i^ 
da^jdOi  do^/do  fllr  den  Fall  a^hm^l  sn  entnehmen  nal 
wenn  0  einen  der  Werthe  2,1,  2,2,  2,8  4  hat.  Biese  fVl^ 
mehi  sind: 


1)  G.  Kirchhoff,  Grelles  Journ.  59.  p.  89,  1861.  Ges.  Abh.  p.  «8^ 

2)  W.  Thomson,  PUL  Mag.  (4)  5.  p.  »7.  16W. 
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■«ii+l  -c«— iWl,  Vn+l*«  JJJ  Vn— 

oW+l  c^—  ö„_i , 


ab 

Statt  der  dra  totsten  Glddniiigen  kOnnen  micIi  die  ein- 
 -f'  ^  T» 

geschrieben  werden,  wenn  man  festsetzt,  dass  die  für  Pn+i, 
Qn+\^  Sn+i  angegebenen  Belationeu  auch  füü:  9»  =  1  gelten 
sollen. 

Hiernach  kann  man  mit  Leichtigkeit  nacheinander  die 
Glieder  drr  für  n^^,  a^.^,  a^^  nach  Öir  W.  Thomson  ango- 
SOtzteu  Eiitwiekelungeu  berechnen. 

Es  stimmen  diese  Glieder  einzeln  mit  denen  der  vorher 
angegebenen  P^*>*of?  überein.  Um  diese  Behauptung  in  Besag 
auf  die  fUr  o^j  aufgestellten  Reihm  einzusehen,  bemerke  man, 
dass  die  itir  P„  geltende  Differensengleiohimg  dnrch  Tfiinfthiniig 
der  GrOeee  q  wird: 

und  dass  hiernach  ist: 

WO  Ä  mä  B  oonstente,  d.  Ii.  Ton  n  nnaUiftngige  GhrOBsen  ahid. 

Dieselben  bestimmen  sich,  indem  man  einmal  *i  s  0,  dann 
n  »  1  setzt.   Das  gibt: 

Ä+B  Ät>+B^~±., 

also: 

Ans  den  Belationen: 
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134  Kirohhoff. 


b_ 

a  +  bq*  1 


9 


Iblgt  aber: 

daher  wird: 
und: 

oder: 


1  _  lY-' 


b       a  * 

Bas  iH  aber  das  n,  Glied  der  raerst  ftr  angegebeaei 

Reihenentwickelang.  Ganz  ähnliche  Rechnungen  lassen  sidi 
in  Bezug  auf  a^^  und  o^g  durchfiihren. 

Diese  Reiheii  convergiren  um  so  schneller,  je  kleiner 
d.  h.  je  grösser  der  Abstand  der  Kugehi  im  Verhältniss  zu 
ihren  Radien  ist.  Um  ein  Urtheil  über  diese  Convergenz  in 
einigen  Fällen  hervorzurufen,  lasse  ich  die  ersten  Glieder  der 
Üitwit'kelung  von  a^^  für  gleiche  Kugeln  und  einige  Werthe 
der  Entfernung  folgen,  die  in  der  Tabelle  von  Sir  W.  Thom- 
son vorkommen. 

a  =  6  =  1 


9 

2,1 

1,6 

4 

tIPt 

1 

1 

1 

1/A 

0»2989 

MM4 

0^7 

0,1886 

0,0469 

0,0048 

i/A 

0,0715 

0,0117 

0,0004 

IIP. 

0,0377 

0,0029. 

Man  sieht  hiecanSi  dass  bei  den  kleineren  der  von  Sir 
W.  Thomson  in  seine  Tafel  aufgenommenen  Entfernungen 
schon  die  Berücksichtilgiiiig  einer  bedeutenden  Zahl  Ton  GUe- 
dem  nOtbig  ist,  um  eine  massige  Genauigkeit  zu  erreichea. 
Es  lassen  sich  die  in  Rede  stehenden  Reihen  in  andere  ver- 
wandeln, deren  Convergenz  eine  mm^eioli  sdhnellere  ist 

Diese  Reihen  sind,  abgesehen  tqh  gewissen  IWstoreD,  alle 
Ton  der  Form: 


«1 
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t^a~^  l'-af~^  l-af'^  l-af^  *'  ' 

WO  ff,  ßi  r  eohte  Brftohe  bedeaten.    Beieiclmet  buui 
Beihe  Biit  JR,  so  hat  man  aaeh: 

l-a^*^^^^^^       ^  l-af^  l-af^ 

oder,  wenn  man  die  ersten  Glieder  in  einB  znsammen&Mt: 

(l-oj(l-^j  '     r/  1»       1     i_ay  l-oy* 


Wie  man  sieht,  entsteht     ans     dadnrch,  dass  man 

fax  »  nnd  ßy  fOa  ß  setst  Nennt  man  die  Beihe,  in 
welche  dnrdi  dieselben  Snbstitationen  übergeht,  o.  s.  t, 
so  hat  man  daher: 

^ = ü^;^^;,, ;^ = u-iÄ> + 

Molüplicirt  man  die  Gleichungen,  welche  R^,  .  .  .  duroh 
It^,  R^j  . . .  ansdrücken,  mit  1,  ttßy,  ne^ß^y^t  ^ß^T^t  •  •  * 
nnd  addirt  sie,  so  erh&lt  man^): 

(1 -«)  (1 -/9)         -    U  -  r  f/)  ^  ''^  (1  -  «r')  (1 -iSr*)^ 
Das  fi  + 1.  Glied  dieser  nnendUohen  Beihe  ist: 

Die  OoSffioienten  a^,  Oj,,      sind  dvroh  J?  aosgedrOofct: 


1)  Ebi  iMtondan  einfacher  Fall  d«  CHeiehmiig»  die  man  dnreih  Gleidb- 
lefawiig  der  Ar  M  napirBngUeh  mgenommenen  und  der  mm  ättSat  gp- 
ftmdenen  Reihe  erhiH,  ist  der,  dtti  u^fmf»9i^  FBgt  man  nodi 
dm  Fector  x  hinm,  eo  wird  sie: 


Diese  Gleichung  ist  adion  von  Glaueen  in  Grelles  Journ.  8.  p.  97  an- 
gegeben. 
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-«11  - t(i  -        =  n\ß--q\  Y  -  q% 

oj,«  Ml  -fl")Ä(««  ';^/^  =  ?^y»0• 
Hab6D  die  Badien  der  beiden  £iigebiy  a  und  6,  ißeiolK 
GrOoee,  so  ist:  . 

und  setzt  man  noch  a  »  1,  so  wird: 

«11  -  - 1 + + -  j^irp + «**a-«')r^* + - 

mit  dem  n.  Gliede: 
und: 

mit  dem  ik  Gliede: 


FQr  denselben  Fall,  dass  a  »  d  »  1 »  findet  man  Iusmi 
weiter^  indem  man  benutzt,  dass: 


?f  t_ 


dü  l-q* 

4.tfi0       ^-?"       f29  ^    ?•    4.   •'^?"  4.  _ 
'    (l-O  (1 -7")  l         1-?' 1-9" 
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Um  die  Convergenz 
ihre  ersten  Glieder  für 
beredmet.^) 

r  2,1 
1,532  Ö72 

o,m  021 

0,000  266 
tfu  =  1,583  m 
0,064  dbü 
0,018619 
0,000  054 

-  Oit  0,883  52* 
0,831  894 
0,801 888 
0,004  685 
0,000005 


dieser  Reihen  zu  zeigen,  habe  ich 
die  oben  gewähltea  Werthe  von  o 


1  ^«n 
♦  de 


Ba 


de . 


1,18844 

1,084  108 

0,149  181 
0,001  158 
0,000001 

1,174  3» 


e  =  2,5 

1,250  000 
0,008084 

1,253  02* 
0,526  000 
0,000874 

0,525  87 
0,166  667 
0^007  577 


0^17484* 

0,205  000 
0,001808 


0^80 


e  =  4 

1,071  797 
0,000085 

1,071  82 
0,269  239 


0,269  24 
0,020  726 
0,000088 


0^76 

0,039  580 
0,000001 


0,039  58. 


Man  ersieht  hieraus  unter  anderem,  dass  bei  einiger- 
massen  grossen  Entfernungen  der  Kugehi  die  fraglichen 
Coefücienten  mit  grosser  Genauigkeit  durch  die  Ausdrücke 
dargestellt  sind: 


♦  de  8a» 


1)  Von  den  hier  beredmetan  Werfhen  der  BeflMn  die  mit 

einem  Sternchen  bozeidmeten  nicht  ganz  überein  mit  den  out^prechenden 
dor  von  Sir  W.  Thomson  veröffentlichten  Tafel.  Statt  denelben  findeo 
sich  dort  die  Zahlen:      1,25324,   0,ö8175,  0,17482. 
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Im  gleichen  Verlage  ersclüeu  früher: 

Gesaiiiiiielte  Abliandlungen 

vou 

Q.  Kirchlioff. 

Vü,  041  S.  gr.  8«  mit  1  lithogr.  Tafel,  Spectaraltafel  und 

Bildnis  in  Stahlstich. 

Preis  15  Mark. 

Unveränderter  Neudriu-k  nachstehender  seit  1845  in  ver- 
schiedenen Akademieberichteii,  wisseiis(  Init'tlichen  Zeitsclmften 
u.  B.  w.  veröffentlichteu  und  von  KmoaBovs  selbst  gesammel- 
ten Arbeiten: 

Ueber  den  Davehgang  eines  eleldriiehen  Stromee  dmeh  eine  Ebene,  in»- 

besondere  durch  eine  kreisförmige,  mit  Nachtreg, 

Ueber  die  Auflösun;;  der  CJIeichunpen ,  auf  welche  man  bei  der  Unter- 
suchung der  üuearcu  Vertheüung  galvanischer  Ströme  geführt  wird. 

Ueber  die  Anwendbarkeit  der  Fonneb  f&r  die  Intensitäten  der  galvanischen 
Ströme  in  einem  Syst(-tn<>  1ino:tn'r  T^oiter  »xd SjBtBttlBf  die  lOinThdl 
aus  nicht  linenrrn  Leitern  bcätcheu. 

Ueber  dne  Ableitung  der  Ohm'schen  Gesetze,  welcbe  sich  an  die  Theorie 
der  Elektrostatik  anschliesst. 

Ueber  (iif  stationären  elektrischen  StrGmongen  in  einer  gekrOnimten 
leitenden  Fl&che. 

Ueber  die  Mesrang  dektriaelier  LeitangsfiUilgkeiten. 

Ueber  die  Vertheilnng  der  Elektrieitit  auf  swei  leitenden  Kugdn. 

Zur  Theorie  des  Condensatore. 

Bestimmung  der  Coustantcu,  von  welcher  die  iutenattit  iuducirtcr  elek- 
trischer StrOnie  abhängt. 

Ueher  die  Brw<  inm^^  der  Klektricitiit  in  Drähten. 

Ueber  die  Bewegung  der  ElektrieitÄt  in  Leitern. 

Znr  Theorie  der  Entladung  einer  Leydener  Flasche. 

Zur  Theorie  der  Bewegung  der  Elektrieillt  in  nnterseeisehen  nnd  nnter^ 
irdiselien  Tele«rrapnendr}ihten. 

lieber  den  iuducirten  Magnetismus  eines  unbegrenzten  üylinders  vou 
weichem  ESaen. 

Zur  Theorie  des  in  einem  Eisenkörper  iodttcirten  IfagnetimiU. 
Ueber  das  Gleichfrewiclit  und  die  Bewegung  einer  elastischen  Scheibe. 
Ueber  die  Sohwingungeu  einer  kreisförmigen  elastischen  Scheibe. 
Ueber  das  Gleichgewicht  vnd  die  Bewegung  eines  nnendlleh  dünnen 

elastisehen  Stabes. 

Ueber  das  Verhältniss  der  (^uercoutraction  xar  Längendilatation  bei  Stfiben 

von  fedeibartem  StahL 
Ueber  die  Tnmsvenalaeliwingnngen  eines  Stabes  von  verftnderlidiem 

Qoendinitt 
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lieber  die  Reflexion  und  Brechong  des  Lächts  an  der  Greuze  krv^- 
niseber  MtteL 

Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  FliLsaiirkeiL 
Ueber  die  Kn'ifte,  welche  zwei  unendlich  dünne,  st.'jrre  Biqge  in  OK 

Flüsäigkeit  scheinbar  auf  einander  ausüben  können. 
Zur  Theorie  freier  FlflfliigkeiMnlüeiL 
Ueber  stehende  Schwingungen  einer  schworen  Flüssigkeit. 
Versuche  über  »tehende  Schwingungen  des  Wassers. 
Ueber  einen  Seti  dermechanifoliea  Wlmetheorie  and  einige  Anwendnifi 

desselben. 

Bemerkung  über  die  Spannting  des  WasMcdampliBi  bei  TaapantaB. 

die  dem  Eispunkte  nahe  sind. 
Ueber  die  Spaimtmg  des  Dampfes  von  Ifisdnu^rm  «m  Wanr  ml 

Schwefelsfiure. 

Ueber  die  Leitungsfiihigkeit  des  Eisens  tnr  die  Wärme. 

Ueber  den  EinÜuss  der  Wämieleitung  in  einem  Gase  aul"  die  Schill- 
bewegung. 

Ueber  den  Winkel  der  optischen  Azen  dm  Angoniti  ftr  die  iwiiilitrtiiff 

Fnumhofer'schen  Linien. 
Ueber  die  Fnanbofex^sdien  Linien. 

Ueber  den  Zonnimenbang  swiMhen  Rmtmimi  nnd  AbiOfptinn  v«  JMt 

und  WSrme. 

Ueber  das  Verhältniss  zwischen  dem  Emissionsverm^eu  und  dem  Air 

aovpttoniVMindgen  der  KOtper  ftr  Wirme  emd  Lraht 
Chemische  Analyse  durch  Spectralbeobachtungen. 
Zar  O  «  Schichte der  Specteal- Analyse  and  der  Analyse  dar  Sooaa- 

atmusphäre. 


Es  sei  zugleich  geetottet,  auf  die  eben&Ds  im  Veri«^ 
von  JoBJjQi  Ajcbbosiüb  Basis  in  Leipzig  erachienene  und  toi 

Prof.  Dr.  Ludwig  MtznuuM 

in  Graz  zum  Gediichtuiss  Jübchhoffs  gehaltene 

Festrede 

(32  Selten  gr.  8^  1888.  BC 

hinzuweisen,  die  eine  Schilderung  der  Persönlichkeit  und  äer 
wissenschaftlichen  Verdienste  KmOHHOifFS  enthält  und  daher 
ftr  die  Qeechichte  der  Physik,  besonders  der  Speetnlsnsln^ 
Yon  bleibendem  Interesse  ist 
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